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Proélogo

A menudo nos encontramos con situaciones en las que se desea conseguir el
maximo o el minimo de un determinado valor, pero siguiendo determinadas re-
glas. Por ejemplo, en una fébrica de muebles desean cortar los tablones de forma
que se desperdicie el minimo posible de madera, pero asegurando que las pie-
zas creadas a partir de los tablones cumplen ciertas condiciones de calidad, forma
etc. En general, los problemas de Optimizacion Global definen situaciones en las
que se busca un médximo o un minimo de una funcién objetivo de acuerdo a dife-
rentes criterios. La aplicacion practica de la resolucion de este tipo de problemas
abarca campos de estudio que van desde la propia Matemadtica a la Ingenieria
pasando por la Fisica, Biologia o Economia, etc. Existen multitud de métodos
de resolucion de problemas de Optimizacion Global. En esta tesis nos vamos a
centrar en el uso del método de Ramificacion y Acotacién, para un espacio de
bisqueda definido por un simplex. Resolver este tipo de problemas cuando la
dimension y/o la precision requerida son altas tiene un coste computacional muy
alto, debido a esto, se hace necesario el uso de la computacion paralela de altas
prestaciones. Para obtener una mayor eficiencia en los algoritmos de Ramifica-
cién y Acotacion paralelos, se requiere la determinacion de la carga de trabajo
de cada subproblema. De esta forma se puede distribuir esa carga de manera
equitativa entre los diferentes elementos de proceso. Los drboles de busqueda
generados por los algoritmos de Ramificacion y Acotacién son unas estructuras
de datos irregulares. Por lo tanto, es necesario el uso de un balanceo dindmico de
la carga para obtener algoritmos paralelos eficientes. En esta tesis se va a utilizar
el método de biseccion de un simplex por su lado mayor como modo de refi-
namiento del simplex. Durante el proceso de biseccion iterativa de un simplex
regular se genera un arbol binario. Estamos interesados en conocer el tamafo de
un subdrbol a partir de un nodo cualquiera del arbol, para asi poder realizar una

estimacion de la carga computacional pendiente.

Nuestro propdsito es hallar los valores exactos del tamaiio del arbol binario y no
cotas superiores de su tamafio. El problema que aparece es que, para simplices
de dimensién mayor que tres, la seleccion del lado mayor no es tnica, es decir,

aparecen varios lados mayores que pueden ser divididos. Tradicionalmente, por



comodidad, se ha seleccionado, como lado a dividir, el primer lado mayor segtin

la ordenacion de los vértices del simplex.

Esta tesis se ha organizado de la siguiente forma: en el capitulo 1 se introduce
el concepto de Optimizacion Global y se realiza una clasificacion de este tipo de
problemas. También se describen los algoritmos de Ramificaciéon y Acotacion
que a menudo son utilizados para la resolucién de problemas de Optimizacién
Global. En esta tesis nos centraremos en problemas cuyo espacio de busqueda
es un simplex regular. En el capitulo 1 se presenta la definicion de simplex y del
método de biseccion del lado mayor como modo de refinamiento del simplex re-
gular. Este capitulo finaliza planteando las cuestiones a las que se dard respuesta

en esta tesis.

En el capitulo 2 se da respuesta a la pregunta: ;existe una heuristica de seleccion
del lado mayor a dividir que genere un arbol menor que la del primer lado mayor?
Se estudian distintas heuristicas de seleccion del lado mayor que se han disefiado
con la intencién de reducir el numero de simplices que aparecen en el arbol

binario.

Para responder a la pregunta: ;alguna de esas heuristicas obtiene el arbol de
menor tamaino?, en el capitulo 3 se han desarrollado algoritmos secuenciales para
responder a la siguiente pregunta: ;cudl es el tamafio del menor arbol binario

generado mediante biseccion del lado mayor de un simplex regular?

Encontrar el menor tamafio del drbol es un problema de Optimizacion Combi-
natoria cuyo coste computacional crece exponencialmente con la dimension y la
precision requeridas. En el capitulo 4 se plantea la siguiente pregunta: ;cudl es
el modelo de programacion paralelo més eficiente para resolver este problema
en sistemas multicore de memoria compartida? Para responder esta pregunta se
estudian dos tipos diferentes de algoritmos paralelos, los que utilizan un ntime-
ro fijo de hebras durante su ejecucién y los que hacen una gestion dindmica del
numero de hebras para resolver este tipo de problemas con altos requerimientos

de memoria.

Para hacer una estimacion del tamafio de un subérbol a partir de un nodo, el te-

ner un arbol con el menor nimero de formas de simplices reduciria el nimero de



posibles subarboles y por lo tanto, facilitaria el cilculo de una estimacién de su
tamano. En el capitulo 5 se presentan los conceptos forma de un simplex, seme-
janza de formay clases de simplices. Ademas, se va a dar respuesta a la pregunta:
(cudl es el menor nimero de formas de los subsimplices en el refinamiento de

un simplex regular mediante biseccion del lado mayor?

En el refinamiento de un simplex mediante biseccion del lado mayor, hay que
realizar repetidamente el cdlculo de distancias para conocer los lados mayores
susceptibles de ser divididos. Para reducir el coste computacional de este tipo
de algoritmos se puede proporcionar una secuencia de lados mayores a dividir
que genere el menor drbol binario. En el capitulo 6 se da respuesta a la cuestion:
(cudl es la secuencia recurrente de lados mayores a dividir y de menor tamafio

para obtener el arbol binario de menor tamafio?

El altimo capitulo de la tesis estd dedicado a las conclusiones obtenidas del tra-

bajo realizado y a presentar las futuras lineas de investigacion.
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Introduccion

En este capitulo se van a presentar conceptos que van a ser desarrollados durante
esta tesis. En primer lugar se va a realizar una introduccion a los problemas de Optimi-
zacion Global. Tras ello, se van describir los algoritmos de Ramificacién y Acotacion,
también conocidos como Branch and Bound (B&B), que se usardn para resolver este
tipo de problemas. En este capitulo se introduce el concepto de simplex y su uso como
espacio de busqueda en los algoritmos de Ramificacién y Acotacién. Se propone la
biseccion de un simplex por su lado mayor como modo de refinamiento. Este capitulo

finaliza presentando las cuestiones que se pretenden investigar a lo largo de la tesis.

1.1 Optimizaciéon Global

La optimizacion trata de dar respuesta a la pregunta ““; qué es mejor?” para problemas
donde la calidad de la respuesta puede expresarse mediante un valor. Se trata de bus-
car un maximo o un minimo de una funcién f de acuerdo a diferentes criterios. Los
primeros problemas de optimizacion se resolvieron en la antigua Grecia y fueron con-
siderados como uno de los descubrimientos mas significativos de la época. En el siglo
primero d.C., el matematico alejandrino Herdn resolvié el problema de encontrar el
camino mads corto entre dos puntos cuando se ha de pasar por un camino intermedio
utilizando la técnica del espejo. Basicamente lo que deseaba saber era el punto en el
que deberia recoger agua de un rio cuando debia ir de una ciudad a otra, de modo que el
camino recorrido fuese minimo. La solucion a este problema se conoce como el teore-
ma de Her6n y se considera como el origen de la geometria Optica actual. El problema
de encontrar valores extremos gané especial importancia en el siglo XVII cuando sir-

vi6 como una de las motivaciones en la invencion del cdlculo diferencial, que es la base



1. INTRODUCCION

de la teoria moderna de optimizacion matematica. La invencién de las computadoras
ha provocado el avance en el campo de la optimizacién numérica. Durante la segunda
guerra mundial, los algoritmos de optimizacion se utilizaron para resolver problemas
militares de logistica y operaciones. La optimizacion se ha convertido en uno de los
campos mas importantes y mas estudiados en la matematica aplicada y la ingenieria
desde entonces.

Un algoritmo de optimizacién puede hallar multiples soluciones posibles dentro de
los parametros del problema. Estas soluciones tratan de maximizar o minimizar una
funcidn objetivo y se llaman soluciones locales. A la mejor de todas ellas la llamare-
mos solucién global. La busqueda de esta solucion global se realiza en mediante los
algoritmos de Optimizacion Global. Ademds de las matematicas, la aplicacion practica
de la resolucion de problemas de Optimizacion Global abarca campos como la Eco-
nomia, Fisica, Quimica, Biologia o Ingenieria. Por ejemplo en la industria aparece el
problema de optimizar el corte de las placas de material de modo que la parte sobran-
te que se desperdicia sea la minima. En compaiiias de negocios, un ejemplo claro es
como distribuir los recursos disponibles de modo que se optimice el beneficio.

En este capitulo se va a proporcionar una descripcion bésica de los conceptos que
seran utilizados a lo largo de la tesis para mejorar algunos de los algoritmos usados en

la resolucion de problemas de Optimizacién Global.

1.1.1 Definicion del problema de Optimizacion Global

Ya que un problema de maximizacion puede reescribirse como uno de minimizacion:

méx{ f(2)} = min{—f(z)} (1.1)
un problema de Optimizacion Global se puede describir como:

minimizar f(x)

sujeto a : g(x) <0,
h(z) = 0, (1.2)
r<zx<T,
r e R"
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donde f(z) : R* — R es la funcién objetivo y g(z) : R* — R™ y h(x) : R® — Rk
son funciones que restringen la regién de busqueda de la solucion. Se define la region

de busqueda de los posibles candidatos, o dominio del problema (1.2), como:
S={reDCR":g(x) <0, h(zr) =0} (1.3)

donde DD es el espacio de biisqueda.

Una solucion local (z, f) del problema (1.2), se define como f = f () < f(z),Vz €
S N Ne(Z) con € > 0, donde N(Z) son los e-vecinos del punto Z, definidos por
N (z) ={z : || = — & ||< €}. Para que esta solucién local sea solucién global z* €
ha de cumplir que f* = f(z*) < f(x), Vx € S.

Un minimo local no se considera una solucién 6ptima para (1.2) hasta que no se
demuestra que es una solucién global. Existe una amplia variedad de problemas donde
la existencia de un solo minimo no puede ser postulada o verificada, con lo que su
resolucion se vuelve mas dificil. Ejemplos de esos problemas pueden encontrarse en [1,
17,18, 21, 54, 62, 73].

f(x,y)=0.2[sin(x+4y)-2c0s(2x+3y)-3sin(2x-y)+4cos(x-2y)]

Eje Y -5 -5

Figura 1.1: Ejemplo de un problema con multiples minimos locales.
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A menudo existen multitud de minimos locales, pero no todos ellos son globales.
Podemos ver un ejemplo de ello en la figura 1.1 que muestra una composicién de fun-
ciones trigonométricas con argumentos polinomiales, sobre un espacio de busqueda
bidimensional. La repercusion de no encontrar un minimo global de manera correcta
puede ser muy alta, no solo en términos cientificos sino también econdmicos debi-
do al amplio espectro de uso de este tipo de algoritmos. Debido a todo esto es muy

importante utilizar una estrategia de busqueda global correcta.

1.1.2 Clasificacion de los problemas de Optimizacion Global

La tabla 1.1 muestra una clasificaciéon general de los diferentes problemas de Opti-
mizacion dependiendo del nimero de variables, de su tipo y del tipo de funciones

involucradas en el problema de Optimizacién Global'.

Tabla 1.1: Clasificacién de los problemas de Optimizacién Global

Caracteristica Propiedad Clasificacion
. . Una Unidimensional
Numero de variables - — -
Varias Multidimensional
Reales continuas Continua
Enteras Discreta

Tipo de variables

Reales continuas y enteras

Entera mezclada

Permutaciones de enteros Combinatoria
Funciones lineales Lineal

Tipo de Funciones Funciones cuadraticas Cuadrética
Otras funciones no lineales | No Lineal

Sujeto a restricciones Con restricciones

Formulacion del problema

No sujeto a restricciones Sin restricciones

En esta tesis se van a tratar problemas de Optimizacién Global de tipo multidimen-
sional. Cuando las variables de los problemas de Optimizacion son variables enteras,
estos problemas se denominan también problemas de Programacion Entera (IP, Inte-
ger Programming). Nosotros usaremos funciones continuas ya que si todas la funcio-

nes definidas en el problema son continuas, el conjunto de soluciones dptimas para el

"http://www.phy.ornl.gov/csep/mo/mo.html
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problema (1.2) es no vacio. Si las funciones del problema son lineales, se llaman pro-
blemas de Programacion Lineal (LP, Linear Programming). Si por el contrario, dichas
funciones son no lineales, caso que nos ocupa, nos encontramos ante problemas de
Programacion No Lineal (NLP Non Linear Programming) Si bien la dificultad de los
problemas de optimizacion lineal depende directamente del nimero de restricciones
lineales, en los problemas de optimizacion no lineal, que son los que trataremos en
esta tesis, la complejidad crece exponencialmente a medida que se afiaden variables al
problema.

Si se desea una clasificacion mas concreta de los problemas de Optimizacion Glo-
bal se puede recurrir a [61], [36] y [30], donde existen referencias a diferentes proble-
mas de optimizacion como: Programacion Bilineal o Biconvexa, Optimizacion Combi-
natoria, Minimizacion Cdoncava, Optimizacion Global Continua, Diferencial Convexa
(DC), Programacién Fraccional, Problemas Lineales y No Lineales Complementarios,
Optimizacion Lipschitz, Problemas MiniMax, Optimizacion Multinivel, Programacion
Multiobjetivo, Programacion Multiplicativa, Problemas de Redes de Trabajos, Pro-
gramacion Paramétrica No Convexa, Optimizacion Cuadratica, Programacion Inversa
Convexa, Optimizacién Global Separable y otros modelos probabilisticos no convexos.

Una vez que hemos definido el tipo de problema que deseamos resolver, pode-
mos hacer un andlisis previo de la complejidad esperada para este. En [55] Pardalos y
Schnitger demuestran que hallar un posible 6ptimo local, para problemas de Programa-
cion Cuadrética, es un problema NP-Duro. En [56] se observa como la Programacién
Cuadratica cuando existe un autovalor negativo es un problema NP-Duro. Por lo tan-
to, la resolucion del problema no convexo més sencillo de optimizacion No Lineal, es
NP-Duro. Como se explica en [19], el tiempo de resolucidn de cualquier algoritmo NP-
Duro, en el peor caso, se incrementa exponencialmente con el tamafio del problema y
debido a ello, incluso problemas de tan solo dimensién diez, pueden ser considerados

como “grandes”, dependiendo del problema de Optimizacion Global investigado.

1.1.3 Clasificacion de los algoritmos de resolucion de problemas de

Optimizacion Global

A modo de resumen, las cualidades deseadas para un algoritmo de Optimizacién Glo-

bal deben ser:
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e Correccion: Producir resultados correctos.
e Completitud: Encontrar todas las posibles soluciones.
e Finitud: Garantizar la convergencia.

e Certeza: Probar la existencia o inexistencia de soluciones.

Si bien existen muchas clases de algoritmos de Optimizacion Global que se pueden
implementar y aplicar directamente garantizando tedricamente su convergencia, tan
solo unos pocos garantizan que se cumplan todas las cualidades mostradas.

Tal y como se ha visto, los problemas de Optimizacién Global pueden ser bastan-
tes complejos de resolver incluso para las instancias mas simples. Cuando se requiere
una eficiencia mayor, los algoritmos de Optimizacién Global pueden utilizar fases de
optimizacion local tradicionales que convergen rdpidamente cuando estan cerca de un
optimo local. Sin embargo, estos métodos tradicionales pueden fallar, no obtenien-
do una convergencia en problemas dificiles de resolver. Se desea que la convergencia
global se garantice en todo momento, por lo que no solo es necesario desarrollar algo-
ritmos eficientes de Optimizacion Global sino que también es necesario que estos sean
robustos.

Se pueden hallar multitud de clasificaciones de los algoritmos de resolucién de
algoritmos de Optimizacién Global, pero una de las mds utilizadas es la que divide las
estrategias existentes en estrategias de busqueda estocdsticas y estrategias de busqueda

deterministas.

Métodos estocasticos: Los métodos estocasticos poseen un comportamiento no de-
terminista, lo que significa que cada uno de los estados puede estar formado
por elementos aleatorios y la forma de llegar a cada estado también puede ser
aleatoria. No obstante, segin [42, 52] cualquier desarrollo temporal que pue-
da ser analizable en términos de probabilidad puede ser denominado como un
método estocdstico. Todos los métodos estocasticos usan algun factor aleatorio
en sus algoritmos y la demostraciéon de su convergencia depende de argumen-
taciones estadisticas [71, 73]. Normalmente los métodos estocdsticos se aplican
a problemas sin restricciones y no necesitan ningin conocimiento sobre la fun-
cién objetivo, dando a menudo resultados 6ptimos o cercanos a los 6ptimos. Se
basan en obtener valores de la funcién objetivo en puntos de la region de bisque-

da elegidos aleatoriamente. Estos métodos pueden requerir un nimero aleatorio
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de iteraciones para alcanzar una solucién al problema. Son el recurso a utilizar
cuando el tamafio del problema, dimensionalmente hablando, es grande o el pro-
blema no esté definido analiticamente. Las desventajas de estos métodos es que,
al emplear un numero no determinado de iteraciones, no garantizan que se en-
cuentre la solucién en un niimero finito de pasos, ni que el minimo encontrado
sea el global.

Métodos deterministicos: Al contrario que los métodos estocasticos, los métodos de-
terministicos no toman decisiones aleatorias en sus algoritmos y sus demostra-
ciones de convergencia no dependen de la probabilidad. Es decir, son métodos
que alcanzan siempre la misma solucion para una entrada particular. Algunos
ofrecen un tiempo de terminacion finito para problemas especificos y otros con-
vergen cuando el niimero de iteraciones se aproxima a infinito. Dentro de los al-
goritmos deterministicos se incluyen los métodos de Ramificacion y Acotacion,
que se caracterizan por realizar un busqueda exhaustiva del espacio de busqueda

y de encontrar todas las posibles soluciones hasta cierta precision, e.

La clasificacion que se acaba de presentar es bastante cldsica. Clasificaciones mas
actuales, como la presentada por Neumaier en [53], establecen clases de algoritmos de
optimizacién en funcién de la rigurosidad de la solucién obtenida por dichos algorit-

mos. Se diferencia entre:

Métodos incompletos. Aquellos que pueden quedar atrapados en un minimo local.

Métodos asintéticamente completos. Aquellos que alcanzan siempre el minimo glo-
bal en una ejecucion suficientemente larga, pero que no tienen informacién acer-
ca de cuando un minimo global es encontrado.

Métodos completos. Aquellos que alcanzan con certeza el minimo global (en ausen-
cia de errores en los cdlculos) en una ejecucién suficientemente larga y que
ademds conocen una aproximacion a la solucion global durante su ejecucion.

Métodos rigurosos. Aquellos que alcanzan con certeza el minimo global para la pre-

cision deseada incluso cuando existen errores en los calculos.
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1.2 Algoritmos Ramificacion y Acotacion

Los métodos que exploran todo el espacio de busqueda se conocen como métodos
completos o exhaustivos. Estos métodos aseguran la localizacién del minimo global
con la precision deseada al finalizar el proceso. Los algoritmos de Ramificacion y
Acotacion (RyA), también conocidos como Branch and Bound (B&B), son unos de
los métodos exhaustivos mas utilizados.

Los primeros algoritmos de Ramificacién y Acotacion aparecieron en articulos de
los cincuenta y principios de los sesenta, donde los investigadores describieron es-
quemas enumerativos para resolver, lo que posteriormente se denominaron, problemas
NP-Completos. Debido a la generalidad del método y la efectividad que aportaba, fue
ampliamente usado. De hecho, todavia es una de las mejores herramientas para resolver
problemas dificiles. Los primeros que dieron el nombre de Ramificacion y Acotacion
a este método, fueron Little, Murty, Sweeny y Karel [47], en 1963, en su articulo sobre
el problema del viajante de comercio. Lawer y Wood [46] estudiaron los algoritmos
de Ramificacion y Acotacion, obteniendo una descripcion independiente del proble-
ma, siendo asi el primer articulo que presenta un modelo general de Ramificacion y
Acotacion.

Los algoritmos de Ramificacion y Acotacién son ampliamente utilizados para la
resolucion de problemas de optimizacion combinatoria. Ademds se han convertido en
una de las principales herramientas para resolver problemas de Optimizacién Global
con variables continuas como pueden ser: minimizacién céncava, minimizacién de
funciones de Lipschitz [59, 60], optimizacién DC (donde el problema se puede conver-
tir en la diferencia entre dos funciones convexas), obtencidn de regresiones de minimos
cuadrados no lineales [77], deteccion de copositividad [78], problemas de mezclas [3],
etc.

La idea principal del método B&B consiste en subdividir el conjunto de posibles
soluciones, al que se denomina espacio de bisqueda, en subconjuntos disjuntos de me-
nor tamaino creando un arbol de busqueda. Para cada subconjunto o nodo del drbol se
determinan cotas superiores y/o inferiores del valor de la funcion objetivo. Los sub-
conjuntos en los que las cotas empeoren los mejores valores que se han encontrado
hasta el momento, son descartados en la bisqueda ya que no van a contener la solu-

cion global del problema. Los algoritmos de Ramificacion y Acotacién son uno de los
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pocos métodos completos que resuelven problemas de Optimizacién Global.

El nodo més prometedor es el primero en visitarse y dividirse. Los criterios para
elegir el nodo mas prometedor se basan en cuestiones heuristicas y se conoce como
estrategia de seleccion. Si en la estrategia de seleccion no influyen factores aleatorios,
el algoritmo tendrd un comportamiento determinista.

Al final del proceso se obtiene una lista de nodos que determina la region o regiones
donde se localiza el minimo global de la funcién y cotas superiores e inferiores de su
valor. Cuanto mayor sea la precision deseada para la solucién, menor sera el tamaiio de
la region o regiones obtenidas en donde se encuentra el minimo global y mayor sera el
tiempo de computo necesario para encontrarlas.

Una descripcién de los modelos de algoritmos de Ramificacién y Acotacién que
aparecen en los articulos [37, 39, 40, 45, 46, 50, 51], hecha por Bruin, Kindervater y
Trienekens puede encontrarse en [10]. Estos autores no discuten modelos mas recien-
tes debido a que sélo se diferencian de los anteriores en pequeiias variaciones. Esta
revision de los algoritmos de Ramificacion y Acotacion desea establecer un esquema
comun para todas las aplicaciones, mediante la descripcion de unas reglas u operadores
generales [37, 50]. Para especificar estas reglas nos basaremos en los formalismos utili-
zados por Corréa y Ferreira [9], centrandonos en problemas donde se intenta encontrar
el valor minimo de una funcién objetivo.

Los algoritmos B&B se basan en cinco reglas bdsicas. Las cuatro primeras son las
que caracterizan este tipo de algoritmos segun Mitten e Ibaraki [37, 50], pero ademds

dependiendo del tipo de problema, es necesario afiadir la quinta y dltima regla.

e Regla de Division: Establece como se descomponen los nodos del arbol de busque-
da.

e Regla de Acotacion: Calcula un limite inferior de la solucion 6ptima de un nodo.

e Regla de Seleccion: Define qué nodo serd el siguiente a dividir.

e Regla de Eliminacion: Establece como reconocer y eliminar nodos donde no se
encuentra la mejor solucion del problema original.

e Regla de Terminacion: Determina cuando un nodo pertenece a la solucion final.
Esta regla aparece, por ejemplo, en problemas donde la solucién del problema

estd determinada por la precision deseada. Por otro lado, en algunos problemas
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tradicionales de Optimizacién Combinatoria, el criterio de terminacion es inhe-
rente a obtener una solucién factible. Por ejemplo, en el problema del Viajante
de Comercio [11, 47, 66, 76], donde hay que encontrar el camino minimo para

visitar todas las ciudades deseadas.

Los algoritmos de Ramificacién y Acotacion consisten en una secuencia de itera-
ciones en las que se aplican las reglas basicas a una estructura de datos A, que puede
verse como un conjunto ordenado de subproblemas [7] y a los subproblemas que se
extraen de esta estructura. Estas reglas seleccionan un subproblema de A, lo descom-
ponen y eventualmente insertan los subproblemas creados en la estructura de datos A.
A cada subproblema se le asocia una solucién factible, resolviendo el subproblema si
es suficientemente simple o asignandole una solucién, elegida entre las posibles dentro
del subproblema (no necesariamente la mejor). La mejor solucién factible encontrada
durante la ejecucion del algoritmo de Ramificacion y Acotacidn, serd un limite supe-
rior de la solucidn final y se utilizard para eliminar aquellos subproblemas generados
que no pueden contener una solucién factible mejor que la que ya se ha encontra-
do [37, 40, 50, 75].

A continuacion se describen las heuristicas utilizadas en la regla de seleccion:

Busqueda en Profundidad (Depth-First)

Esta regla de seleccion selecciona, de entre aquellos subproblemas que estén a mds
profundidad en el 4rbol de busqueda, el que tenga un menor valor de una funcién de
prioridad heuristica h. En este método se usa una estructura de almacenamiento LIFO
(Last-In-First-Out) o pila. El arbol asociado a este tipo de seleccion es aquel en el que
uno de los nodos hijo se expande hasta obtener una solucién factible del problema o
un subproblema no factible. La complejidad espacial de la pila, O(lw), se incrementa
linealmente con el nivel del arbol de buisqueda alcanzado, [, y el factor de divisién
w [48]. Al descomponer el subproblema elegido, los subproblemas generados a partir
de €1 se introducen en la estructura LIFO, siguiendo un orden decreciente de h.

Desventajas:

e El nimero de subproblemas inspeccionados es normalmente mayor que el reali-

zado en otros tipos de selecciones, como la de Primero el Mejor.

10
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e Si se entra en una rama del arbol de biisqueda que no lleva a la solucién 6ptima,

se necesita mucho tiempo para salir de esa ramificacion.
Ventajas:

e Es el método de seleccion mds econémico desde el punto de vista del espacio de
memoria requerido.
e Conduce mas rapidamente a la obtencién de una mejor cota superior del valor

del minimo global.

Busqueda en Anchura (Breadth-First)

En la bisqueda en anchura, se elige, de entre aquellos subproblemas que estén a menor
profundidad en el arbol de biisqueda, el que tenga un menor valor de una funcién de
prioridad heuristica h. Este método usa una estructura de almacenamiento FIFO (First-
In-First-Out) o cola.

Desventajas:

e Este tipo de estrategia no es recomendable ni desde el punto de vista del tiempo

de computacioén ni desde el del ahorro de memoria.
Ventajas:

e Admite la aplicacién de un test de dominancia entre los subproblemas que se
encuentran a la misma profundidad del arbol de busqueda, para algunos tipos de

problemas.

Primero el Mejor (Best-First)

La regla de seleccidn elige aquel subproblema, con un menor valor de una funcién de
prioridad heuristica, independientemente del nivel de profundidad del arbol de busque-
da en el que se encuentre. La estructura mds simple de almacenamiento es una lista
ordenada.

Desventajas:

e La mejor cota superior del valor minimo global, suele obtenerse en las fases

finales del algoritmo.

11
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e Aparece un crecimiento exponencial en el espacio de memoria necesario cuando
se incrementa la profundidad del arbol de bisqueda. La complejidad espacial es
O(w').

Ventajas:

e Dificilmente un subproblema es descompuesto innecesariamente. En [20] se de-
muestra que usando Best-First se exploran menos nodos que usando otra estra-
tegia, cuando hay que encontrar todas las soluciones 6ptimas, no siendo cierto

cuando so6lo se requiere encontrar una.

En general la funcién h estd determinada por el limite inferior de la funcién objetivo
en el subproblema, pero existen otras posibles opciones para h [41]. Después de la
selecciéon de un subproblema N, la Regla de Division crea un conjunto de nuevos

subproblemas a partir de N.

Definicion 1.1. La Regla de Division de un nodo, en un algoritmo de Ramificacion y

Acotacion corresponde a:

e Una particion del nodo, si N no es un nodo solucion, es decir, no es lo suficien-
temente pequerio para ser resuelto.

e La solucion del problema asociado al nodo, en otro caso.

Sea f*(IV;) el valor 6ptimo de la solucién del nodo V;, que serd descompuesto en
los nodos N;1, Njo, ..., N;, por la regla de division. Entonces, se tiene que:

fr(Ni) = min f*(Ni)

k=1,....m

Es decir, el valor 6ptimo de la solucién de un nodo se puede obtener mediante la
evaluacion de sus nodos hijos. En la practica, las reglas de division cumplen que cada
solucion factible de un nodo padre es también solucion de al menos uno de sus hijos.
Estas reglas de division dependerdn del problema concreto en el que se aplique el
algoritmo de Ramificacion y Acotacidn.

En cada iteracion se puede generar un nuevo limite superior de la solucién global,
f*, de dos formas: porque el nodo generado por descomposicién es un nodo solucion,
0 porque se encuentra una solucion factible mejor durante la computacién de una par-

ticién en una descomposicion.

12
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La Regla de Eliminacion permite hacer una busqueda inteligente en S que evite
considerar subproblemas que se sabe que no conducirdn a la mejor solucién del pro-

blema original.

Definicion 1.2. La Regla de Eliminacion, en cada iteracion, elimina todos los subpro-
blemas cuya cota inferior sea mayor que el limite superior que se tiene de la solucion
global [8, 37].

No existe una regla mas importante que las demds, ya que todas ellas cooperan con-
juntamente para la resolucién del problema. El objetivo principal es reducir el tamafio
del arbol de busqueda para obtener rapidamente la mejor solucidon. Aunque la Regla
de Eliminacion es la que realiza la poda del arbol en tultima instancia, serd aplicada
en mayor o menor medida dependiendo de las demas reglas. Una Regla de Acotacion
que obtenga un buen limite inferior de la posible solucién de un subproblema, permi-
tird caracterizar mejor a los subproblemas que no contienen la mejor solucién, para
eliminarlos. Para poder eliminar subproblemas, también hay que encontrar un buen
limite superior de la solucion. Este limite superior se consigue inspeccionando prime-
ro los nodos més prometedores, ya que son los que pueden aportar mejores soluciones.
Este orden se establece mediante la Regla de Seleccion, de la que también dependen
los requerimientos de memoria del problema. Hay que distinguir entre el nimero total
de subproblemas inspeccionados y el nimero maximo de subproblemas almacenados
en la estructura de datos con los nodos pendientes de evaluar. La gestion de esta estruc-
tura de datos ordenada serd més costosa cuanto mayor sea el nimero de subproblemas
que contenga. La Regla de Division también juega un papel importante ya que de ella
dependerd el nimero de ramas generadas a partir de un nodo del arbol de busqueda.
Por un lado, generar muchas ramas permite obtener informacién mas precisa debido
a que los subproblemas generados son menores en tamafio, pero por otro lado, hay
que inspeccionar mas nodos del arbol en cada division. No s6lo es importante el nivel
de division realizado, sino también cémo se realiza la division. Por lo tanto, la Regla
de Division debe estar orientada a reducir el espacio de busqueda pero sin generar un
numero excesivo de nodos en cada division.

Cuando se requiere una busqueda exhaustiva del minimo global, se suelen utilizar
algoritmos de Ramificacion y Acotacion debido a que las cualidades de esta clase de

algoritmos son: Completo, encuentra todas las posibles soluciones; Finito, garantiza la

13
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convergencia del algoritmo; y Certero, encuentra la solucion si la hay. Por otra parte,
no tiene la cualidad de Correcto, pues la aritmética computacional tiene errores de
redondeo que puede producir soluciones no exactas, debido a esto, es necesario tener
en cuenta siempre margenes de error en las operaciones aritméticas.

Un algoritmo de Ramificaciéon y Acotacién, como el algoritmo 1.1, realiza una
busqueda mediante la descomposicion sucesiva del problema inicial en subproble-
mas de menor tamaiio hasta alcanzar la(s) solucién(es) final(es) o una aproximacién a
ella(s). Esta aproximacion estd determinada por la precision requerida para la solucion.
El algoritmo 1.1 crea un éarbol en el que una rama se poda cuando se determina que
un subproblema no contiene una solucién global. Para realizar la poda o rechazo de un
subproblema se suelen calcular cotas de los valores de la funcién objetivo para cada

subproblema.

Algoritmo 1.1 RyA(Sy, €)

Requiere: S;: region inicial, e: precision.

1: A:={S1} » Conjunto de trabajo
2: Q:={} » Conjunto final
3: while A # () do
4:  Selecciona S; de A » Regla de seleccion
5:  Evalda S; » Regla de acotacion
6:  if S; no puede ser eliminado then » Regla de rechazo
7 if w(S;) < e then » Regla de terminacién
8: Almacena S; in )
9: else
10: {51, .., 5;} := Divide(S;) » Regla de divisién
11: Almacena {51, .., S;j}en A

12: return €2

1.3 Simplices: definicion

Un simplex es el politopo més sencillo posible en un espacio dado, es decir, un n-
simplex serd el poliedro con el menor numero de vértices posible en un espacio n + 1
dimensional. Asi, un 1-simplex es un segmento de una linea; un 2-simplex un tridngu-

lo; un 3-simplex es un tetraedro. Un n-simplex estd definido en un espacio de n + 1
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dimensiones y tendrd n + 1 vértices. La figura 1.2 muestra graficamente los ejemplos

anteriores.
X2 5
10 4 U1 X V4
U3
V2 . vl
0.0 0 xi x, U2 V1 X% ()
(a) 1-Simplex. (b) 2-Simplex. (c) 3-Simplex.

Figura 1.2: Simplices de dimensiones 2, 3 y 4.

Se puede definir un simplex del siguiente modo:

Definicion 1.3. Un simplex S es la envoltura convexa de un conjunto de n+1 puntos
U1, ...,Unt1 € R™ afinmente independientes, en un espacio euclideo de dimension m
mayor o igual que n (m > n), es decir, el conjunto de puntos tal que ningiin k-plano
contiene mds de k+1 de estos puntos con k < n.

n+1 n+1
S=Sx=> ) Ayld N=1LXN>0j=1...n+1 (1.4)
j=1 j=1
Un n-simplex estd definido por su conjunto de vértices V' = {vy,..., vp41}, vj €

R™. Cada vértice es un vector unidad. La figura 1.3 muestra un 2-simplex que ha sido
escalado para que la longitud de lado sea igual a uno. Se ha utilizado la siguiente

notacion:
e w(S): es el tamaifio o ancho de un simplex S que es la longitud de su lado mayor,

es decir, méx; ; ||v; — v,

e |V]: es el nimero de vértices.

15
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I3

Figura 1.3: 2-simplex regular con una longitud de lado mayor igual a 1.

1.4 Ventajas del refinamiento mediante simplices

En un algoritmo de Ramificacion y Acotacion, las reglas de divisién y acotacion de-
penden de la forma del espacio de busqueda o region factible y del tipo de particio-
namiento utilizado. Los espacios de busqueda en problemas de Optimizacién Global
pueden ser hiper-rectangulares, basados en simplices, hiper-conicos o hiper-esféricos.
Dependiendo del problema a resolver, el espacio de busqueda podré ser de un tipo o
de otro. El tipo de particionamiento utilizado también podra variar, pudiendo incluso
ser diferente para un mismo tipo de problema. Por ejemplo, cuando se resuelven pro-
blemas de optimizacion utilizando algoritmos B&B en los que el espacio de bisqueda
es un hiper-rectangulo, éste se puede dividir en simplices. La figura 1.4 muestra un
ejemplo de como se realiza el particionamiento de un hiper-cubo en seis 3-simplices.

La biseccion de un simplex por el lado mayor solo genera un nuevo vértice a eva-
luar. En el caso de utilizar hiper-rectangulos, en su division por el lado mayor, el ntime-
ro de puntos nuevos a evaluar crece con la dimension del problema.

La biseccion del lado mayor en la division de un simplex regular permite dividir
todo el espacio de bisqueda sin solapamiento. En la figura 1.5 se muestra un ejemplo
para un 2-simplex.

En [58] Paulavi¢ius y Zilinskas muestran como el uso de simplices para realizar la
particién del espacio de busqueda es conveniente en diferentes problemas de optimiza-
cion. También se muestran ejemplos de problemas reales en los cuales queda demos-

trado el mejor comportamiento de particiones basadas en simplices frente a otros tipos
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Figura 1.4: Division de un hipercubo en simplices.

de particiones. Por ejemplo, se aplica la Optimizacion Global a regresiones no lineales
de minimos cuadrados, problemas de agrupacion estructural de datos (clustering), pro-
blemas de emplazamiento de cimientos en construccion o problemas de optimizacion

de Lipschitz. También se ha aplicado para resolver problemas de Blending o Mezclas.

En los problemas de Mezclas, un producto se define como la mezcla de n materiales
representados por x € R" [35]. El conjunto de posibles mezclas de los materiales,
es decir, el espacio de buisqueda del problema, es el simplex unidad S definido en
la ecuacion (1.4). En este problema, donde x; representa la cantidad de material j
en la mezcla z, el objetivo del problema es encontrar una mezcla = de menor coste
y con menor cantidad de materiales utilizados en ella. En este tipo de problemas es
especialmente favorable una division mediante simplices ya que es la propia definicion

del problema la que establece que el espacio de busqueda sea un simplex unidad.

Esta tesis se centra en el estudio de la regla de division de algoritmos B&B cuando
estos se utilizan para la resolucion de problemas de Optimizacion Global en los que la

region de busqueda esta definida por un simplex unidad.
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Figura 1.5: Division de un 2-simplex por su lado mayor.

1.5 Biseccion de un simplex por su lado mayor

A lo largo de esta tesis el conjunto que va a ser refinado es un n-simplex regular al que
denotaremos como S; y que estd escalado de modo que la longitud de sus lados sea 1.
Para el célculo de la longitud de los lados se hard uso de la distancia euclidea. Por lo

tanto, .5; se define como:

Definicion 1.

n+1
2
Slz{xeR”+1| > ja;jzé; szo}. (1.5)
Jj=1

Un n-simplex es definido por su conjunto de vértices que se denota por V' =
{vi,..., vny1}, v; € R™ La figura 1.3 muestra un ejemplo de un 2-simplex re-
gular con lado 1.

La biseccion de un simplex por su lado mayor (BLM) es un modo bastante popu-
lar de refinamiento dentro del método de elementos finitos, ya que es muy sencillo y
puede ser facilmente aplicable cuando el nimero de dimensiones es elevado [29]. Este
método realiza la divisiéon de un simplex mediante el hiperplano que conecta el punto
medio del lado mayor del simplex con los vértices opuestos. Un ejemplo se muestra en
la figura 1.6.

En el algoritmo 1.2 se muestra el Algoritmo de Refinamiento del Simplex (RS)
que bisecciona el simplex inicial iterativamente. En principio, el refinamiento continua

indefinidamente, pero aqui se describe el proceso, similar al de B&B, en el que hay un
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Figura 1.6: Biseccion por el lado mayor de un 3-simplex regular.

criterio de parada. El algoritmo continuara con la ramificacion hasta que el tamano de
los nodos generados sea menor o igual a una precision deseada, a la que se denomi-
nard €. Se utiliza el indice ¢ para enumerar los simplices del arbol binario resultante.
El conjunto A proporciona las hojas de arbol que se corresponden con los simplices
que aun no han sido refinados. La figura 1.7 muestra el resultado de la aplicacion del
algoritmo RS a un 2-simplex cuando el criterio de terminacion es w(S) < 3.

Para un 2-simplex, no se requiere la seleccion entre diferentes lados mayores ya
que, o el lado mayor es tnico, o el simplex a dividir es regular y por tanto la seleccién
de un lado mayor no va a alterar el tamafo del arbol binario generado. Los vértices
V' se enumeran para tener bien definido el procedimiento SelectLE(). Para la nume-
racion de estos se va a seguir la regla descrita por Mitchell en [49] donde se puede
evitar el calculo de longitudes de lados en un 2-simplex dividiendo siempre por el la-
do {1,2} y numerando el nuevo vértice como el dltimo del conjunto de vértices del
nuevo subsimplex generado. La biseccion realizada en el algoritmo 1.3 sigue la misma
numeracion para el nuevo vértice.

La figura 1.6 muestra el resultado de una primera biseccién de un 3-simplex. Inde-
pendientemente del lado que se seleccione inicialmente los dos subsimplices generados
seran simétricos. Como se puede observar estos subsimplices tienen tres lados mayores

por lo que se ha de seleccionar uno para realizar su biseccion. La figura 1.8 muestra
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Algoritmo 1.2 RS(S, €)

Requiere: S;: simplex inicial, e:precision.

1:
2:
3:
4:

R R A

A :={1} » Conjunto de indices hoja; los simplices aun no han sido divididos
ns:=1 » Nimero de simplices
while A # () do
Extraer un simplex ¢ de A
if w(S;) > € then » Precision final no alcanzada
{j,k}:=SelectLE(S;)
{Sai, Sai1} = Bisect(S;, j, k)
Almacenar simplices 27y 2 + 1 en A.

ns :=ns —+ 2.

Algoritmo 1.3 Bisect(.5;, j, k)

Requiere: S;: un simplex, j, k: indices de los vértices del lado a dividir.

1:
2:

A A

vj+vk
2

Los nuevos simplices 5; y S, heredan las caracteristicas del simplex origen: .S; :=
S, =8
Eliminar v; de V' C 5 » Mover a izquierda vértices 1,...,n

Se usan los vértices v; y v, de S para generar vy, yep0 1=

Numerar v,,.,, como el vérticen +1lenV C 5;
Eliminar v, de V' C S, » Mover a izquierda vértices 1,...,n
Numerar v,,.,, como el vérticen + 1in V' C S,

return S;, S,

como la seleccion de un lado mayor u otro da lugar subsimplices diferentes.

El nimero de simplices del arbol binario finito que se genera con el algoritmo 1.2

depende de como de rapido decrece el tamafio de los simplices conforme se desciende

en el arbol.

1.6 Preguntas que surgen en esta investigacion

Durante el proceso de biseccion iterativa de un simplex regular en algoritmos de B&B

se genera un arbol binario. Estamos interesados en conocer el tamafio de un subarbol a

partir de un nodo cualquiera del drbol para asi poder realizar una estimacion de la carga

computacional pendiente. El tamafio del arbol dependera de como disminuye el tamafio
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Level 1 31
/ w(S1)=1 \
Level 2 52 Ss
w(S)=1 w(S3)=1
/ ~— S s — \
5

Level 3 Aw(54)—0.5 w(55):§ W(SG)Zé Aw(&)zos
S, s,
7 O\ O\

Level 4 w(510)=O.5A w(511)=O.5W |7W(512):0-5 B"J(Sn):Oﬁ

S1o S11 S Si13

1
3¢

Figura 1.7: Arbol binario generado por el algoritmo RS en un 2-simplex con € =
de los subproblemas conforme se aplica la regla de division. Kearfott presenta un limite
superior del tamafio de los subproblemas cuando se usa el método de biseccion del lado

mayor (BLM) en el siguiente teorema [43]:

Teorema 1.1. Sea Sy un n-simplex, p un entero positivo cualquiera y S, cualquier n-
stmplex que se ha producido tras p BLM de Sy. Entonces, el didmetro (o lado mayor)
de S, nunca serd mayor que (*/75) L) veces el didmetro de Sy, donde | 2] es el mayor

entero menor o igual a 2.

Kearfott también mostré que, para un simplex S, los didmetros se reducian un
factor 2 cada n iteraciones para p > n. Stynes mejord la cota de Kearfott para 2-

simplices [72]. La cota que se propuso es

3/1\2°"
Sop < % (5) (1.6)

SIS

Por ejemplo, para p=6, la cota de Kearfott es

(v3)’
@’

Se < (1.7)
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(a) Lados mayores en un 3-
simplex en el nivel 2 del arbol

(b) Divisi6n por LE; (c) Divisién por LE, (d) Divisién por LEg

Figura 1.8: 3-Simplices generados dependiendo del lado mayor seleccionado.

mientras que la cota de Stynes es

(v3)
(2)°

2 .
lo cual es (\/3) veces menor que la cota encontrada por Kearfott. Nuestro propdsito

S < (1.8)

es hallar los valores exactos del tamafio del arbol binario y no cotas superiores de su
tamafo. El problema que surge es que para simplices de dimensién mayor que tres,
la seleccién del lado mayor no es tnica, es decir, aparecen varios lados mayores que
pueden ser divididos (véase la figura 1.8). Tradicionalmente, por comodidad se ha

seleccionado el primer lado mayor segtin la ordenacion de los vértices del simplex.

Pregunta 1.1. ;Existe una heuristica de seleccion del LM a dividir que genere un

drbol menor que la seleccion del primer LM?

Para responder esta pregunta, en el capitulo 2 se van a plantear diferentes heuristicas

de seleccion del lado mayor.
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Pregunta 1.2. ;Alguna de esas heuristicas obtiene el drbol de menor tamario?

Para poder responder a la pregunta 1.2, en el capitulo 3 se han desarrollado algoritmos

secuenciales para responder a la siguiente pregunta:

Pregunta 1.3. ;Cudl es el tamariio del menor drbol binario generado mediante BLM

de un simplex regular?

El problema de encontrar el menor tamafo del drbol es un problema de Optimizacion
Combinatoria cuyo coste computacional crece exponencialmente con la dimensién y la
precision requeridas. Debido a la mayor facilidad de desarrollo de programas paralelos

en memoria compartida, se plantea la siguiente pregunta:

Pregunta 1.4. ;Cudl es el modelo de programacion paralelo mds eficiente para resol-

ver este problema en sistemas multicore de memoria compartida?

En el capitulo 4 se estudian algortimos paralelos basados en TBB y Pthreads con un
numero estatico y dindmico de hebras.

Para hacer una estimacion del tamafio de un subérbol a partir de un nodo, el tener un
arbol con el menor nimero de formas de simplices reduciria el nimero de posibles

subérboles y por lo tanto, facilitaria el calculo de una estimacion de su tamafio.

Pregunta 1.5. ;Cudl es el menor niimero de formas de los subsimplices en el refina-

miento de un simplex regular mediante BLM?

El capitulo 5 estd dedicado a resolver la pregunta 1.5.

En el refinamiento de un simplex mediante BLM, hay que realizar repetidamente el
célculo de distancias para conocer los lados mayores susceptibles de ser divididos.
Para reducir el coste computacional de este tipo de algoritmos se puede proporcionar
una secuencia de lados mayores a dividir que genere el menor arbol binario. Estamos

interesados en encontrar la secuencia recurrente de menor tamano.

Pregunta 1.6. ;Cudl es la secuencia recurrente de lados mayores a dividir y de menor

tamario para obtener el drbol binario de menor tamarno?

En el capitulo 6 se estudian varios algoritmos que conjuntamente dan una respuesta a

la pregunta 1.6.
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1.7 Conclusiones

Este capitulo ha comenzado describiendo los problemas de Optimizacién Global y se
han presentado los algoritmos de Ramificacién y Acotacién como método para resol-
ver de este tipo de problemas. Se ha definido el simplex como espacio de busqueda en
los algoritmos de Ramificacion y Acotacion y tras describir las caracteristicas princi-
pales de los simplices se ha descrito el método BLM como método de refinamiento.
Se ha mostrado como el refinamiento de un simplex regular mediante BLM genera
subsimplices con varios lados mayores para dimensiones mayores que tres y que la
seleccién de uno u otro a la hora de realizar BLM afecta en la forma de los simplices y
el tamafio del 4rbol binario generado. Este capitulo concluye presentando las preguntas

que han surgido durante el desarrollo de esta tesis.
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Heuristicas de seleccion del
lado mayor a dividir para
reducir el tamaino del arbol
binario generado

En este capitulo se va a dar respuesta a la pregunta 1.1: ;existe una heuristica de
seleccién del LM a dividir que genere un arbol menor que la del primer LM? En la
seccion 2.1 se proponen diferentes heuristicas que tienen como finalidad reducir el
nimero total de simplices del arbol. En la seccién 2.2 se presentan los resultados para

diferentes dimensiones del problema.

2.1 Descripcion de las heuristicas

Para simplices de dimension mayor que tres, la seleccién del lado mayor no es tunica,
es decir, aparecen varios lados mayores que pueden ser divididos. Tradicionalmente,
por comodidad se ha seleccionado como lado mayor a dividir el primero segiin la
numeracion de los vértices usada en el algoritmo 1.3. En este apartado se van a plantear
diferentes heuristicas de seleccion del lado mayor para intentar reducir el nimero total

de simplices del 4rbol binario resultante [24] [25].

2.1.1 Primer Lado Mayor, LEB,

Esta es la heuristica mas sencilla y se usard como base con la que se van a comparar

el resto. Se denomina LEB en referencia a las siglas en inglés de biseccion por el lado
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mayor, Longest Edge Bisection. Se basa en seleccionar el primer lado mayor que viene

determinado por los indices de los vértices que lo componen, segin el algoritmo 1.3.

2.1.2 Lado mayor con menores angulos en sus vértices, LEB,,

El método LEB,, para la seleccion del lado mayor a dividir trata de evitar la formacion
de simplices con forma “mala” o “pobre” [23]. Una de las caracteristicas de este tipo de
simplices es que forman dngulos de valor muy reducido entre los lados de algunos de
sus vértices. Por lo tanto, este método analizard los dngulos que forman los lados de un
simplex en sus vértices y seleccionard como lado mayor a dividir aquel que provoque
los dngulos que se van a dividir durante el proceso sean lo més grandes posible.

El método LEB,, hace uso del calculo de dngulos que se ha expuesto en (5.7).

El comportamiento de LEB,, como método de seleccion del lado mayor dentro de

un algoritmo de B&B ha sido probado en [34].

2.1.3 Lado mayor con su punto medio lo mas alejado posible del
centroide del simplex, LEB~

Esta regla selecciona como lado mayor a dividir aquel cuyo su punto medio esté lo

mads alejado del centroide del simplex. Se pretende que los simplices hijos tengan los

centros de los lados mayores mas cerca del centroide que en el simplex padre, promo-

viendo de esta manera subsimplices con forma mas redondeada.

La distancia del punto medio del lado {v;, v;} al centroide C' viene dado por
R
2
Por lo tanto, la heuristica LEB¢ selecciona como lado mayor a dividir {v;,v;} que

—C. 2.1)

cumple la condicion:
— =] (2.2)

2.1.4 Lado mayor con vértices que hayan intervenido menos en pro-

cesos de biseccion, LEBy

En esta heuristica se trabaja utilizando pesos w;. Cada vértice va a tener un peso aso-

ciado al nimero de veces que ha participado en un proceso de biseccion. De este modo
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se va a calcular, para cada lado mayor, la suma del peso de sus vértices y se dividira el
lado mayor cuya suma de pesos sea menor, es decir, se pretende dividir el lado mayor
que menos haya intervenido en procesos de biseccion. A cada vértice v; se le asigna
un peso w; € {0,...,n— 1}y durante el proceso de refinamiento el peso de un vértice
v; serd incrementado si ese vértice v; forma parte del lado mayor que se ha dividido.
Inicialmente los vértices tendran un peso 0. Los nuevos vértices que van apareciendo
como parte del proceso comenzarédn teniendo un peso 1 ya que han participado en un
proceso de division.

El peso de un vértice v; es incrementado en 1 si se divide el lado {v;,v;}. En ese
caso v; obtiene un peso w; := (w; + 1) mdd n. LEByy seleccionard como lado mayor

a dividir aquel cuya suma de pesos en sus vértices sea la menor.

2.1.5 Combinacion de LEBy; con un segundo criterio , LEByy,

Aun a pesar de utilizar LEByy existen casos en los que varios lados mayores poseen
una suma de pesos igual. Para tratar de elegir uno de entre esos lados mayores en
esta heuristica se han afiadido dos cambios significativos. El primero de ellos es el
célculo del peso w; que ahora se realiza afiadiendo 1 al valor del peso del vértice al
que se sustituye. El segundo cambio es la adicion de un nuevo criterio de seleccion
que seleccionard de entre todos los lados mayores con igual suma de pesos, aquel
que sea mas antiguo, es decir, que haya sido creado en un proceso de biseccién mas
antiguo. Para establecer la antigiiedad del proceso de biseccién se utiliza un contador
que sencillamente cuenta las divisiones realizadas durante el proceso. Cada vez que un
nodo se divide, aumenta el valor del contador. Cada nodo generado almacena el valor
del contador en el momento de su creacién. De este modo se podra establecer el orden

de creacion de todos los nodos.

2.1.6 Lado mayor con el punto medio mas alejado del resto de los

vértices, LEB

Esta heuristica selecciona como lado mayor a dividir aquel cuyo punto medio esté mds

alejado del resto de los vértices:
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’Ui—i—’l)j

— v (2.3)

MAX MAx ||
ik

Ya que los lados que parten de un vértice nuevo para la pareja de subsimplices
creados en una biseccidn son iguales, esta heuristica consigue priorizar en la division

la creacién de simplices mas compactos.

2.2 Resultados

Para todas las heuristicas presentadas puede darse el caso de que existan varios lados
mayores cumpliendo con los requisitos exigidos. En tal caso, el lado mayor seleccio-
nado para ser dividido serd el primero de ellos segun la ordenacion de vértices del
algoritmo 3.

La tabla 2.1 muestra el nimero de simplices generados utilizando cada heuristica
para diferentes valores de n y de €. Para esos valores también se proporciona el nimero
de simplices del drbol de menor tamafio, obtenido utilizando el algoritmo 4.8 de la
seccion 4.3.2. Se han elegido valores de precision € = 2% suficientemente pequenos

para obtener un arbol de bisqueda de un tamafio grande, pero razonable.

Tabla 2.1: Numero de simplices del arbol binario obtenido por refinamiento de un

simplex regular de tamafio unidad utilizando diferentes heuristicas.

n=3ye=0,015625 n=4ye=0,0625 n=5ye=0,25

LEB; 2.114.687 1.577.047 79.035
LEB, 1.398.271 1.196.327 60.191
LEB¢ 1.398.271 1.189.213 57.535
LEBw 1.822.377 1.291.883 50.595
LEByy, 1.766.521 1.252.505 49.107
LEB 1.398.271 1.185.751 55.791
Valor minimo 1.398.271 877.959 36.319

Los resultados muestran que aunque las reglas de seleccion de lado mayor LEB,,
(2.1.2), LEB¢ (2.1.3), LEByy (2.1.4), LEByy, (2.1.5) y LEB), (2.1.6) son computacio-

nalmente mas complejas que LEB; (2.1.1), el tiempo de ejecucion global de algoritmo
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de B&B cuando se utiliza cualquiera de ellas se reducird significativamente ya que se
decrementa en gran nimero el total de simplices evaluados.

En la tabla 2.1, LEB,,, LEB¢ y LEB,, proporcionan el mejor resultado para n=3.
Entre ellos, la nueva propuesta LEB,; es la que presenta un menor coste computacio-
nal. LEB,, es ademas la heuristica que menor niimero de simplices obtiene para n=4.
Sin embargo, ese no es el caso para n=5, donde es LEByy, es la heuristica con un mejor
resultado. La ambigiiedad de las heuristicas crece conforme lo hace n [24], es decir,
a medida que aumentamos n aparecen mas lados mayores que satisfacen los requeri-
mientos de la heuristica y por tanto los criterios de seleccion usados en cada heuristica

son mejorables.

2.3 Conclusiones

En este capitulo, se han desarrollado varias heuristicas de seleccién de lado mayor que
tratan de reducir el nimero de simplices que tiene el arbol binario que aparece durante
este proceso. La respuesta a la pregunta 1.1 es que todas las heuristicas presentadas
mejoran el tamafio del arbol generado por la heuristica LEB;. La conclusion del estudio
realizado en este capitulo es que la mejor heuristica varia dependiendo de la dimensién
del problema.

Respecto a la pregunta 1.2: ;alguna de esas heuristicas obtiene el arbol de menor
tamano?, la tabla 2.1 muestra que utilizando cualquiera de las heuristicas presentadas,
sigue habiendo ambigiiedad en la seleccién del lado mayor y que el tamafio del 4rbol
obtenido no es el menor paran >3. Por lo tanto, el encontrar una heuristica que consiga

el menor arbol es una cuestion todavia sin resolver.
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Algoritmos secuenciales para
encontrar el tamano del menor
arbol binario en el
refinamiento de un simplex

Durante el proceso de refinamiento de un simplex regular utilizando BLM aparece
un arbol binario. Dependiendo de las combinaciones de lados mayores seleccionados
para ser divididos, el tamafio final del arbol binario varia.

En este capitulo se da respuesta a la pregunta 1.3: ;cudl es el tamano del menor
arbol binario generado mediante BLM de un simplex regular? Conocer el tamafio del
menor arbol permitira verificar que las nuevas propuestas de seleccion de lado mayor
a dividir conducen realmente a la obtencién del menor drbol.

En este capitulo se describen algoritmos para determinar el tamaio del menor arbol
binario generado usando BLM como regla de division de los simplices. El algoritmo
debe comprobar las posibles opciones de division de lado mayor, una por cada lado
mayor, teniendo en cuenta solo aquellas opciones que generan un arbol binario de me-
nor tamaiio. Este proceso comenzaria su ejecucién en el n-simplex regular inicial ;.
Para cada uno de los dos subsimplices generados se calcula el tamafio del subarbol
generado por la posible division de cada lado mayor, devolviendo el tamafio del me-
nor de ellos. Los algoritmos tendrdn el simplex inicial y la precisiéon requerida como
parametros de entrada y devuelven el nimero de simplices del arbol minimo.

Para conocer el tamaifio del menor arbol binario, se necesita un algoritmo de busque-

da exhaustivo que pruebe todas las posibilidades de division por lado mayor de cada
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subsimplex. La buisqueda debe evitar simetrias, es decir, en caso de existir lados ma-
yores que den lugar a subdrboles de igual tamafio, tan solo se ha de comprobar uno
de ellos. Esto ocurre por ejemplo, si los dos simplices resultantes de la division de un
simplex padre son simétricos, por lo que tan solo serd necesario obtener el nimero de
simplices del subarbol de uno de ellos y el nimero de simplices bajo el arbol padre
serd dos veces el valor calculado.

El algoritmo de busqueda del tamafio del menor drbol binario en el refinamiento de
un simplex comprueba todas las divisiones que se pueden hacer en todos los simplices
que aparecen en el proceso. Para resolver este problema se crea un arbol en el deno-
minado modo hacia delante y se poda en el modo denominado hacia atrds. E1 modo
hacia delante solo se utiliza para visitar las ramas del arbol. En el modo hacia atrds,
el arbol se recorre desde las hojas a la raiz determinando las ramas de menor tamafio.

Dicho proceso se puede describir como un algoritmo de B&B con las siguientes reglas:

Division: en modo hacia delante, se debe comprobar cada lado mayor del simplex.
Para cada lado mayor del simplex a tratar, la regla de division generard un par
de nuevos subproblemas en el proceso de biseccion. Por lo tanto, el arbol de
bisqueda, al que se va a denominar arbol general, puede tener nodos con dife-
rentes factores de ramificacion. Por ejemplo, un simplex con tres lados mayores
va a dar lugar a seis nuevos subproblemas.

Seleccion: en modo hacia delante, se va a seleccionar como siguiente subproblema a
tratar aquel cuyo simplex se encuentre en un nivel mas profundo del arbol gene-
ral. Por lo tanto, se realizard una biisqueda en profundidad (ver seccién 1.2). Se
hace de este modo porque este tipo de bisquedas tienen menos requerimientos
de memoria que otros tipos de seleccion [38].

Acotacion: en modo hacia atrds, se pueden calcular cotas superior e inferior del ta-
mafio de los subdrboles binarios de un nodo cuando todos los subérboles gene-
rados por diferentes BLM han sido creados.

Rechazo: en modo hacia atrds, las divisiones de lados mayores en simplices que lle-
ven a la obtencion de subarboles mayores no serdan considerados para el calculo
de 4rbol binario de menor tamafio.

Terminacion: en modo hacia delante, un simplex con un tamafio menor a una preci-

sion € dada, no volverd a ser dividido. En modo hacia atrds, el algoritmo fina-
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lizara cuando se calcule la regla de acotacién para el nodo raiz. La solucion del

problema sera entonces la cota inferior calculada para el nodo raiz mds uno.

La consecuencia del uso de la biisqueda en profundidad en el arbol general es que
cada rama, y por tanto el arbol general que contiene todos los posibles arboles binarios,
debe ser visitado completamente para poder determinar el tamafio del arbol de menor
tamafo.

Otro enfoque se puede basar en visitar cada uno de los arboles binarios y descartar
la visita del arbol binario cuando su tamafio sea mayor que el tamafio mds pequefio
encontrado hasta el momento. Este enfoque no es atractivo porque el nimero arboles
binarios crece rapidamente con la dimension n y con el aumento de la precision. En
este capitulo se van a presentar dos enfoques diferentes para el algoritmo B&B descrito
anteriormente. Un enfoque es recursivo y el otro iterativo y van a ser la base de las
versiones paralelas. En la version recursiva, la funcidn principal divide un simplex
y se llama a si misma para procesar los nuevos simplices hasta que el ancho de un
simplex es menor que la precision deseada. En el enfoque iterativo, se utiliza memoria
dindmica para establecer las relaciones entre los nodos del drbol general, en vez de

usar las llamadas a procedimiento, como hace la version recursiva.

3.1 Algoritmo R-STS (Recursive - Smallest Tree Size)

El algoritmo 3.1 es un procedimiento secuencial recursivo para calcular el nimero de
simplices de uno de los arboles binarios de menor tamano creados mediante el método
de biseccion del lado mayor. El algoritmo 3.1 comienza comprobando si la anchura
del simplex actual S; es menor que €. En tal caso, devuelve 1 como la longitud de
su arbol (linea 2). En otro caso, se divide S; por cada uno de sus lados mayores LF),
(linea 3), generando cada pareja de simplices hermanos Sy; y So;11 de un arbol binario.
El tamano del arbol de cada hermano se determina por una llamada recursiva (lineas 5
y 6). La suma de los tamafios de los subarboles de los simplices hermanos se almacena
en rj,. Finalmente, se devuelve como resultado el menor valor de r;, + 1 de los lados

divididos h (linea 7), porque S; se debe contar en el resultado.
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Algoritmo 3.1 R-STS (5;, €)

Requiere: S;: simplex, €: precision
1: if w(S;) < e then

2:

3
4
5
6:
7
8

return 1

: for cada lado mayor LE}, de S; do

{521', SQ,‘+1}Z=BiSGCt(SZ‘,LEh)
r9i n, 1= R-STS (S3;, €)
72i4+1,h := R-STS (5241, €)

Th =T2ih + T241,h

: return 1 + miny ry,

3.2 Algoritmo I-STS (Iterative - Smallest Tree Size)

Este algoritmo utiliza memoria dindmica para almacenar los enlaces entre los nodos

del arbol general en lugar de utilizar para ello las llamadas recursivas al procedimiento.

Al igual que en el algoritmo 3.1, se comprueba cada division por el lado mayor para

obtener el minimo tamaifio del arbol binario resultante.

Un nodo NV del arbol general tiene los siguientes componentes:

S: El n-simplex que va a ser analizado. Almacena los vértices y el indice del
simplex en el arbol binario.

CC'": Variable booleana indicando si los nodos hijos han sido creados.

nLE: El nimero de lados mayores (LEs) de S.

nC'N: Numero de nodos hijo, con nC'N = 2 x nLFE. Se generan dos simplices
hijo por cada lado mayor LM de S.

C'N': Vector que contiene punteros a los nodos hijo. Son punteros a cada uno de
los nodos que se generan por biseccion del simplex S para todos y cada uno de
sus lados mayores. CN = {CN;}, i =0,..., nCN — 1.

CSTS: Vector con el tamafio de cada subarbol correspondiente a cada uno de
los nodos hijos.

ST'S: Tamafio del subdrbol. Después de que se hayan calculado todos los valores
del vector C'ST'S, se calcula ST'S como uno mds la suma de la pareja de hijos
con menor suma de tamafio de subérboles.

P N: Puntero al nodo padre del nodo actual N.
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e [inPN: Posicién del nodo N en el vector C'ST'S del nodo padre. Se utiliza para
almacenar el valor de S7T'S en la posicidn correspondiente del vector C'ST'S del

nodo padre al que se accede haciendo uso del puntero PN.

La Figura 3.1 muestra la estructura de datos de un nodo /N para el caso de un
simplex S que tiene tres lados mayores. Los punteros que se observan con lineas con-
tinuas representan la conexion con el nodo padre mientras que los que aparecen con

lineas discontinuas representan la conexion con los nodos hijos.

Parent NODE

O = . ]

NODE /‘ v

Simplex S JPN Pointer to linPN Parent CSTS )
D P Parent Node ® Index [0 STS Subtree Size
| =

LE1 LE2 | LE3 |vLongestEdgesLEs

N
! ' - J : I Child Subtree Size CSTS

- L - L - L - L :
@B ;R R A ;B ICNPointerstoChiIdNodes

Figura 3.1: Estructura de datos de tipo Nodo

El algoritmo 3.2 crea un nodo con el nuevo simplex, un enlace a su nodo padre y
su posicion en el vector C'ST'S del nodo padre (/inPN). El tamafio del subarbol que
tiene como raiz este nodo (S7'S) se inicializa a 0 porque atin se desconoce su valor.
C'C se inicializa a falso porque los nodos hijos aun no han sido creados.

El algoritmo 3.3 crea los nodos hijo dividiendo el simplex S; por cada uno de sus

lados mayores LMs (linea 4). Se crea un nuevo nodo para cada hijo siempre y cuando
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Algoritmo 3.2 CreaNodo (S;, PN, p)
Requiere: S;: simplex, PN: nodo padre, p: posicién en C'ST'S del nodo padre

1: Creanuevonodo N con S; y PN.

2. I'nPN =p

3: STS:=0 » El tamaiio aun es desconocido
4. C'C:=false » Sus nodos hijo aun no han sido creados
5: return N

el tamafio del hijo sea mayor que € (lineas 8 y 13), inicializando el tamafio de subarbol
a desconocido (Iineas 9 y 14). En caso contrario, el tamafio de su subérbol es conocido

y el correspondiente elemento de C'ST'S se establece a 1 (lineas 6y 11).

Algoritmo 3.3 CreaNodosHijo (V)
Requiere: N: un nodo creado.

1: nLE:=NuamerodeLE(S; € N) » Numero de lados mayores
2: nCN:=2-nLFE » Numero de nodos hijo
3: for h + 0,nLE do
4: {S9i, S2i+1} := Bisecciona(S;, LE},) » Dos hijos se generan por cada LE},
5:  ifw(Sy) < € then
6: CSTSy, =1 » No se crea nodo hijo
7:  else
8: C Ny, .= CreaNodo(Ss;, N, 2h) » Crea un nodo para el hijo de la izquierda
0: CSTSy, =0 » Se desconoce el tamafio del subarbol
10: if W(Sgi+1) < ¢ then
11: CSTSop1q:=1 » No se crea nodo hijo
12:  else
13: C Nap41 := CreaNodo(S2i+1, N, 2h + 1) » Crea un nodo para el hijo de la derecha
14: CSTSopt1:=0 » Se desconoce el tamaino del subarbol

El algoritmo secuencial iterativo para el célculo del arbol binario con el nimero
minimo de simplices (I-STS) se presenta en algoritmo 3.4. Tras comprobar que el valor
de € es menor que el tamafio del simplex inicial (linea 1), se crea el primer nodo con el
n-simplex inicial S; (linea 3). En la primera llamada a CreaNodo() el puntero al nodo
padre se establece a NULL y p a 0 ya que el nodo raiz no tiene nodo padre. El bucle del
algoritmo (linea 4) hace un recorrido del arbol utilizando una busqueda en profundidad.

Para un nodo con un simplex cuyo tamafio sea mayor que €, se crean los nodos hijos,
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si aun no han sido creados (linea 6). Del conjunto de los nodos hijo, el siguiente a ser
procesado serd aquel que no tenga ningtn hijo creado (lineas 7 y 9). Una vez que todos
los nodos hijos han sido visitados (linea 11), se calcula el tamafio del subarbol menor
con raiz en este nodo (linea 12). El algoritmo actualiza el elemento correspondiente
de C'ST'S del nodo padre (linea 14) y se desplaza al nodo padre (linea 15), siempre
y cuando el nodo actual no sea el nodo inicial. Si el nodo actual es el nodo inicial, el
algoritmo devuelve el valor del nimero de simplices del arbol binario de menor tamafio

y finaliza (linea 18).

Algoritmo 3.4 I-STS (51, €)

Requiere: Sp: simplex inicial, e: precisién
1: ifw(S7) < e then
2:  return 1

3: N :=CreaNodo(S7, NULL, 0) » Ver algoritmo 3.2
4: while true do
5. if CC =false then » Nodos hijo no han sido creados
6: CreaNodosHijo(N) » Ver algoritmo 3.3
7. j:=3aCSTS; =0, —1 en otro caso » Existe un hijo pendiente de procesar
8: if 7 > 0 then
9: N = CN; » Desplazamiento al nodo hijo
10: continua
11:  else » Todos los tamafios de los subarboles han sido calculados
12: STS :=ming{CST Sy, + CSTSk41}+1, k méd 2 =1
13: if S; # S; then
14: CSTSrinpny € PN :=STS » Actualizar C'ST'S del nodo padre
15: N :=PN » Desplazamiento al nodo padre y liberacion del antiguo nodo NV
16: continua
17: else
18: return ST'S » El algoritmo finaliza

3.3 Estrategias para reducir la bisqueda

Los requerimientos de computacion y de memoria de este tipo de algoritmos es muy al-
to para instancias grandes del arbol general. Algunas estrategias para reducir la busque-

da han sido tomadas en cuenta.
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Mejora 3.1.

En la biseccion de un simplex regular S el tamario de los subdrboles es independiente
del lado seleccionado. Por lo tanto, solo es procesado el primer lado mayor. Por sim-
plicidad, esta comprobacion no se ha incluido en la seleccion del lado mayor a dividir

(algoritmo 3.1 linea 3, y algoritmo 3.3 linea 3).

Mejora 3.2. Dos simplices hijo pueden ser gemelos, es decir, pueden ser simétricos
y por tanto tendrian la misma forma y tamaiio [26]. Los subdrboles correspondien-
tes a simplices gemelos van a tener el mismo tamano. Por lo tanto, tan solo uno de
ellos necesita ser procesado. Esta mejora se implementa después de generar el par
de simplices hijo en el algoritmo 3.1 linea 4 y en el algoritmo 3.3 linea 4, pero por

simplicidad, no se ha incluido en la descripcion de los algoritmos.

Se puede ver un ejemplo de la mejora 3.2 para un 3-simplex en el paso 1 de la figu-
ra4.1. Los circulos representan los simplices y los cuadrados representan las opciones
para sus lados mayores. Siguiendo la mejora 3.1 el primer simplex es dividido tan so-
lo una vez porque es regular. Los simplices que han sido tachados no son procesados
porque tienen un hermano gemelo.

Otro modo de reducir la busqueda es comprobar la existencia de pares de parejas de
hermanos con la misma forma y tamafio. Cada par de hermanos va a producir arboles
del mismo tamafio. Saber que dos parejas de hermanos tienen la misma forma no es

una tarea facil [26] y serd abordada en estudios futuros.

3.4 Resultados

Los algoritmos se han ejecutado en las siguientes maquinas:

e BullX (16 cores): formado por 2 procesadores Intel® Xeon® E5-2620 (Sandy
Bridge) de 8 nicleos. La frecuencia de trabajo del procesador es de 2 GHz. Cada
nucleo tiene 32KB de memoria caché L1 y 256KB de memoria caché L2. Cada
procesador dispone de 20 MB de memoria cache L3 compartida entre todos sus
nucleos y la maquina tiene 64 GB de memoria RAM. La version del compilador

gcc utilizada en esta maquina es la 4.8.1 con la especificacion C++11 para C++.
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e Aloe (32 cores): formado por 2 procesadores Intel® Xeon® E5-2698 V3 (Has-
well) de 16 nucleos. La frecuencia de trabajo del procesador es de 2.3 GHz. Cada
nucleo tiene 32KB de memoria caché L1 y 256KB de memoria caché L2. Cada
procesador dispone de 40 MB de memoria cache L3 compartida entre todos sus
nucleos y la maquina tiene 256 GB de memoria RAM. La version del compila-
dor gcc utilizada en esta maquina es la 4.8.2 con la especificacion C++11 para
C++.

El problema que se quiere resolver presenta un bajo coste computacional por simplex,
pero un alto coste en términos de gestion dindmica de la memoria, que es necesaria pa-
ra procesar el arbol binario cuando el nimero de simplices que contiene es alto. Por lo
tanto, los efectos del uso de un gestor de memoria dindmica u otro en los tiempos de
ejecucion del algoritmo van a ser muy altos. GCC tiene su propio gestor de memoria

dindmica, pero también se han probado otros:

e Thread-Caching Memory Allocator (TCMAlloc) de Google Performance Tools:
es una libreria desarrollada por Google optimizada para situaciones de alta con-
currencia. El método a través del cual este gestor realiza las asignaciones de
memoria sin bloqueos es el uso de una cache para las hebras.

e Intel Threading Builing Blocks Memory Allocator (TBBMAlloc) de Intel: es
una libreria de gestion de memoria disefiada por Intel especificamente para ser
utilizada con su entorno de programaciéon TBB. Sin embargo, puede ser utili-
zada en cualquier programa que haga uso de memoria dindmica. Se centra en
la optimizacién de dos aspectos muy importantes de la computacién paralela,
conseguir escalabilidad y evitar false sharing.

e Lockless Memory Allocator (LLalloc) de Lockless Inc.: es un gestor de memoria
dindmica de altas prestaciones disefiado por la empresa Lockless Inc. A diferen-
cia de otros gestores de memoria, libera memoria al sistema operativo cuando

esta ya no se necesita mas.

Las versiones de las librerias de los diferentes gestores de memoria utilizados son:
TCMAlloc version 2.1, TBBMAIlloc 4.2 y LLalloc versién 1.4.
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Los resultados se han obtenido para las siguientes instancias del problema:

e [3: 3-simplex con € = 0, 025.
e [4: 4-simplex con € = 0, 125.
e [5: 5-simplex con € = 0, 25.

e [6: 6-simplex cone = 0,5 .

La tabla 3.1 muestra una comparacion del tiempo de ejecucion requerido por el al-
goritmo secuencial recursivo Alg. 3.1 para resolver las instancias I3 e I4 en la maquina
BullX utilizando diferentes gestores de memoria. Aunque el algoritmo 3.1 es secuen-
cial, realiza asignaciones y liberacion de memoria para los simplices generados y eli-

minados cuando se recorre el arbol general.

Tabla 3.1: Tiempo de ejecucion del algoritmo 3.1 en segundos para las instancias 13 e

14 utilizando diferentes librerias de gestion de memoria dindmica en la maquina BullX.

Instancia GCC TCMalloc TBBMalloc LLAlloc
I3 40,85 45,42 41,32 30,36
14 192,61 214,75 193,49 152,71

Dependiendo del problema a resolver unos gestores de memoria pueden compor-
tarse mejor que otros. Sin embargo, para nuestro caso de estudio, Lockless Allocator
ha resultado ser el gestor que mds reduce el tiempo de ejecucion de los algoritmos. Por
lo tanto, de ahora en adelante se va a utilizar solamente Lockless Allocator.

La tabla 3.2 muestra una comparacion del tiempo de ejecucion requerido por el
algoritmo secuencial recursivo Alg. 3.1 y por el algoritmo secuencial iterativo Alg. 3.4
para resolver las instancias I3, 14, IS5 e 16 en la maquina BullX.

La tabla 3.3 muestra resultados similares a los que aporta la tabla 3.2, pero para la
maquina Aloe.

En las tablas 3.2 y 3.3 se observa que la versiéon R-STS obtiene unos tiempos de
ejecucion menores. Esto es debido a que I-STS debe gestionar una estructura de datos
de tamafio mucho mayor a la que utiliza R-STS. En algoritmos con un alto coste en
términos de gestién dindmica de la memoria el tamafio de las estructuras de datos a

gestionar afecta mucho al tiempo de ejecucion del algoritmo.
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Tabla 3.2: Tiempo de ejecucion de los algoritmos 3.1 y 3.4 en segundos para las ins-
tancias I3, 14, I5 e 16 en la mdquina BullX.

13 14 I5 16
R-STS 30,36 152,71 12.301,92 15.566,24
I-STS 39,55 186,45 14.862,73 21.328,00

Tabla 3.3: Tiempo de ejecucion de los algoritmos 3.1 y 3.4 en segundos para las ins-
tancias I3, 14, IS5 e 16 en la maquina Aloe.

I3 14 I5 16
R-STS 11,07 57,75 4.653,16 7.056,76
I-STS 16,31 77,44 5.954,82 8.918,79

3.5 Conclusiones

En este capitulo se han desarrollado algoritmos secuenciales para encontrar el tamafio
del menor arbol binario en el refinamiento de un simplex que dan respuesta la pregunta
1.3. Se presenta primero una version recursiva y tras ello otra iterativa con la finalidad
de poder estudiar las ventajas e inconvenientes de estos dos enfoques de programa-
cion. Debido a la complejidad del problema que se esta tratando de resolver, el coste
computacional de los algoritmos disefiados es muy alto. En este capitulo se describen
estrategias para reducir la busqueda y por lo tanto, el coste computacional de los algo-
ritmos. El capitulo finaliza presentando los resultados de la ejecucion de los algoritmos
para la resolucion de diferentes instancias del problema en distintas maquinas. Dado el
alto requerimiento de memoria de los algoritmos se observa como el uso de diferentes
gestores de memoria dindmica afecta en gran medida a los tiempo de ejecucién de los
algoritmos. La version recursiva consume un menor tiempo de ejecucion para resolver

las instancias del problema planteadas.
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Algoritmos paralelos para
encontrar el tamano del menor
arbol binario en el
refinamiento de un simplex

La obtencion del tamafio del menor arbol binario de que aparece durante el proceso
de bisecciodn iterativa de un simplex, es una tarea computacionalmente muy costosa. En
este capitulo se van a presentar mecanismos de resolucion de este problema haciendo
uso de computacion de altas prestaciones. Se pretende dar respuesta a la pregunta 1.4:
(cudl es el modelo de programacion paralelo mds eficiente para resolver este problema
en sistemas multicore de memoria compartida? Para ello, en la seccién 4.1 se hace
una introduccién a la computacion paralela. En la seccion 4.2 se presentan algoritmos
paralelos que hacen uso de un nimero fijo de hebras de ejecucién y en la seccion 4.3 se
estudian algoritmos paralelos con un nimero dindmico de hebras. El capitulo finaliza
con la seccion 4.4 en la que se muestran los resultados de ejecucion de los algoritmos

vistos en este capitulo y se hace una comparativa entre todos ellos.

4.1 Introduccion a la computacion paralela

Los algoritmos de optimizacién pueden requerir una enorme cantidad de computo y
memoria. Debido a estos grandes requerimientos, se deben utilizar mecanismos que
aceleren el proceso de bisqueda y minimicen los requisitos de memoria [64]. El pro-

ceso de mejora de los algoritmos de refinamiento puede ir orientado a descubrir nue-
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vas técnicas o procedimientos en el &mbito secuencial del algoritmo, o bien, a estudiar
nuevos métodos y estrategias que presenten algoritmos paralelos que hagan uso de
multiples procesadores de forma eficiente. En el dmbito secuencial, las mejoras pue-
den ir encaminadas a disefiar nuevas reglas de eliminacién que permitan evaluar un
numero inferior de elementos o aprovechar las cualidades individuales de un problema
de optimizacion concreto para disefiar nuevos métodos y algoritmos mds eficientes. En
general, cualquier aspecto del algoritmo de Optimizacién Global es susceptible de ser
mejorado.

En este capitulo se van a disefiar algoritmos paralelos que determinen el menor
numero de simplices del arbol binario que aparece durante el proceso de refinamien-
to de un simplex regular. Esta es una tarea con un alto grado de complejidad y por
tanto se hace necesario el uso de la computacién de altas prestaciones para su reso-
lucién en un intervalo de tiempo razonable. La programacién paralela y el disefio de
programas paralelos eficientes es uno de los pilares bdsicos de la computacion de altas
prestaciones.

Para que sea posible la aplicacion de computacion paralela, la carga computacio-
nal ha de ser dividida en diferentes partes o tareas que serdn asignadas a diferentes
recursos de ejecucion que son capaces de trabajar de manera simultanea. Se desea que
las tareas sean lo mas independientes las unas de las otras y que el algoritmo parale-
lo desarrollado deba ser capaz de distribuirlas de modo que sea posible realizar una
ejecucion simultanea en paralelo de ellas.

Para obtener un programa paralelo, el algoritmo ha de ser formulado en un lenguaje
de programacién adecuado para ello. La ejecucion paralela es a menudo controlada
por librerias especificas en tiempo de ejecucién o directivas del compilador que son
afladidas a un lenguaje de programacién como C, Fortran o Java.

Los procesadores actuales disponen de varias unidades computacionales en un so-
lo chip que son controladas de manera independiente y que son capaces de acceder a
la misma memoria de manera concurrente. El término core o nucleo es utilizado para
nombrar a cada una de las unidades computacionales independientes mientras que el
término multicore hace referencia a un procesador completo con varios nicleos en su
interior. Hoy dia, la mayoria de los ordenadores personales son pequefios sistemas pa-
ralelos. El auge en el desarrollo tecnoldgico de procesadores multicore ha sido debido a

razones fisicas, la velocidad que gobierna la frecuencia de los chips que contienen cada
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vez mads transistores no se puede seguir incrementando como se habia estado haciendo
hasta ahora sin dar lugar a un sobrecalentamiento del chip.

Un primer paso en la programacion paralela es el disefio especifico de algorit-
mos o programas paralelos para una aplicacién determinada. El disefio comienza con
las descomposicion de las unidades de computacion de la aplicacién en varias par-
tes, llamadas tareas, que pueden ser ejecutadas de manera simultanea en los diferentes
nucleos del procesador o de la arquitectura paralela. La descomposicion de un proble-
ma en tareas que puedan ser ejecutadas de manera paralela es un trabajo complicado
y laborioso ya que, a menudo, existen diferentes maneras de descomponer una aplica-
cion, cada una de las cuales, tiene sus pros y sus contras. Al tamafio de las tareas, por
ejemplo en términos del nimero de instrucciones que realiza cada una de ellas, se le
denomina granularidad. Definir las tareas de manera adecuada es uno de los principa-
les retos en el desarrollo de un algoritmo paralelo y es muy dificil de automatizar. El
paralelismo potencial de cada aplicacioén influye en gran medida en cémo puede ser
dividida esa aplicacion en tareas independientes. Del mismo modo que existen aplica-
ciones facilmente paralelizables debido a la propia independencia de sus tareas, existen
otras aplicaciones en las que la fuerte relacion y dependencia entre tareas hace que el
obtener versiones paralelas eficientes sea un trabajo arduo y complicado.

Las tareas de una aplicacién son codificadas en un lenguaje o entorno de programa-
cién y son asignadas a procesos o hebras, que a su vez son asignados a unidades fisicas
de computacién para llevard a cabo su ejecucion. La asignacion de tareas a hebras se
denomina planificacion y establece el orden de ejecucion de las tareas. La planifica-
cion se puede realizar a mano en el codigo fuente o por el entorno de programacion y
puede realizarse en tiempo de compilacién o dindmicamente en tiempo de ejecucion.
La asignacion de hebras a unidades fisicas, procesadores o cores, se denomina mapeo
y es realizada por el sistema operativo en tiempo de ejecucién aunque a veces pue-
de estar influenciada por el programador. Las tareas dentro de un algoritmo paralelo
pueden ser independientes, pero también puede surgir la necesidad de establecer un
control de dependencias de datos. Si una tarea necesita para su ejecucion los datos de
otra, las tareas deberédn ejecutarse en orden de modo que hasta que los datos de salida
de una tarea no estén disponibles, la tarea que los necesita no continda su ejecucion.
Por lo tanto, las dependencias de datos crean restricciones en la programacion paralela

y posibles estados de espera en su ejecucion lo que limita su eficiencia. Por lo tanto,
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los programas paralelos necesitan de la coordinacion y sincronizacién de hebras pa-
ra poder ejecutarse correctamente. Los métodos de sincronizacién y coordinacion en
computacion paralela estdn fuertemente relacionados con la manera en que la informa-
cién es intercambiada entre procesos o hebras, y esto depende de la organizacién de
memoria y del hardware.

El concepto de hebra es una generalizacion del concepto de proceso: un proce-
so puede consistir en varias hebras que comparten un espacio de direcciones comun
mientras que cada proceso trabaja en espacios de direcciones diferentes. Cual de estos
dos modelos es mas adecuado para una situacion dada, dependera de la organizacion
de la memoria fisica del entorno de ejecucion. Es comun distinguir entre dos orga-
nizaciones de memoria, maquinas de memoria compartida y maquinas de memoria
distribuida. A menudo el término hebra estd relacionado con la memoria compartida
mientras que el término proceso se asocia con memoria distribuida. Para maquinas de
memoria compartida, incluyendo procesadores multicore, existen memorias locales a
los procesadores y memorias de acceso comun. LLos mecanismos de coherencia de las
memorias cache locales permite que los datos de la aplicacion se encuentren en un
estado coherente en las distintas caches. El intercambio de informacién entre hebras
se realiza gracias al uso de variables compartidas que son escritas por una hebra y
leidas por otra. El correcto comportamiento de un programa se consigue gracias a al
acceso de forma exclusiva en la escritura de un dato compartido. Es decir, una hebra
no leerd un dato mientras que la operacion de escritura de ese dato por otra hebra no
haya finalizado. Para mdquinas de memoria distribuida, cada procesador tiene su pro-
pia memoria privada y el intercambio de informacion se realiza mediante el envio de
datos de un procesador a otro a través de una red de interconexion utilizando para ello
operaciones explicitas de comunicacion.

Un aspecto importante de la computacion paralela es el tiempo de ejecucion del al-
goritmo paralelo donde intervienen diferentes factores como el tiempo de computacion
de los procesadores y el tiempo necesario para el intercambio de datos. El tiempo de
ejecucion del algoritmo paralelo deberia reducir el tiempo del algoritmo secuencial en
un factor directamente relacionado con el nimero de cores usados. El tiempo de ejecu-
cién paralelo es el tiempo transcurrido desde el comienzo de la aplicacién en el primer
procesador hasta la finalizacion de la aplicacion en todos y cada uno de los procesa-

dores. Este tiempo se ve afectado por la distribucion de los procesadores o nucleos, el
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tiempo que se emplea en el intercambio de informacién o sincronizacién y los tiempos
ociosos en los que el procesador no puede realizar trabajo porque estd a la espera de que
suceda algtn evento. En general, un tiempo paralelo bajo es consecuencia en primer
lugar de un buen balanceo de la carga computacional entre las unidades de computo, y
en segundo lugar de una baja sobrecarga debido a intercambio de informacién, sincro-
nizacion y tiempos ociosos de los procesadores. Encontrar una planificacion especifica
y una estrategia de mapeo que lleve a la obtencién de un buen balanceo de carga y
una baja sobrecarga en las comunicaciones es a menudo bastante dificil ya que, por
ejemplo, reducir la sobrecarga debida al intercambio de informacién puede dar lugar a
un desbalanceo de la carga, y si se desea un buen balanceo de carga a menudo se ha de
afiadir una sobrecarga mayor debida a la sincronizacion.

Para realizar una evaluacion del rendimiento de los algoritmos paralelos se usan
medidas de la ganancia en velocidad y la eficiencia. Estas medidas comparan el tiempo
de ejecucion paralelo con el tiempo de ejecucién secuencial.

El modelo de programacion se encuentra en el siguiente nivel de abstraccion y des-
cribe el sistema de computacidn paralelo en términos de la seméntica de un determina-
do lenguaje de programacion o entorno de programacion. Un modelo de programacion
paralela especifica a través de librerias la vision que van a tener los programadores de
la computadora paralela. Por tanto, existen diferentes modelos de programacion para-
lela incluso para la misma arquitectura. Existen varios criterios que ayudan a distinguir

entre diferentes modelos de programacion:

e El nivel de paralelismo explotado en la ejecucion paralela (nivel de instruccion,
nivel de bucle, nivel de procedimiento o nivel de programa).

e La especificacion del paralelismo implicita o explicita definida por el usuario.

e El modo de ejecucién de las unidades paralelas. Actualmente, las mds comu-
nes son: Multiple Instruction Multiple Data (MIMD) y Single Program Multiple
Data (SPMD).

e [.os modos y modelos de comunicacion entre las unidades de computacion pa-
ra el intercambio de informacién (comunicaciéon mediante paso de mensajes o
variables compartidas)

e Los mecanismos de sincronizacién para organizar la computacién y la comuni-

cacion entre unidades paralelas.
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Cada lenguaje o entorno de programacion paralelo implementa una combinacién de
los criterios arriba descritos. Debido a esto existen multitud de combinaciones posibles
que dan lugar a multiples lenguajes o entornos de programacion, todos ellos con la
finalidad comiin de proporcionar un mecanismo mediante el cual el programador pueda
crear programas paralelos.

Los procesos o hebras que se ejecutan en un programa paralelo pueden ser creados
estaticamente al comienzo del programa o pueden ser creados en tiempo de ejecucion
segun las necesidades especificas del programa y de los recursos disponibles. Para el
caso estatico, un nimero fijo de procesos o hebras se crean al comienzo del programa.
Estos procesos o hebras van a existir durante toda la ejecucion del programa paralelo
y se destruyen cuando finaliza la ejecucion del programa. Un enfoque alternativo es
permitir la creacion y destruccion de procesos o hebras dindmicamente en puntos ar-
bitrarios de la ejecucion del programa. Al comienzo del programa, tan solo un proceso
o hebra esta activo y ejecuta el programa principal. Durante la ejecucion del programa
se irdn creando y destruyendo diferentes procesos o hebras. El programa finalizard con
la destruccion de todas las hebras activas cuando no exista mas trabajo por realizar.

Algunos entornos de programacion paralela generan una coleccion de tareas que
son ejecutadas por procesos o hebras en multiples procesadores. Para estructurar un
programa paralelo se pueden utilizar diferentes modos de organizacion que se reflejan
en modelos especificos de programacion. Estos modelos proporcionan las estructuras
especificas de coordinacion para los procesos o hebras. Por simplicidad, de aqui en
adelante vamos a restringir la atencion al uso de hebras, si bien los modelos pueden ser
aplicados también para la coordinacion de procesos. Si bien existen multitud de mode-
los especificos de programacién paralela, en esta tesis se han utilizado dos, los Posix
Threads (PThreads) y los Conjuntos de Tareas, en concreto Intel Threading Building
Blocks (TBB).

Posix Threads (PThreads)

Los PThreads definen un estdndar para la programacién con hebras basado en el len-
guaje de programacion C. Las hebras de un proceso comparten un mismo espacio
de direcciones. Por lo tanto, las variables globales y los objetos de datos generados
dinamicamente pueden ser accedidos por todas las hebras de un proceso. Adicional-

mente, cada hebra tiene una pila de ejecucion independiente que es utilizada para el

48



4.1 Introduccion a la computacion paralela

control de sus funciones y para almacenar sus variables locales. Estas variables decla-
radas como locales dentro de las funciones son datos locales de la ejecucion de una
hebra y por tanto no pueden ser accedidos por cualquier otra hebra.

En el modelo de PThreads, el programador debe particionar el programa en un
nimero adecuado de hebras que puedan ser ejecutadas de manera concurrente unas
con otras. Las hebras creadas por el usuario son mapeadas por el planificador de la
libreria en hebras del sistema que son a su vez mapeadas en los procesadores del sis-
tema por el planificador del sistema operativo. El programador no puede controlar el
planificador del sistema operativo y tiene solo una pequena influencia sobre el planifi-
cador de la libreria. Por lo tanto, el programador no podria realizar de manera directa el
mapeo entre las hebras a nivel de usuario y los procesadores del sistema. Esto facilita
el desarrollo de programas, pero también impide el mapeo eficiente que puede realizar
el programador de acuerdo a las necesidades especificas de un determinado programa.
Es importante resaltar que si bien existen extensiones del sistema operativo que per-
miten confinar la ejecucion de una hebra en un nicleo especifico, en la mayoria de los
casos, la planificacién proporcionada por la libreria y el sistema operativo proporciona

buenos resultados y alivia al programador de esfuerzos adicionales de programacion.

Conjuntos de Tareas (TBB)

Un programa basado en hebras normalmente tiene que realizar varias operaciones o
tareas. Siguiendo una estrategia simple, cada tarea puede ser definida como una funcién
diferente que serd llamada por hebras diferentes que ejecutan exactamente esa funcion
y tras ello son destruidas. Dependiendo de la granularidad de las tareas, esto puede
llevar a la creacion y destruccion de un niimero muy alto de hebras con la consiguiente
sobrecarga computacional asociada. Para muchas aplicaciones, se puede obtener una
implementaciéon mas eficiente mediante el uso de conjuntos de tareas.

En general, un conjunto de tareas es una estructura de datos en la cual las tareas
que se deben realizar son almacenadas y de la cual se pueden extraer tareas para ser
llevadas a cabo. Una tarea consta de una serie de operaciones que deben ser ejecutadas
y una especificacion de los datos sobre los cuales las operaciones deben ser realizadas.
A menudo las operaciones a realizar son especificadas como una llamada a una fun-

ciéon. Normalmente se utiliza un ndmero fijo de hebras para el procesamiento de las
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tareas. Las hebras se crean al comienzo del programa por la hebra principal y se des-
truyen una vez que todas las tareas hayan sido procesadas. Para las hebras, un conjunto
de tareas es una estructura de datos de la cual pueden sacar tareas para procesarlas.
Durante el procesamiento de una tarea, una hebra puede generar nuevas tareas e in-
sertarlas en el conjunto de tareas. El acceso a un conjunto de tareas compartido debe
ser sincrono para evitar condiciones de carrera, es decir, una corrupcién de los datos
debido a la ejecucién de tareas en un orden incorrecto. La ejecucién del programa pa-
ralelo finalizard cuando no exista un conjunto de tareas con tareas pendientes y cuando
cada hebra haya terminado su tultima tarea. Los conjuntos de tareas proporcionan un
esquema de ejecucion flexible que es especialmente util para aplicaciones adaptativas
e irregulares en las cuales las computaciones a llevar a cabo no son fijas al comienzo
del programa. Ya que se utiliza un nimero fijo de hebras, la sobrecarga debido a la
creacion de hebras suele ser menor que la sobrecarga debida a la creacién del nimero
de tareas a ser procesadas. La flexibilidad esta asegurada ya que las tareas pueden ser
generadas dindmicamente en cualquier punto durante la ejecucion del programa. La
estructura de datos del conjunto de tareas puede estar proporcionada por el entorno
de programacion o puede ser incluida por el programador en el programa paralelo. En
esta tesis se usaré el conjunto de tareas proporcionado por el entorno de programacion
Threading Building Blocks y se usard un conjunto de tareas definido por el usuario
cuando el entorno de programacion es PThreads.

Por lo tanto, en esta tesis se van a utilizar los modelos de programacion basados
en PThreads y TBB para resolver el problema de obtencion del nimero minimo de
simplices que contiene el arbol binario que aparece al realizar el refinamiento de un
simplex regular utilizando la técnica de biseccioén por el lado mayor. Aparentemente
no parece excesivamente complicado la aplicacion de computacion paralela a este tipo
de problemas ya que en principio diferentes ramas del drbol pueden ser procesadas
de manera independiente en paralelo. Sin embargo, el problema que aparece en la
bisqueda del tamafio minimo del arbol es que diferentes ramas pueden tener diferente
profundidad (ver figura 1.7) y por tanto la carga computacional asociada al proceso
de cada rama es potencialmente diferente. Esto hace necesario el uso de un balanceo
dindmico de la carga para que el algoritmo paralelo sea eficiente.

La ventaja de TBB es que realiza un balanceo dindmico mediante el robo de tareas

del conjunto de tareas asociado a otra hebra. El balanceo dindmico de la carga reali-
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zado en la version de Pthreads es inherente a la creacion dinamica de hebras como las
realizadas en [2, 31, 32, 33, 69, 70].

4.2 Versiones paralelas que utilizan un ndmero fijo de

hebras

La computacién paralela se puede aplicar al problema de obtencién del drbol de menor
tamafio mediante el procesado en paralelo de las ramas del arbol de busqueda. Las
diferencias entre las longitudes de las ramas (ver figura 1.7) hacen de este un problema
irregular donde el balanceo dindmico de carga es necesario para mejorar el rendimiento
del algoritmo paralelo. Las diferencias entre las longitudes de las ramas crecen con la
dimension del problema n.

En los dos algoritmos estudiados en esta seccion, el nimero de hebras (NT'hreads)
es estatico y es establecido por el usuario. El primero (ver seccién 4.2.1) no usa un
balanceo dindmico de la carga y se utiliza para describir la dificultad y el desbalanceo
del problema. El segundo usa la libreria TBB que realiza un balanceo dindmico de

carga por robo de tareas (ver seccion 4.2.2).

4.2.1 Algoritmo Basado en Tres Fases

Este algoritmo tiene tres fases. En la primera fase, el arbol general se visita en mo-
do hacia delante (ver descripciones del capitulo 3) usando una buisqueda en anchura
hasta que hay suficiente trabajo para cada hebra. La fase 2 consiste en la ejecucién
del algoritmo R-STS() (ver algoritmo 3.1) para cada uno de los nodos hoja generados
en la primera fase. La ultima fase se encarga de recoger los datos parciales genera-
dos en la fase 2 para obtener la solucién al problema. Las tres fases se muestran en al

algoritmo 4.1.

Fase 1: Lineas 1 a 8. El arbol general se construye parcialmente utilizando busqueda
en anchura (linea 6) para generar nodos en los niveles mds altos del arbol. Esta
fase acaba cuando el nimero de nodos hoja (|A|) es mayor o igual al parametro
dado MinNLN (ndmero minimo de nodos hoja) que es mayor o igual que el

numero de hebras y cuyo valor se estudiard mas adelante en esta seccion.
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Fase 2: Se crean NT'hreads hebras en el algoritmo 4.1, linea 10. Cada hebra busca
un nodo hoja no procesado N (algoritmo 4.2, linea 1). El algoritmo recursivo
R-STS() se ejecuta para cada N y se obtiene el tamafio del drbol menor para
ese nodo hoja N. Una hebra finalizard cuando no existan mas nodos hoja que
procesar. El algoritmo 3S-R-STS (Three Stages - Recursive - Smallest Tree Size,
denotado por simplicidad como T3S, Tree 3 Steps) espera a la finalizacion de

todas las hebras en la linea 11 antes de ejecutar la siguiente fase.

Fase 3: El algoritmo 4.3 se ejecuta en el nodo raiz R del arbol completo (algorit-
mo 4.1, linea 12) para recoger los resultados obtenidos durante la fase 2 y de-
terminar el tamafio del arbol més pequefio. El arbol completo, hasta los nodos
hoja de la fase 2, se recorre mediante el uso de llamadas recursivas (linea 3). El
tamafio del arbol mas pequeio (S7'S) del nodo actual se calcula en la linea 4.
El algoritmo finaliza cuando retorna de la recursion al nodo raiz devolviendo el

valor de ST'S en el nodo raiz.

La figura 4.1 muestra las tres fases del algoritmo 4.1 para un 3-simplex cuando
NThreads=4y MinN LN=8. Los circulos representan los nodos y los cuadrados las
diferentes opciones de seleccion de LM. La primera fase finaliza cuando el numero de
nodos hoja es ocho (dos en nivel 3 y seis en nivel 4). En la fase dos, las cuatro hebras
ejecutan el algoritmo R-STS() en cada nodo hoja para calcular su S7'S. El nlimero
de nodos hoja procesados por cada hebra puede ser diferente y depende del trabajo
computacional de cada nodo hoja. Finalmente, en la fase tres, se recoge la informacion
obtenida desde los nodos hoja hasta el nodo raiz para devolver el valor ST'S del nodo
raiz como resultado.

La principal dificultad del algoritmo T3S es determinar un buen valor de Min NLN.
Asignar el valor NT'hreads a MinN LN no es buena idea porque obtener un nimero
de nodos hoja en la primera fase igual al niimero de hebras N7 hreads no siempre
es posible debido a los diferentes factores de ramificacion que puede tener cada nodo.

Por otro lado,

A| > MinNLN=NThreads normalmente produce hebras que evaldan
un ndmero diferente de nodos y por lo tanto, provocard desbalanceo. Incluso cuando
es posible tener |A|=MinNLN = NThreads el desbalanceo aparecerd debido a los

diferentes tamanos de los subarboles.
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O simplice

Fase 1

Fase 2
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M Procesador 2
M Procesador 3

Procesador 4

Figura 4.1: Ejemplo del algoritmo 4.1 para un 3-simplex cuando NThread=4 'y

MinNLN=8
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Algoritmo 4.1 3S-R-STS(S4, €, NThreads, MinNLN)
» Denotado como T3S (Tree 3 Steps) por simplicidad

Requiere:
S1: simplex inicial
€: precision
NThreads: nimero de hebras

Min N LN: ntimero minimo de nodos hoja

1: ifw(S1) < e then
2:  return 1
3: R:=CreaNodo(S7, NULL, 0) » Ver algoritmo 3.2
4: R— A » A: Conjunto de hojas del arbol general
5: while |A| < MinNLN do » Nimero insuficiente de nodos hoja
6: N+ A » Continuar por el nodo hoja mas antiguo (btisqueda en anchura)
7:  CreaNodosHijo(/V) » Ver algoritmo 3.3
8: {CN; € NconCSTS; =0} = A » Los nodos hijos (C'N) ahora son hojas
9: for i < 0, NThreads do

10:  Crea Thread-3S-R-STS(A, ¢) » procesa hojas en paralelo

11: Esperar a todas las hebras

12: return Gather-3S-R-STS(R) » Recoger resultados del nodo raiz

Algoritmo 4.2 Thread-3S-R-STS(A, €)
Requiere: A: conjunto de nodos hoja, €: precision

1: while 3N € A con ST'S=0 do » Acceso exclusivo a NV
22 STSeN:=R-STS(S€ N,¢) » Ver algoritmo 3.1

La tabla 4.1 muestra algunas estadisticas del algoritmo 4.1 para un 3-simplex cuan-
doe = 0,025y MinNLN = NThreads, para diferentes valores de NT hreads. La
tabla 4.2 contiene informacion similar, pero referida a un 4-simplex cuando € = 0, 125.

Las columnas muestran la siguiente informacion:

e |A]: Ntimero de nodos hoja al finalizar la primera fase.

e Av.N N: Numero medio de nodos evaluados por hebra. Si N V; es el nimero de
nodos evaluados por una hebra ¢ entonces Av.NN = ). NN,;/NThreads.

e Av.I'mb: Desbalanceo medio relativo a Av.NN. Se define el desbalanceo de la
hebra i relativo a Av.NN como Imb; = [NN; — Av.NN|/Av.N N. Entonces,
Av.Imb =", Imb;/NThreads.
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Algoritmo 4.3 Gather-3S-R-STS(N)

Requiere: N: un nodo del 4rbol general.

1: if ST'S € N = 0 then
2: while3CSTS; =0do

3: CSTS; € N := Gather-3S-R-STS(CN;)
4 STS:=ming{CSTS) + CSTSp41} +1, k méd 2 =1

5: return STS

» [lamada recursiva

e Max.Dev: Desviacion maxima relativa a Av.NN.

Max.Dev = max; |[INN; — Av.NN|/Av.NN.

Tabla 4.1: Estadisticas del algoritmo 4.1 para un 3-simplex cuando ¢ = 0,025 y

MinNLN = NThreads

NThreads | |A| Av.NN Av.Imb Maz.Dev
1 1 225107 0,000 0,000

2 5 1,12-107 0,167 0,000

4 5 5,63-10° 0,204 0,204

8 8 2,82-10° 0,402 0,217

16 | 17 1,41-10° 0,469 1,613

32 | 32 703.963 0,644 0,767

64 | 64 531.981 0,370 0,359

128 | 128 175.990 0,466 1,065

256 | 258  87.994 0,508 3,207

Las tablas 4.1 y 4.2 muestran los resultados cuando |A| > MinNLN = NThreads,

para un 3-simplex y un 4-simplex, respectivamente. Por ejemplo, en la tabla 4.1, pa-

ra NThreads=8, el desbalanceo medio es del 40 %, con una desviacién maxima del

22 %, mostrando la irregularidad del problema y las grandes diferencias entre los ta-

mafios de los subarboles. La tabla 4.2 muestra tendencias similares para un 4-simplex.

Aumentar el valor de MinN LN por encima del valor de N'T'hreads produciria una

mejor distribucion de los nodos hoja entre las hebras, reduciendo de este modo el des-

balanceo, pero aumentando el tiempo dedicado a la fase 1, que se realiza en secuencial.

MinNLN debe tener en cuenta el tamafio del problema n, la precision e requerida y
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Tabla 4.2: Estadisticas del algoritmo 4.1 para un 4-simplex cuando ¢ = 0,125y
MinNLN = NThreads

NThreads | |[A|] Av.NN Av.Imb Max.Dev
1 1 1,82-10® 0,000 0,000

2 9 9,09-107 0,098 0,000

4 9 4,54-107 0,115 0,115

8 9 2,27-107 0,181 0,544

16 | 17 1,14-107 0,706 0,278

32| 33 5,68:10° 0,569 2,340

64 | 64 2,84-10° 0,364 0,632

128 | 132 1,42-10° 0,504 1,193

256 | 257 710.032 0,766 2,419

el nimero de hebras NT hreads. Adicionalmente, se desea que |A| tenga un valor cer-
cano a un mdltiplo de NT hreads, lo cual es una heuristica que no tiene porque ser

ventajosa en todos los casos. Se proponen las siguientes heuristicas:
Mejora 4.1. MinNLN =n-NThreads/Se.
Mejora 4.2. Cambiar la linea 5 del algoritmo 4.1 a:

3. While not ( |A| > MinNLN 'y
(|A] méd NTrheads =00 |A| méd NTrheads > 0,8 - NThreads)) do

Las tablas 4.3 y 4.4 proporcionan la misma informacion que las tablas 4.1 y 4.2, res-
pectivamente, pero utilizando las mejoras 4.1 y 4.2.

El desbalanceo medio y la desviacion media son ahora bajos para valores relativa-
mente altos de Min/N LN, produciendo una buena distribucién de los nodos hoja entre
las distintas hebras. Aun asi, también se incrementa la carga computacional de las par-
tes secuenciales del algoritmo, las fases 1 y 3. Estos resultados muestran la necesidad

del uso del balanceo dindmico de carga.

4.2.2 Algoritmo Intel Threading Building Blocks

Uno de los objetivos de TBB es reducir significativamente el problema del desbalan-

ceo de carga gracias a la técnica de robo de tareas [6]. El entorno de programacion
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Tabla 4.3: Estadisticas del algoritmo 4.1 para un 3-simplex cuando € = 0,025 y con las
mejoras 4.1y 4.2

NThread [A] Av.NN Av.Imb Mazx.Dev
1 8 2,25-107 0,00 0,00

2 30 1,12:107 0,00 0,00

4 64 5,63-107 0,02 0,02

8 464 2,82-107 0,02 0,02

16 1.844 1,41-107 0,01 0,01

32 7.373  703.755 0,01 0,01

64 | 16384 351.746 0,01 0,01

128 | 117.967 175.177 0,02 0,02

256 | 471.862  86.323 0,01 0,01

TBB sugiere a los programadores expresar la concurrencia en términos de fareas en
lugar de hebras. Las tareas son regiones especiales de c6digo que realizan una funcioén
especifica cuando son ejecutadas por la libreria de ejecucion de TBB. Las tareas tienen
una caracteristica muy importante que puede hacer que el programador se decante por
su uso en vez de usar las hebras: las tareas tienen normalmente unos tiempos de so-
brecarga mucho menores debido a que pueden ser creadas y destruidas de una manera
mas eficiente que las hebras. Por ejemplo, si se utiliza el sistema operativo Linux, las
tareas tienen unos tiempos de creacion y finalizacion hasta 18 veces més rapidos que
las hebras. Utilizando sistemas Windows esta mejora es de hasta més de 100 veces mds
rapida [65].

TBB puede verse como una libreria para la resoluciéon de algoritmos paralelos en
la que el programador puede recurrir a modelos de alto nivel que le facilitan la imple-
mentacion de un for_paralelo, reducciones paralelas o algoritmos pipeline, pero
también es posible trabajar a un nivel més bajo directamente utilizando la clase tarea.
De hecho, para un algoritmo basado en arboles, como el que se trata en esta tesis, la
implementacion basada en este tipo de tareas de bajo nivel es especialmente adecuada.
De este modo, una tarea serd la encargada de procesar cada nodo del arbol y, si es
necesario, crear nuevas tareas para cada uno de los nodos hijos que aparecen en las
divisiones de los lados mayores. TBB tiene dos caracteristicas fundamentales a la hora

de realizar recorridos de arboles en paralelo, la primera es que pretende equilibrar los
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Tabla 4.4: Estadisticas del algoritmo 4.1 para un 4-simplex cuando € = 0,125 y con las
mejoras 4.1y 4.2

NThread IA|] Av.NN Av.Imb Mazx.Dev
1 8 1,82-108 0,00 0,00

2 30 9,08-107 0,03 0,00

4 64 4,54-107 0,02 0,08

8 464 2,27-107 0,08 0,01

16 1.844 1,13-107 0,06 0,09

32 7.373  2,83-106 0,07 0,01

64 | 16384 1,42-10° 0,08 0,02

128 | 117.967 709.278 0,06 0,01

256 | 471.862  352.289 0,04 0,02

recorridos del drbol en anchura y en profundidad (el primero asegura el paralelismo
mientras que el segundo evita un consumo excesivo de memoria). La segunda es que,
gracias a la técnica del robo de tareas, TBB realiza un balanceo dindmico de la carga
con una sobrecarga computacional relativamente baja. Las dos caracteristicas men-
cionadas, son particularmente relevantes en algoritmos irregulares de Ramificacion y
Acotacion.

TBB genera rdpidamente suficientes tareas al comienzo del recorrido del drbol para
poder utilizar completamente las capacidades multinuicleo del sistema, tan pronto como
sea posible. Esto es posible gracias al planificador con capacidad de robo de tareas que
cada hebra activa posee en ejecucion: la tarea principal crea tareas adicionales que son
robadas rapidamente por el resto de hebras. De este modo, siguiendo una estrategia de
recorrido en anchura, todas las hebras estardn ocupadas en log,b pasos, donde a es el

ndmero de nodos hijos creados por cada tarea y b es el nimero total de hebras.

Algoritmo 4.4 TBB-STS(S,, €, NThreads)
» Denotado como TBB (Threading Building Blocks) por simplicidad

Requiere: S;: simplex inicial, e: precision, N1 hreads: numero de hebras.
1: Iniciar el planificador TBB con NT hreads hebras trabajando.
2: a =newRootTask TBB-R-STS(S, ¢)

3: spawn_root_and_wait(a)
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El algoritmo 4.4, denominado TBB-STS (Threading Building Blocks - Smallest
Tree Size) pero que por simplicidad llamaremos TBB, muestra la funcién principal
codificada en TBB que tan solo tiene que iniciar el planificador TBB, especificando el
numero de hebras/nucleos que van a ser utilizados y después de esto lanza la tarea raiz.
El codigo para esta tarea se describe en el algoritmo 4.5, denominado TBB-R-STS
(Threading Building Blocks - Recursive - Smallest Tree Size). El algoritmo 4.5 basi-
camente reproduce el funcionamiento del algoritmo secuencial 3.1 de la Seccion 3.1.
La unica diferencia es que el procesado de los diferentes nodos del arbol general se

realiza a través de la generacion de nuevas tareas.

Algoritmo 4.5 TBB-R-STS (5}, ¢)
1: if w(S;) < e then

2 return 1

3: for cada lado mayor LE}, de S; do

4 {52, S2i+1}:=Bisect(S;,LE})

5: 1o = spawn (newTask TBB-R-STS (S, €))

6 72i+1,n = spawn (newtask TBB-R-STS(S2;41, €))
7 Th = T2 h + T2i+1,h
8: return 1+ miny, ry,

Adicionalmente, para evitar que existan tareas esperando a la finalizacion de sus

tareas hijas, se han implementado las siguientes optimizaciones [44].

Mejora 4.3. TBB permite crear una tarea especial llamada tarea de continuacion an-
tes de crear nuevas tareas hijas. La tarea de continuacion serd la tarea que se ejecu-
tard cuando todas las tareas hijas finalicen. En este estudio, la tarea de continuacion

ejecuta las lineas 7y 8 del algoritmo 4.5.

Mejora 4.4. TBB también permite el reciclado de tareas. Una tarea se recicla como la
tiltima tarea hija, en lugar de crear una nueva tarea para ello. Por lo tanto, el iiltimo
nodo a procesar, en lugar de ser procesado como una tarea nueva es ejecutado de

manera inmediata por la misma hebra que ha creado los otros nodos hijo.

En algunos problemas como el estudiado aqui, la gestion de un gran ndmero de ta-
reas de grano fino puede suponer una alta sobrecarga en el sistema [74]. La sobrecarga
producida por la creacion, ejecucion, sincronizacién y destruccion de tareas en TBB

puede hacer que el algoritmo paralelo sea menos eficiente que su version secuencial.
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4. MENOR TAMANO DEL ARBOL: ALG. PARALELOS

Mejora 4.5. Establecer un cut-off adecuado puede mejorar el rendimiento limitando
la profundidad del algoritmo paralelo. Dicho cut-off determina el punto a partir del
cual las operaciones de procesado de nodos han de realizarse de modo secuencial,

utilizando el algoritmo R-STS (algoritmo 3.1).

En la seccidn 4.4 los resultados para el algoritmo TBB se han obtenido teniendo en

cuenta todas las mejoras descritas anteriormente.

4.3 Versiones paralelas que utilizan un nimero dinami-

co de hebras

En las versiones que se presentan en esta seccion, el usuario establece el nimero méxi-
mo de hebras de los algoritmos paralelos. Por simplicidad, vamos a llamar N7 hreads
al nimero maximo de hebras (usando la misma nomenclatura que para el nimero de
hebras estéticas utilizadas en la seccién anterior) y vamos a denotar mediante RT hreads
al numero de hebras que se encuentran en ejecucion. Una hebra nueva se crea cuando
RThreads es menor que N'T'hreads y la hebra creadora tiene suficiente trabajo. En
caso de que se cree una nueva hebra, el valor de RT hreads se incrementa en uno.
La asignacion de las hebras a los procesadores se realiza por el sistema operativo y
esta fuera del ambito de este trabajo. Cuando una hebra finaliza su trabajo, decremen-
ta el valor de RT hreads en uno, devuelve el resultado y muere, permitiendo de este
modo la creacién de una nueva hebra. Cuando el nivel de paralelismo lo permite, el
valor de RT hreads serd igual al de NT'hreads durante la mayor parte del tiempo de
computo [2]. En trabajos futuros se estudiardn algoritmos en los que no sea necesa-
rio establecer el pardmetro N'T'hreads. Las versiones paralelas serdn auto-ajustables y
podrin adaptar el valor de RT'hreads a la eficiencia y recursos del sistema en tiempo
de ejecucion [14, 15, 16, 70].

El algoritmo 4.6, denotado como DNT-STS ( Dynamic number of Threads - Sma-
llest Tree Size), serd la funcién principal para las versiones paralelas que utilizan un
nimero dindmico de hebras. Dependiendo del tipo de computo realizado por las he-
bras, se han estudiado dos tipos de algoritmos que se describen en las siguientes sec-

ciones.
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Algoritmo 4.6 DNT-STS (54, €, NThreads, Método)
Requiere:

S1: simplex inicial
€: precision
NThreads: nimero maximo de hebras

Meétodo: Recursivo or Iterativo.

1: RThreads:=1 » Numero de hebras en ejecucion
2: if Método = Recursivo then
3:  Resultado:=CreaHebra(DNT-R-STS(51, €)) » Ver algoritmo 4.7
4: else » Método=Iterativo
5. ifw(Sy) <€ then
6: return |
7: N:= CreaNodo(S1, NULL, 0) » see algoritmo ??
8:  Resultado:=CreaHebra(DNT-I-STS(N, €)) » Ver algoritmo 4.8
9: Espera la finalizacion de las hebras

10: return Resultado

4.3.1 Algoritmo paralelo con un nimero dinamico de hebras que

realizan un procedimiento recursivo

El algoritmo 4.7, denotado como DNT-R-STS ( Dynamic number of Threads - Recursive-
Smallest Tree Size) y que por simplicidad llamaremos RPTH, utiliza una estrategia
similar a la de TBB (algoritmo 4.5), pero ha sido codificado usando PThreads por lo
que no hace uso de tareas.

El algoritmo 4.7 es una extension paralela del algoritmo 3.1, donde se crean nuevas
hebras para procesar diferentes subarboles. Cada hebra ejecuta el algoritmo secuencial
recursivo con la opcién de crear nuevas hebras para procesar trabajo pendiente (ver
lineas 7 y 12). Como la variable RT hreads es compartida por todas las hebras, la
primera hebra que lea un valor de RT'hreads menor que N1 hreads serd la encargada
de crear una nueva hebra para que trabaje sobre un nodo (y por lo tanto, un subérbol)
pendiente de evaluar. De este modo, el balanceo dindmico de carga es inherente a la
creacion dindmica de hebras. Una hebra cuando finaliza su trabajo decrementa el valor
de RThreads (linea 16), devuelve su resultado (linea 17) y muere. Una hebra realiza
una llamada recursiva cuando no puede crear nuevas hebras o cuando esta procesando

el dltimo lado mayor del simplex (ver lineas 9 y 14). Esto es muy parecido al reciclado
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Algoritmo 4.7 DNT-R-STS (5;, €)
» Denotado como RPTH (Recursive PThreads) por simplicidad.

Requiere: S: simplex, €: precision.
1: if w(S;) < € then

2: return 1

3: for cada lado mayor LE}, de S; do
4 {SQZ', 82i+1 }Z=BiSCCt(S¢,LEh)
5 if RThreads < NThreads then » RThreads es una variable compartida
6: RThreads++;
7 r9;.p := CreaHebra(DNT-R-STS (S2;, €))
8 else
9: i n := DNT-R-STS(S2;, €)
10: if RThreads < NThreads and LE}, no es el ultimo LE then
11: RT hreads++;
12: r9i+1,5 := CreaHebra(DNT-R-STS(S2;1, €))
13:  else
14: 79i4+1,h: = DNT-R-STS(S2; 41, €)
15: Esperar las hebras
16: RThreads :== RThreads -1 » Esto permite la creacion de hebras

17: return 1+ miny ry

de tareas que se utiliza en TBB (ver la mejora 4.4). El principal inconveniente del
algoritmo es la espera a las hebras creadas que se realiza en la linea 15, porque la
hebra actual no puede continuar en el modo hacia atrds del recorrido del arbol hasta

que obtenga el resultado de sus hebras descendientes.

Una hebra realiza una biisqueda en profundidad, pero la creacion de hebras propor-
ciona cierto nivel de busqueda en anchura. La diferencia con la version de TBB es que
la busqueda en anchura se realiza normalmente a mas profundidad del drbol general,

consumiendo por lo tanto, menos memoria.

Como TBB, el algoritmo RPTH puede realizar un Cut-off (ver la mejora 4.5) para
evitar la generacion de nuevas hebras cuando el subarbol a procesar es suficientemente

pequeno.
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4.3.2 Algoritmo paralelo con un nimero dinamico de hebras que

realizan un procedimiento iterativo

En esta seccion se estudia la extension paralela del algoritmo secuencial iterativo
(ver algoritmo 3.4). El objetivo principal es evitar los problemas que aparecian en
el algoritmo 4.7. Se pretende que una hebra no tenga que esperar los resultados de
las hebras que ha creado para que pueda seguir buscando trabajo. Para ello, la hebra
que devuelve un resultado a un nodo serd la que compruebe si el trabajo en ese nodo
ha finalizado. Esa hebra puede ser diferente de la hebra que cre6 el nodo. Ademas,
las hebras siempre estin buscando trabajo recorriendo el arbol general en el modo
hacia atrds. En lugar de utilizar una implementacion recursiva se ha utilizado una
implementacion iterativa que facilita que las hebras recorran el arbol general, ya que
una hebra podrd moverse a subarboles que no tienen porque ser el propio donde fue
creada gracias a los punteros existentes entre nodos del arbol. La idea general es que
una hebra se mueva al nodo padre en busca de trabajo cuando en el nodo actual no
exista trabajo pendiente que no haya sido asignado a otra hebra. Una hebra que alcance
el nodo raiz sin haber encontrado trabajo que realizar muere, permitiendo la creacién de
una nueva hebra. De este modo la bisqueda de trabajo se realiza desde niveles cercanos
a las hojas hacia la raiz del arbol, reduciendo de este modo el consumo de memoria
de la parte de busqueda en anchura realizada cuando se crea una nueva hebra o una
hebra existente encuentra nuevo trabajo. Por lo tanto, el algoritmo usa una estrategia
de buisqueda hibrida en el que cada hebra realiza una bisqueda en profundidad y la
busqueda en anchura aparece cuando se puede realizar en paralelo el procesamiento de
varios hijos de un nodo.

El algoritmo 4.8, denotado como DNT-I -STS ( Dynamic number of Threads - Ite-
rative - Smallest Tree Size) y que por simplicidad llamaremos IPTH, muestra el pro-
cedimiento llevado a cabo por una hebra. Una hebra ejecuta un bucle infinito (linea 1)
hasta que no puede encontrar trabajo que realizar (linea 19) o hasta que calcula el re-
sultado final (Iinea 30). Como en el algoritmo 3.4, el resultado de un nodo actualiza
el elemento correspondiente de C'ST'S en el nodo padre (linea 26). En la linea 3, se
crean los nodos hijo del nodo asignado a una nueva hebra (linea 7). Solo se crean nue-
vas hebras cuando el niimero de hebras en ejecucion es menor que el maximo y existe

un nodo hijo a procesar que no es el tltimo pendiente de ser procesado (ver linea 5).
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Algoritmo 4.8 DNT-I-STS (N, ¢)

» Denotado como IPTH (Iterative PThreads) por simplicidad

Requiere: N:un nodo del arbol general, e: precision.

1: while true do

2:
3
4
5
6:
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:

if CC € N =false then » Nodos hijo aun no han sido creados
CreaNodosHijo(V) » ver algoritmo 3.3
j:= PréximoHijoAProcesar(/N, Rem, Finish) » ver algoritmo 4.9

while RT hreads < NThreads and j > 0 and Rem > 1 do
RThreads := RT hreads+1
NewThread(DNT-I-STS(C N, €)) » Asignacién de trabajo a una nueva hebra
J := ProximoHijoAProcesar(/N,Rem, F'inish)

if j = —1 then » CSTS € N esta bloqueado por otra hebra
N:=PNeN » Bisqueda de trabajo en el nodo padre
continue
if j > 0 then » No se puede crear nueva hebra o solo hay un nodo hijo pendiente
N = CN; » Esta hebra esta a cargo del nodo hijo
continue
else » Todos los tamafios de subdrboles han sido o estdn siendo calculados
if | F'inish then » Un nodo hijo esta siendo procesado por otra hebra
if S; € N = S then » Soy el nodo raiz
RThreads:=RT hreads-1 » Permite la creacion de hebras
Esta hebra finaliza » No hay trabajo hacia arriba
else
N:=PNeN » Bisqueda de trabajo en el nodo padre
continue
else » Todos los tamaios de los subarboles han sido calculados

ST S:=ming{CSTS; + CSTSk+1} + 1, k méd 2 =1

if S; € N # 51 then
CSTSrinpny € PN :=S8TS » Actualizar C'ST'S del padre
N:=PN € N » Buscar trabajo en el nodo padre y liberar el antiguo nodo N
continue

else
return ST'S » El procedimiento finaliza

Mediante una llamada al algoritmo 4.9 (lineas 4 y 8) se obtiene el siguiente hijo a pro-

cesar, el nimero de hijos pendientes de ser procesados y si todos los hijos de un nodo
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Algoritmo 4.9 PréximoHijoAProcesar(N, Rem, Finish)
Requiere:

N:un nodo del 4rbol general
Rem: devuelve el nimero de elementos pendientes de ser procesados C N
Finished: ;han sido todos los C' IV elementos procesados?
if !TryLock para intentar acceso a C'ST'S € N then
return —1 » El nodo estd bloqueado por otra hebra
Q:={i:CSTS; =0} » Conjunto de indices de los hijos pendientes de ser procesados
if  # () then
Rem = Q| —1
CSTSq, :=—1 » C Nq, estard en proceso
Desbloquear acceso a C'ST'S
return € » Indice del primer elemento pendiente de C'N

R A AR R~ > e

if 3¢ : CSTS; = —1 then » Existe un nodo hijo siendo procesado
Finish:= false

,_,_
- O

: else

_
»

Finish:=true

—
(O8]

: desbloquear acceso a C'ST'S

—_
N

: return —2

ya han sido procesados. Ya que varias hebras pueden intentar acceder a un nodo en
busca de trabajo, la gestion de los elementos de C'ST'S (y por lo tanto, C'N) se lleva a
cabo mediante acceso en exclusion mutua. (ver lineas 1, 7 y 13 del algoritmo 4.9). Una
hebra no pierde tiempo esperando a que C'ST'S sea desbloqueado y cuando encuentra
un nodo bloqueado la hebra se desplaza al nodo padre en busqueda de trabajo (ver
algoritmo 4.8 linea 10). En caso de que exista un hijo a procesar, pero no sea posible la
creacion de nuevas hebras, la hebra se encarga de su procesamiento (ver algoritmo 4.8
linea 13). Cuando ya no hay mas hijos que procesar, puede ocurrir que el nodo este a la
espera de algin resultado para que se pueda finalizar su computo. En ese caso, la hebra
se desplazard al nodo padre en busqueda de trabajo (ver linea 21) siempre y cuando no
se encuentre en el nodo raiz (ver linea 19). Finalmente, la hebra devuelve el resultado
de un nodo finalizado (linea 26) y se mueve al nodo padre (linea 27) o devuelve el
resultado final del nodo raiz (ver linea 30). Como en todos los algoritmos paralelos
vistos previamente, en este algoritmo se han aplicado las estrategias de reduccion de la

bisqueda presentadas en la seccién 3.3 asi como el uso del Cut-off (ver la mejora 4.5).
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4.4 Resultados

Los algoritmos se han ejecutado en las maquinas BullX y Aloe cuyas caracteristicas
fueron descritas en la seccién 3.4.

TBB genera rdpidamente suficientes tareas para alimentar todas las hebras, gracias
al planificador que toda hebra ejecuta y que realiza el robo de tareas (busqueda en
anchura). Aun asi, el subarbol de un nodo (tarea) se procesa mediante una busqueda
en profundidad para evitar la explosion del niimero de tareas. Aun asi, la creacion de
una tarea por nodo puede ser mas costoso que la evaluacion secuencial de un subarbol
pequeio. Por este motivo se aplica un Cutoff en la bisqueda paralela (ver Mejora 4.5).

En el caso de uso de Pthreads, también se usa un Cut-off para forzar que cada hebra
realice el procesado de subarboles suficientemente pequenos. Con ello se evita el coste
de crear y destruir hebras cuando el subarbol a evaluar es pequefio. Se han probado
diferentes valores de Cut-off de manera experimental.

Los resultados se han obtenido para las siguientes instancias del problema:

e I3: 3-simplex con € = 0,025 y Cut-off = w(.S;) < 2e.
e I4: 4-simplex con € = 0,125 y Cut-off = w(S;) < 2e.
e I5: 5-simplex con € = 0,25 y Cut-off = w(S;) < 2e.

e 16: 6-simplex con € = 0,5 y Cut-off = w(S;) < 1,5e¢.

El valor de Cut-off para 16 se ha establecido a w(S;) < 1,5¢ en lugar de w(S;) < 2¢
porque un valor de Cut-off a w(S;) < 2¢ cuando € = 0,5 equivale a no utilizar Cut-off.

Los diferentes gestores de memoria descritos en la en la seccién 3.4 también han
sido probados con los algoritmos 4.1, 4.4, 4.7 y 4.8. El gestor de memoria Lockless
Allocator ha demostrado ser la mejor opcion en todas las pruebas realizadas. Por lo
tanto, de ahora en adelante se va a utilizar solamente Lockless Allocator.

Para comparar los algoritmos paralelos se ha usado la medida de speedup. Se define
la ganancia de velocidad o speedup Sp, como la relacion entre el tiempo de ejecucion
del mejor algoritmo secuencial, ¢,.. y el tiempo de ejecucion del algoritmo paralelo
con p elementos de proceso, ¢, (p).

lsec
T b
Para todas pruebas realizadas, el tiempo de ejecucion del mejor algoritmo secuencial,

tsec ha sido obtenido con el algoritmo 3.1.
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4.4 Resultados

4.4.1 Resultados para las instancias I3 e 14 en BullX

Las siguientes tablas muestran el tiempo de ejecucion en segundos (7(s)) y el speedup
(Sp) de los algoritmos paralelos estudiados, para resolver las instancias I3 e 14 en la
maquina BullX. Los mejores resultados de speedup se han sombreado.

Las tablas 4.5 y 4.6 muestran los resultados para las instancias I3 e 14, respecti-
vamente. La version paralela TBB es la mejor en la mayoria de los casos para ambas
instancias, seguida de la version IPTH. Las versiones RPTH y T3S tienen un speedup

bastante pobre. La figura 4.2 presenta una gréifica de los speedup de las tablas anterio-

Tabla 4.5: Resultados en Bullx para la instancia I3. t,.. = 30,36 s.

NTh | T3S T(s) T3S Sp | TBBT(s) TBB Sp | RPTHT(s) RPTH Sp | IPTH T(s) IPTH Sp
50,12 0,60 34,06 0,89 30,36 1,00 39,55 0,76

2 2529 1,20 16,74 1,81 21,00 1,45 19,82 1,53
12,79 237 8,33 3,64 11,26 2,70 9,58 3,16

8 6,31 480 428 7,08 13,31 2,28 4,32 7,03
16 3,18 952 2,08 14,58 14,39 2,11 2,54 11,94

Tabla 4.6: Resultados en Bullx para la instancia I4. ¢4, = 152,71 s.

NTh | T3S T(s) T3S Sp | TBBT(s) TBB Sp | RPTHT(s) RPTHSp | IPTHT(s) IPTH Sp
52295 029 | 159,90 0,95 153,91 0,99 186,45 0,82

21 26741 0,57 79,25 1,93 120,85 1,26 93,58 1,63

132,61 1,15 39,10 3,90 52,57 2,90 46,03 3,31

8 6596 231 19,54 7,81 38,10 4,01 19,19 7,95

16 32,83 4,65 9,79 15,58 23,75 6,42 11,81 12,92

res. Al incrementar la dimension del problema también aumenta el nimero de tareas
independientes que pueden ser procesadas lo que incrementa el rendimiento paralelo

(ver figura 4.2(b)).
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Figura 4.2: Speedup para las instancias I3 e I4 en la maquina BullX.

4.4.2 Resultados para las instancias 13 e 14 en Aloe

Las tablas 4.8 y 4.9 y la figura 4.3 muestran la misma informacion que las tablas y
figura que se han visto en la seccion anterior pero para la maquina Aloe. Los tiempos
de ejecucion en Aloe son mejores, pero los speedup estdn mds lejos del lineal que en
BullX. Esto sucede porque la mejora de prestaciones en CPU de Aloe respecto a BullX
es mayor que la mejora de prestaciones del subsistema de memoria. Esto provoca que
los problemas limitados en memoria (memory bound), como el que se estd tratando

aqui, escalen peor en Aloe que en BullX. La tabla 4.7, muestra los DMIPS, calcula-

Tabla 4.7: DMIPS y GB/s en BullX y Aloe ademds de la ganancia en DMIPS y GB/s

de Aloe respecto a Bullx.
‘ Bullx ‘ Aloe ‘ Sp
DMIPS | 28,59 | 51,92 | 1,81
GB/s | 0,77 | 1,15 1,49
(GB/s)/DMIPS | 0,027 | 0,022 | 0,81

dos utilizando el Dhrystone Benchmark' [79], el ancho de banda de memoria (GB/s),

calculado utilizando pmbw? y la relacién entre el ancho de banda de memoria y los

Thttp://www.roylongbottom.org.uk/dhrystone results.htm
Zhttps://panthema.net/2013/pmbw/
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DMIPS, para BullX y Aloe. La columna Sp muestra la ganancia en DMIPS, GB/s y
en la relacion (GB/s)/DMIPS de Aloe sobre Bullx.

Tabla 4.8: Resultados en Aloe para la instancia 3. t,.. = 11,07 s.

NTh | T3S T(s) T3S Sp | TBB T(s) TBB Sp | RPTHT(s) RPTH Sp | IPTH T(s) IPTH Sp
25,92 0,42 11,88 0,93 11,32 0,97 16,31 0,67

2 13,09 0,84 5,80 1,90 7,82 1,41 8,21 1,34
6,69 1,65 2,94 3,76 4,44 2,49 3,61 3,06

8 3,63 3,04 1,68 6,56 10,93 1,01 2,07 5,34

16 2,07 5,34 0,92 12,02 15,22 0,72 1,11 9,91
32 1,13 9,75 0,51 21,74 22,99 0,48 0,88 12,45

Tabla 4.9: Resultados en Aloe para la instancia 14. t4.. = 57,75 s.

NTh | T3S T(s) T3S Sp | TBBT(s) TBB Sp | RPTHT(s) RPTH Sp | IPTH T(s) IPTH Sp
269,84 0,21 58,54 0,98 59,66 0,96 77,44 0,74

2 138,68 0,41 29,87 1,93 47,71 1,21 38,50 1,49
69,05 0,83 14,63 3,94 21,08 2,73 19,46 2,96

8 37,47 1,54 8,06 7,16 21,05 2,74 9,18 6,28

16 21,25 2,71 4,56 12,67 29,59 1,95 5,57 10,35
32 10,98 5,26 2,37 24,35 32,22 1,79 3,31 17,44

4.4.3 Resultados para las instancias IS e I6

Las instancias IS e I6 se han utilizado para comprobar el comportamiento de los algo-
ritmos cuando se encuentran a problemas de una dimension mayor a 5. Un 6-simplex (7
dimensiones) tiene 21 lados y puede tener hasta 15 lados mayores. El nivel de paralelis-
mo de las instancias crece con la dimensién, pero también lo hacen los requerimientos
de memoria necesarios para resolver el problema. Para resolver estas instancias sélo
nos basaremos en el algoritmo 4.4 (TBB) y en el algoritmo 4.8 (IPTH) ya que fueron las
versiones paralelas més eficientes para resolver las instancias I3 e 14. Las tablas 4.10

y 4.11 muestran los resultados de la ejecucion de los algoritmos TBB e IPTH en las
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Figura 4.3: Speedup para las instancias I3 e 14 en la maquina Aloe.

Tabla 4.10: Resultados en Bullx para la instancia I5. ¢,.. = 12.301,92 s.
NTh | TBBT(s) TBB Sp | IPTHT(s) IPTH Sp

24.915,10 0,49 | 14.862,73 0,82

2 12.433,90 0,98 | 7.450,28 1,65
6.212,10 1,98 3.727,39 3,30

8 3.115,30 3,94 1.900,14 7,22

16 1.556,74 7,90 937,70 13,15

maquinas BullX y Aloe. IPTH es la mejor opcion en BullX mientras que TBB es la
mejor opcioén en Aloe. Esto sucede porque BullX sélo tiene 64GB de memoria RAM,
mientras que Aloe tiene 256GB. TBB requiere mas memoria que IPTH. TBB tiene
una demanda de memoria que para estas instancias del problema hacen insuficientes
los 64GB de RAM de BullX. Sin embargo los 256GB de Aloe son suficientes para el
correcto funcionamiento de TBB, tal y como pasaba en las instancias I3 e 14.

Los algoritmos para resolver la instancia 16 tienen unos requerimientos de memoria
muy altos. La version de TBB termina antes de resolver el problema debido a que
consume toda la memoria disponible del sistema. A pesar de la complejidad y los
requerimientos de memoria tan altos de esta instancia, el modelo de busqueda hibrido
utilizado en el algoritmo IPTH tiene menos requerimientos de memoria que el usado
en TBB y es capaz de resolver la instancia tanto en BullX como en Aloe. Los tiempos

de ejecucion y la ganancia de velocidad del algoritmo IPTH para resolver la instancia
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Tabla 4.11: Resultados en Aloe para la instancia I5. .. = 4.653,16 s.

NTh | TBBT(s) TBB Sp | IPTHT(s) IPTH Sp
4.680,44 0,99 | 5.954,82 0,78
2 2.370,99 1,96 2.979,86 1,56
1.174,08 3,96 1.506,40 3,08
8 640,28 7,26 712,60 6,52
16 365,97 12,71 426,03 10,92
32 191,96 24,23 243,93 19,07
16 r 35 T
platet y et
o 100 / o /'
> S 20p
T gl o L ®
g - $ —
& o / &1y s
10 //
4 /
2 P
2 ’é,/ st
00 2 4 6 8 10 12 14 16 0O 5 10 15 20 25 30 35
numThreads numThreads
(a) Speedup para la instancia I5 en BullX. (b) Speedup para la instancia IS5 en Aloe.

Figura 4.4: Speedup para la instancia I5 en las maquinas Bullx y Aloe.

16 se muestran en la tabla 4.13. La ganancia en velocidad aunque no es lineal, puede

considerarse como buena.

4.5 Conclusiones

La respuesta a la pregunta 1.4, a partir de los experimentos realizados, es que los algo-
ritmos TBB (algoritmo 4.5) e IPTH (algoritmo 4.8) son los que obtienen los resultados
de una manera maés eficiente. TBB es el algoritmo que mejor se comporta en proble-
mas de dimension menor que 5 debido a que no consume la memoria de las maquinas
utilizadas. Sin embargo, debido a su alto requerimiento de memoria, para dimensiones
mayores su comportamiento no es eficiente y es la version IPTH la que obtiene los

mejores resultados, aunque su buen speedup no es cercano al lineal.
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Tabla 4.12: Resultados en BullX y Aloe para la instancia 16. ts.. gu. = 15.566,24 s.

tSSC—AlOB - 7056,76 S.

BullX Aloe
NTh | IPTHT(s) IPTHSp | IPTHT(s) IPTH Sp
1 21.328,00 | 0,72 8.918,79 0,79
2 11.116,86 | 1,40 4.484,77 1,57
4 5.753,37 2,70 2.425,28 2,90
8 2.970,66 5,23 1.125,51 6,26
16 1.339,23 11,62 609,90 11,57
32 - - 325,20 21,69
16 35, ‘
14 — LE 30— Lineal
12 o5l
219 S 200 ~*
g 8 2
o / ul -~
al
2L / 5r /./
% 2 4 6 s 10 12 14 16 % 5 10 15 20 25 30 35

numThreads

numThreads

(a) Speedup para la instancia 16 en BullX. (b) Speedup para la instancia I6 en Aloe.

Figura 4.5: Speedup para la instancia 16 en las maquinas Bullx y Aloe.
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Algoritmo para determinar el
arbol con el menor niumero de
clases de simplices

Para hacer una estimacién del tamafio de un subdrbol a partir de un nodo, el tener
un arbol con el menor nimero de formas de simplices reduciria el nimero de posibles
subdrboles y por lo tanto, facilitaria el calculo de una estimacion de su tamafo. En este
capitulo se va a dar respuesta a la pregunta 1.5: ;cudl es el menor niimero de formas de
los subsimplices en el refinamiento de un simplex regular mediante BLM? Para ello,
se va a estudiar la forma que tienen los simplices resultantes del proceso de division.
En la seccion 5.1 se introducen los conceptos de clase de forma y medidas de calidad
de un simplex. En la seccidn 5.2 se define como realizar la comparacién de forma de
simplices. Finalmente, en la seccion 5.3 se presenta un método de obtencion del arbol
binario con el menor nimero de clases posibles y se da la secuencia de lados mayores

a dividir que genera dicho arbol para un 3-simplex.

5.1 Clases de forma y medidas de calidad de un simplex

Generalmente, se requiere que los conjuntos de simplices obtenidos por el refinamiento
sucesivo de un simplex inicial cumplan al menos estas dos condiciones: estabilidad y
consistencia. La condicion de estabilidad significa que dos simplices generados durante
el proceso de refinamiento no deben degenerar, es decir, los dngulos interiores de todos
los elementos deben estar delimitados uniformemente lejos del valor cero.

Trabajar con simplices que no sean degenerados es un pre-requisito a la hora de
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5. ALG. PARA DETERMINAR EL ARBOL CON EL MENOR N° DE CLASES

lograr un buen resultado en cualquier anélisis y/o procedimientos adaptativos que los
utilicen como base [57]. Gracias a la propia definicién de simplex sabemos que no
van a aparecer simplices degenerados durante el proceso de biseccidn iterativa. Sin
embargo, pueden aparecer simplices cuya forma, a pesar de no ser degenerada, se
aproxime a ello. Se desean evitar a toda costa estos simplices ya que comprometen
la condicion de estabilidad anteriormente mencionada. Un simplex cuya forma tiende
a la forma de un simplex degenerado tiene una forma “mala” o “pobre” . Durante el
proceso de refinamiento de un simplex, la aparicion de simplices de forma “mala”
provoca que la forma de los simplices se deteriore con respecto a la forma del simplex
inicial no refinado.

Por lo tanto, es muy importante contar con medidas de forma que nos informen
si un simplex tiene una forma “buena” o “mala” especialmente durante el proceso de

refinamiento. Podemos definir una medida de forma del siguiente modo:

Definicion 2. [/2] Una medida de forma de un simplex es una funcion continua que
evaliia la calidad de un simplex. Debe ser invariante respecto a traslacion, rotacion,
reflexion y escalado uniforme del simplex. Debe tener valor mdximo para el simplex
regular y minimo para un stimplex degenerado. No debe haber otro mdximo local dife-
rente del mdximo global para un simplex regular y no debe haber menor local alguno
diferente del minimo global del simplex degenerado. Para facilitar la comparacion, se
debe escalar la medida de calidad de modo que tenga valor 1 para el simplex regular

v 0 para el simplex degenerado.

Se pueden elegir muchos pardmetros para medir la forma o la calidad de los simpli-
ces. Debido a esto, existen multiples medidas de forma [63]. Por ejemplo, en [80] se

utiliza como medida de calidad el grosor relativo de un simplex .S definido por:

p(S) = r(S5)/d(S) (5.1)
donde 1(S) es el radio de S interpretado como la distancia menor entre su centroide y
cualquiera de las caras del simplex y d(S) es el didmetro de S, es decir, la longitud de
su lado mayor. Stynes en [72], donde se analiz6 el método de biseccion para tridngulos,

uso el cociente

t(S) = area(S)/d(S)? (5.2)

Que se puede generalizar a simplices de una dimensién mayor n como
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5.1 Clases de forma y medidas de calidad de un simplex

t(S) = volumen(S)/d(S)" (5.3)

En [5] se ha usado como medida de forma la relacién entre la longitud del radio d(S)

de la esfera inscrita en el simplex y el radio R(S) de la esfera circunscrita en el simplex.

ratio(S) = 0(S)/R(S) (5.4)

Por lo tanto, existen muchas formas de medida de calidad de un simplex, si bien existen
estudios que demuestran que la mayoria de estas medidas son equivalentes [13, 57, 63].

En esta tesis se ha desarrollado (ver [23]) un nuevo indice de calidad del simplex,
llamado S@), del inglés Simplex Quality, que se basa en el cdlculo de la proporcién
entre las medias aritmética y geométrica del conjunto de angulos que se forman entre
los lados de un simplex. Sean «;, . . . , a,;, los dngulos entre los lados de un n-simplex.
SQ(S) se define como:

m/ia2 . 2. .
SQ(S) =m - ¢a1a2”'a%e(mu, (5.5)

a?+ a3+ .02

donde m es el numero total de dngulos que viene determinado por

m:n(n—i—lQ)(n—l)' 5.6

Como la longitud de cada lado uniendo dos vértices es conocida, el dngulo « entre
el par de lados (v;,v;) y (v;,v;) que comparten el vértice v; puede ser determinado
aplicando la ley de los cosenos. El valor del angulo «, tal como muestra la figura 5.1

se puede obtener mediante:

Hvi—vj!|2+llw—vkl|2—Hva'_vk”?) (57)

Qv = arccos (
2[[vi = vj[|Jvi — v|

SQ(S) = 1siy solosi S esun simplex regular. Un simplex con una forma “mala”

o “pobre” tiene dngulos muy pequeilos en algunos de sus vértices y por tanto tendrd un
valor de S¢) muy préximo a cero. Se puede asegurar que dos simplices con distinto
valor de S() van a tener una forma diferente, pero tener el mismo valor de S() no
asegura que dos simplices tengan igual forma, es decir, tener igual valor de SQ es
condicién necesaria pero no suficiente para asegurar que dos simplices tienen igual

forma.
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Vj

\

Vi L]
Vk

Figura 5.1: Obtencion del dngulo « entre dos lados que comparten un vértice.

El estudio de las formas de los simplices nos va a ayudar a entender las carac-
teristicas de los arboles binarios que aparecen durante el proceso de biseccion de un
simplex. Se desea conocer la forma de los simplices para poder desarrollar mecanis-
mos de seleccion del lado mayor a dividir que logren que los simplices que aparecen
durante el proceso no tengan una forma “mala” o “pobre” . Ademads se desea que el
arbol binario generado durante el proceso de biseccion contenga el menor nimero de

formas de simplices posible.

Definicion 3. Dos simplices Ay B tienen la misma forma si es posible conseguir que
cada uno de los vértices de A coincida con un vértice de B después de un proceso de

escalado, traslacion y una operacion de matrices ortogonales que incluye rotacion y
reflejo, ver [63].

Comprobar que dos simplices tienen la misma forma no es tarea sencilla ya que el

nimero de posibles coincidencias es (n + 1)!.

Observacion 5.1. El coste computacional del cdlculo y comparacion de SQ para dos
simplices es mucho menor que averiguar si la forma de ambos simplices es la misma.

(ver definicion 3).

Por tanto, si se desea averiguar si dos simplices son semejantes en forma, es mas
sencillo comprobar primero si poseen igual valor de S(), y en caso afirmativo, proceder

con la comparacion de forma.
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Una cuestién sin resolver es, si dentro de un mismo arbol, es posible encontrar
simplices con forma diferente y mismo valor de S(). Se sabe que es posible generarlos
de manera individual, pero no se ha podido comprobar su existencia dentro de un 4rbol
binario generado a partir de un simplex regular. Si fuese posible que, dentro del arbol
binario creado por refinamiento de un simplex regular por biseccion del lado mayor,
dos simplices cualesquiera con igual S() tuvieran siempre igual forma, se reduciria

drasticamente el tiempo de computacion para comprobar la semejanza de forma.

5.2 Medida de semejanza de forma entre dos simplices

Existen varios modos de comprobar si dos simplices poseen la misma clase de forma
de acuerdo con la Definicion 3. Especificamente, se va a comprobar la definicién para
n-simplices considerando su andlisis no solo en un espacio n + 1-dimensional sino
también en uno n-dimensional.

Consideremos dos n-simplices S e Y con sus correspondientes conjuntos de vérti-
ces V'y W, olo que es lo mismo, S = conv(V) e Y = conv(W). En un contexto
algoritmico, V'y W son almacenados como (n + 1) matrices ordenadas. La definicién
de semejanza presentada previamente puede ser reescrita de un modo més exacto uti-
lizando tan solo transformaciones afines de matrices (escalado, traslacion, rotacion y

reflejo) para poder trabajar en este contexto.

Definicion 4. Dos simplices S,Y C R tiene la misma forma si existe un factor de
escala a > 0, un vector de traslacién b € R"* y una matriz ortonormal de rotacion/-
reflejo R, tales que Vw € Y Jv € S con w = b+ aRw.

Para el caso practico, escalado y traslacion pueden ser realizados a través de la
normalizacion de los simplices S e Y. Tras centrar los simplices en el origen de coor-
denadas, ambos se pueden escalar para que su lado mayor tenga longitud igual a 1. Para
ello basta dividir todos los lados de un simplex por el tamafio de este. Los lados del
simplex S serdn divididos por w(S) y los lados de Y por w(Y’). Si se consideran V' y

W como matrices, el proceso de escalado y traslacion produce las siguientes matrices:

~ 1
V—w(S)(V_n—irl

R 1 1
V11t W = W —
) ( n+1

wi1h), (5.8)
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donde 1 es el vector unidad. A continuacidon se muestra que si los simplices S =

conv(V) y Y = conv(W) son iguales, entonces S e Y también son semejantes.

Proposicién 5.1. Sean V' y W matrices (n + 1) x (n + 1) no singulares y V'y W
matrices que cumplen la ecuacion (5.8). Si existe una matriz ortonormal R tal que

W =RV entonces los simplices S =conv(V') e Y'=conv(W) tienen la misma forma.

Demostracion Consideremos a = % yb = n%l . Se debe probar
que Vw € Y Jv € S tal que w = b + aRv. Cualquier w € Y se puede definir
como la combinacién convexa de sus puntos extremos: w = WAcon ) A\ =1y
A >0,i=1,...,n+1. Ahora consideremos v = V \, 0 = VA yw = W ). Entonces

se deduce de la condiciény >, A\; = 1 que

W=Rd= wl )W)\— (V)RVA = 2D R(VA - LV1) =

w=WA=wl)WA+ LWl =“YRy - “YRLVI+ LW =aRv+0.

w

[
Como en nuestro razonamiento se combinan ideas sobre conjuntos de vértices y
representacion de matrices, incluso si W = RV, aun necesitariamos encontrar el orden
correcto de los vértices (permutacion) para poder comprobar que nuestro razonamiento
es correcto. Otro reto es que la matriz R rota y refleja alrededor del eje O = {x €
R""z = al,a € R} que atraviesa el origen. La imagen de R con respecto a la
matriz V' esta por tanto en el plano dimensional inferior B = {x € R"™| ", z; = 0}.
Por lo tanto, 1 debe ser un autovector con autovalor 1 de R; R1 = 1. Las matrices
1% y W son singulares ya que sus columnas suman 0. Aun asi, para cualquier escalar
o distinto de cero, W + o117 = R(V + a117), de modo que R se puede calcular
mediante
Rusr = (W +a117)(V + a117) 1. (5.9)

Incluso si S = conv(V) e Y = conv(W) tienen la misma forma, aun se debe
buscar la correspondencia correcta de los vértices {vy, v, ..., v,1} para poder com-
probar dicha igualdad. Para cualquier permutacién se puede calcular la matriz R, 1; si
esta es ortonormal para una de las permutaciones, entonces los simplices S e Y tienen
la misma forma.

En lugar de trabajar en un espacio n + 1 dimensional, se puede encontrar también

la rotacién-reflexion en un espacio n-dimensional. Sea B = {z € R"™'|Y". z; = 0}
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5.2 Medida de semejanza de forma entre dos simplices

el espacio lineal donde se pueden encontrar S = conv(V)y Y = conv(W) y sea B

A

una matriz que contiene una base de B. Esto significa que el simplex conv(W) esta en

el espacio determinado por las columnas de B; conv(W) C< B >. Considerando una

base ortonormal, se puede realizar el andlisis en un espacio n-dimensional.

Proposicion 5.2. Sea B una base ortonormal de B, sean V' 'y W dos matrices no
singulares (n+ 1) x (n+ 1)y V' y W las descritas en la ecuacion (5.8). Si existe una
matriz n x n de rotacion/reflexion R (det(R) = +1y RRT = I) tal que BTW =

RBTV, entonces los simplices conv(V') y conv(W) tienen la misma forma.

Demostracién Sean Z y X las soluciones (matrices n X (n+1))de W = BZyV =
BX. Las columnas son afinmente independientes y suman cero; Z1 = X1 = 0. Existe
una matriz n xn de rotacion/reflexion R tal que Z = R.X. De acuerdo con la definicion,
conv(Z) y conv(X) tienen la misma forma en R". Al multiplicar por la base B se
obtiene BZ = W = BRX = BRB”V . Lamatriz BRB” no es de rango completo; el

autovalor en la direccidén 1 es cero. Haciendo las matrices de rango completo mediante

B = (B,ﬁl) y R = ( O,.?,O ( (1) >) se proporciona W = BRX =
BRBTV . El determinante de R es 1 x det(R). Ademas, R, B son ortonormales y de
rango completo: B! = B”. Tenemos que BRB”(BRBT)" = BRBT(BR"B”) =
1. Por lo tanto, ya que BRBT es una matriz ortonormal de rotacion/reflexion, acorde
con la Proposicién 5.1, conv(V') y conv(WV) tienen la misma forma. O

A continuacion se muestra un modo de construir una base ortogonal. Para n = 2

se puede escribir dicha base como:

Por ejemplo,

1 1 1

po ) )
3 \/§ 0 ) 6 -9 ) /—12 1
0 0 -3
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1 1 1 1

FSRR U e O - S I I O B
VI oo Vel o vl 5 Ve
0 0 0 —4

La proposicion 5.2 muestra que también se puede usar el algoritmo RS en un espa-
cio dimensional inferior ahorrando de esta forma memoria de almacenamiento y ope-
raciones computacionales. Trabajando con n+ 1 vértices en un espacio n-dimensional,
para recuperar R, uno de los vértices se puede obviar y se puede resolver la igualdad de
la misma forma que en (5.9). Alternativamente, uno puede usar un enfoque de minimos

cuadrados siguiendo la proposicion 5.3.

Proposicion 5.3. Sean Z y X dos matrices n x (n+1) de rango n. Si existe una matriz
n x n de rotacion/reflexion R (det(R) = =1y RRT = I) tal que Z = RX, entonces
R=7XT(XXT)"1,

Demostracion Si Z = RX entonces ZXT (X XT)™! = RXXT(XXT)"'=R. O
Retomando los datos en un espacio n + 1 dimensional, si en la proposicién 5.3 se
consideran las matrices Z = BI W y X = BT V entonces se puede obtener la matriz

de rotacidon/reflexion mediante:

R, = B'WVTB,(B'VVTB,) . (5.10)

En lugar de centrase en la representacion matricial del conjunto de vértices, uno
puede observar los n lados de un simplex en un espacio n-dimensional conectados al

primero (o a cualquier) vértice.

Proposicion 5.4. Sean 7 y X dos matrices n x (n+ 1) cuyas columnas son conjuntos
afinmente independientes y sean F'y E matrices de lados n X n definidas por las
columnas f; = z;.1 — 21,0 =1,...,nye; = x4 — 21,9 = 1,...,n. Si existe una

matriz n X n no singular R tal que Z = RX, entonces ' = REy R = FE~ .

Demostracion Sigue de escribir f; = z;11 — 21 = R(z;11 — x1) = Re;. O
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5.3 Algoritmo para determinar el arbol con el menor niimero de clases

En la practica la proposicién 5.4 puede ser usada eligiendo dos vértices que coin-
cidan en BTW y BTV y mediante la construccion del conjunto de lados F'y E. El
célculo

R,=FE! (5.11)

requiere menos operaciones computacionales que (5.10). La principal preocupacion
es encontrar el orden correcto, es decir, la permutacion de vértices. Teniendo esto en
cuenta, se debe encontrar la matriz de permutacion P correcta, calculando o R,
en (5.9) 0 R, en (5.10) o (5.11) y comprobando si es ortonormal. Como hay (n + 1)!
matrices de permutacion P diferentes, R debera ser recalculada y comprobada (n+1)!

veces en el peor caso.

5.3 Algoritmo para determinar el arbol con el menor

numero de clases

La cuestion que se va a abordar en este apartado es como se debe generar el arbol
binario mediante el algoritmo 1.2 para que aparezcan el menor nimero de clases de
simplices posible. Para dar respuesta a esta cuestion se ha desarrollado un algoritmo
especifico de B&B llamado (MinClassB&B) que se muestra en el algoritmo 5.1. En
dicho algoritmo, cada nodo se corresponde con un drbol 7' cuya raiz es el simplex

regular de lado unidad. Cada nodo tiene siguiente informacion:

A(T'): Conjunto de hojas del arbol T, son aquellos nodos que estin pendientes de ser
procesados.
C(T): Es el conjunto de clases que ya se han encontrado en los nodos del arbol 7.

c(S): Es la forma del simplex S.

El algoritmo MinClassB&B basicamente construye un drbol de drboles (ToT) con
un grado de ramificacién que varia en cada nodo. Se puede observar un ejemplo en la
figura 5.2. El conjunto de hojas de ToT es almacenado en I'. Se aplicaran los siguientes

conceptos referentes a los algoritmos de Ramificacion y Acotacion.

e MinNC es el limite superior del nimero minimo de clases. Inicialmente, MinNC

puede inicializarse a infinito o con un valor encontrado en célculos anteriores y
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5. ALG. PARA DETERMINAR EL ARBOL CON EL MENOR N° DE CLASES

que se desee mejorar. Por ejemplo, se sabe que que el nimero maximo de clases
para un 3-simplex es 8 [23].

e Si para un arbol 7', el nimero de clases |C'(7)| es mayor que MinNC, el arbol
T puede descartarse de la busqueda porque, aunque se contintie con su ramifica-
cién, su ndmero de clases de simplices va a ser mayor que la de otro arbol que
actualizé6 MinNC.

e Cuando el refinamiento de 7" no produce nuevas clases de simplices, el arbol se

puede eliminar. Este concepto se muestra en la figura 5.2.

La idea general es que solo se deben almacenar simplices como hojas en A(7T'), si
su forma no ha sido encontrada previamente.

El conjunto I' inicialmente tiene solo un arbol 7" que esta formado por el conjunto
A con una hoja que es el simplex inicial. El resto del algoritmo sigue la estructura
general de cualquier algoritmo de Ramificacion y Acotacion. No se han proporcionado
detalles de qué ramificacion es la que se realiza primero o qué arbol se selecciona
primero. El nuevo conjunto de formas C'(X) se define en la linea 18 donde |C'(X)]
es una cota inferior del nimero de formas del 4rbol. Para reducir la complejidad del
pseudocddigo, queda implicito que una hoja de ToT se almacena primero en I' antes
de que pueda saberse si es posible rechazarla porque su minimo niimero de clases ya
supera el limite superior (linea 6), o 7" ya no tiene mas hojas (linea 7). El limite superior
del nimero minimo de clases de simplices solo se puede actualizar con el nimero de
formas de un arbol 7' sin hojas en la linea 8. Seleccionar un limite superior inicial en
lugar de establecer su valor a infinito reduce drasticamente el coste computacional del
algoritmo.

La parte computacionalmente mas compleja del algoritmo 5.1 es la comparacion de
las formas de los nuevos simplices con las clases ya existentes en C'(7"). Ademads, (en
la lineal4 ) el algoritmo comprueba si dos simplices hijos tienen la misma forma para,
en este caso, eliminar un hijo y analizar tan solo el otro, como se muestra en el arbol de
la figura 5.2. Adicionalmente, un arbol no va a ser analizado si su hermano produce la
misma combinacion de nuevos simplices. Este concepto no estd expresamente descrito
en el algoritmo 5.1. La figura 5.2 muestra un ejemplo de ello.

El algoritmo MinClassB&B ha sido ejecutado para un 2-simplex y un 3-simplex

regulares de lado unidad. El 4-simplex es un caso computacionalmente complicado de-
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5.4 Resultados

Algoritmo 5.1 MinClassB&B(.S)

Requiere: S;: el simplex inicial.
1: A(T}) consiste en una sola hoja, Sy y C(T) = {c(S1)}
22 T':={T1} » Conjunto de arboles
3: MinNC:=00 » Numero Minimo de Clases ya encontradas
4: while " # () do
5:  Extraer un arbol 7' de I

6: if |C(T)| < MinNC then
7: if A(T)) = () then
8: MinNC:=|C(T)|
9: Almacenar la regla de seleccién Select LE aplicada para generar T’
10: else
11: Extraer un simplex .S; de A(7T")
12: for todos los lados mayores (7, k) de .S; do
13: Generar nuevas hojas {0y, 02 }:=Bisect(S;, j, k)
14: if ¢(01) = ¢(o7) then
15: Eliminar una de las hojas, por ejemplo o,
16: Crear un nuevo arbol X
17: Conjunto de hojas A(X) := {0y, c(oy) ¢ C(T)} UA(T),
18: y conjunto de formas C'(X) := {C(T)} U {c(oy) ¢ C(T)}
19: Almacenar X en I'
20: Mantener la traza de los lados seleccionados Select LE(.S;)

21: return MinNC'y la regla de seleccion Select LE para alcanzarlo

bido a la gran cantidad de posibilidades de seleccion de los diferentes lados mayores.
Debido a esto, va a ser necesario el uso de computacion de altas prestaciones para en-
contrar una solucién en un tiempo de computo razonable, asi como para poder abordar

problemas de mayor dimension.

5.4 Resultados

El resultado para un 2-simplex muestra que en el arbol con el menor niimero de clases
existen tres formas diferentes de simplices, tal y como se puede observar en la figu-

ra 1.7. Mediante el uso de SelectLE(S;)= {1, 2} en el proceso RS, se evita el calculo
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5. ALG. PARA DETERMINAR EL ARBOL CON EL MENOR N° DE CLASES

Current tree Working set of trees

Figura 5.2: Generacion de nuevas hojas en el drbol de arboles (ToT) cuando existen
varios lados mayores de S;. X no se va a analizar porque X g tiene las mismas formas

en los simplices descendientes que S5.

de longitudes de los lados.

Para el 3-simplex regular se ha encontrado que el nlimero minimo de clases que se
pueden obtener es ocho. Sélo existe un arbol binario como solucién del algoritmo y por
lo tanto, una sola regla de seleccion del lado mayor que permite obtener el drbol binario
con menor nimero de clases. Se puede comprobar que los métodos de seleccion del
lado mayor LEB,, ([23]), LEB¢ y LEB; ([24]) son 6ptimos para un 3-simplex.

La tabla 5.1 muestra los valores usados en SelectLE() para la obtencion del drbol
binario con menor nimero de clases. Desde el nivel 5 del arbol binario, el lado mayor
que debe ser seleccionado en cada simplex se repite con una periodicidad de tres nive-
les. Por lo tanto, los simplices del nivel 8 deberan ser divididos por el mismo lado que
los del nivel 5, los del nivel 9 igual que los del 6 y los del nivel 10 del mismo modo
que los del nivel 7. Es importante resaltar que ¢ es el indice del simplex .S; que estd en

el nivel L=[log, 7| del arbol binario que se ha generado al aplicar el algoritmo RS y
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que los vértices de S; son reordenados siguiendo el algoritmo 1.3.

Tabla 5.1: Secuencia de LMs a usar en SelectLE(S;) del algoritmo 1.2, que ha sido
obtenida mediante el algoritmo 5.1 para obtener el drbol con el menor nimero de

clases en un 3-simplex.

Nivel SelectLE(S;)
1 {1,2}

2 {2,3}

3 {1,2}

4 {1, 2}, para i pares

{1, 3}, para i impares

{1,2}
{1,2}
{1, 3}, para i pares

A\ | D

{1, 2}, para i impares

8 Como el nivel 5

Como el nivel 6

10 Como el nivel 7 ...

La figura 5.3 muestra el arbol binario resultante donde los simplices cuya forma ya
haya sido encontrada no son divididos nunca més para ilustrar la regla optima de selec-
cion del lado mayor. Para un 3-simplex se puede llegar a este resultado aplicando las
reglas LEB,, LEB~ y LEB),, pero cuando aumentamos las dimensiones del simplex,
por ejemplo usando un 4-simplex, estas reglas ya no son vélidas pues a pesar de su
aplicacion existen varios lados mayores detectados como Optimos y por tanto sigue

existiendo ambigiiedad en el proceso de seleccion del lado mayor.

5.5 Conclusiones

En este capitulo, se ha dado respuesta a la pregunta 1.5 para un 3-simplex ya que se ha
obtenido el arbol con el menor niimero de 8 clases de simplices [23]. Se ha calculado

en este caso una secuencia de lados mayores que llevan a la obtencién de dicho arbol
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S / Nivel 1

Sz A
Sg=S2 Nivel 2
" ®
' S5=S4 Nivel 3
s, /
SQ=SS Nivel 4
S 6
S =S, Nivel 5
Sy 1/ S By
Q> 5 Nivel 6
S, . / Q
‘ Ss5=88 Nivel 7
. 8129= 128 Nivel 8

/
8256 st7= 52 Nivel 9

Figura 5.3: Arbol binario generado por algoritmo RS (véase el algoritmo 1.2) para un
3-simplex usando en SelectLE() la tabla 5.1.

sin necesidad de realizar calculos para la obtencion del lado mayor. Para dimensiones
mayores a cuatro, debido al alto coste computacional del algoritmo, se requiere el uso
de computacién de altas prestaciones para poder obtener una solucién en un tiempo

razonable. Este estudio se abordaré en trabajos futuros.

86



Algoritmo para encontrar la
menor secuencia de lados
mayores que genera el menor
arbol

En el refinamiento de un simplex mediante BLM, hay que realizar repetidamente
el cdlculo de distancias para conocer los lados mayores susceptibles de ser divididos.
Para reducir el coste computacional de este tipo de algoritmos se puede proporcionar
una secuencia de lados mayores a dividir que genere el menor arbol binario. Estamos
interesados en encontrar la secuencia recurrente de menor tamafio. En este capitulo
se da respuesta a la cuestion 1.6: ;cudl es la secuencia recurrente de lados mayores a

dividir y de menor tamafio para obtener el arbol binario de menor tamafio?.

6.1 Condicion m-valido

Para dimensiones superiores a 3, durante el proceso de biseccidn iterativa de un simplex
regular, se pueden generar diferentes arboles binarios con el menor nimero de simpli-
ces. A cada uno de estos drboles se le va a llamar Menor Arbol Binario (MAB). Dado
un MAB, se puede determinar la Secuencia de Lados Mayores, S-LM, como un vector
de lados mayores a dividir que serd usado en el algoritmo 1.2, en la regla de division,
linea 6. El elemento S-LLM; especifica uno de los lados mayores de S;, el lado mayor
por el que deberé dividirse el simplex para aplicar la secuencia. El nimero de elemen-

tos del vector S-LLM es el mismo ndmero que el nimero de nodos (sin incluir los nodos
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hojas) del correspondiente MAB. Este niimero se incrementa conforme la dimensioén
del problema crece y el valor de € se decrementa. Por lo tanto, este nimero puede ser
muy grande.

Dada la numeracién de simplices del algoritmo 1.2, se puede determinar el nivel al
que pertenece un simplex S; dentro del drbol binario con la formula ¢ = [1 + log, i].
Nos centramos en la idea de que el indice del lado mayor a dividir serd el mismo
en varios simplices del mismo nivel de un arbol binario, debido a la reordenacién
del indice de los vértices presentada en el algoritmo 1.3. Por lo tanto, se establecen
algunas condiciones que deben cumplir los indices de los lados mayores a dividir en

los simplices de un mismo nivel del arbol binario.

Definicion 6.1. Dos simplices tienen un indice de lado mayor h en comiin cuando el
lado Ey, = {j,k} = {k,j} es un lado mayor en ambos simplices. El indice de un lado

mayor puede pertenecer a lados no compartidos entre los simplices.

Definicion 6.2. Sea m € N*. El simplex i del nivel { estd en el subconjunto M,

7=0,...,m—1,sij5=1mod m.

Definicion 6.3. El subconjunto M; del nivel { (ver definicion 6.2) se denomina vdlido

si en él existe un indice de lado h tal que Ey, es un lado mayor para todos los simplices
en M;.

M;; puede ser vilido por distintos indices de LM.

Definicion 6.4. Un nivel ¢ en un drbol binario se denomina m-vdlido si todos los

subconjuntos M;, j = 0,...,m — 1 del nivel { son vdlidos (ver definicion 6.3).

Un indice de lado h que valide el subconjunto A; puede ser diferente del indice de
lado g que valida el subconjunto My, j # k. Un nivel m-valido puede contener menos

de m simplices.

Definicion 6.5. Un drbol binario con L + 1 niveles serd m-vdlido cuando todos sus

primeros L niveles sean m-vdlidos (ver definicion 6.4).

El conjunto de indices de LMs que validen un nivel del arbol binario puede ser dife-

rente del conjunto de indices de LM que validen otro nivel del arbol binario (AB).
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6.1 Condicion m-valido

Definicion 6.6. Dado un MAB m-vdlido con L + 1 niveles, se define la matriz A de
tamafio L x m con los elementos ay ; que denotan un indice h de un LM que valide el

subconjunto M; del nivel (.

No todos los elementos de la matriz A tienen por que tener un valor, debido a la ausen-

cia de los correspondientes nodos en el arbol binario.

Observacion 6.1. Un drbol binario generado por BLM, con L+ 1 niveles y un mdximo

de 2"~ elementos en el nivel L, siempre serd m-vdlido para m = 271,
Observacion 6.2. Dado k € N, un drbol binario 2*-vdlido es también 25+ -vdlido.

La Propiedad 6.2 y el niimero de nodos 2~! en el nivel ¢ de un 4rbol binario sugieren
usar m = 2*. Un vector S-LM tiene unos requerimientos de memoria menores que
una matriz Az x,;,) con m = 2L=1_Sin embargo, estamos interesados en valores de
k<L-—1.

Definicion 6.7. Un drbol binario es my-vdlido si es m-vdlido (ver definicion 6.5) con
m=2"keN, k<L-1

Por ejemplo, en la tabla 6.1 (pagina 94), los niveles 1 a 3 son 1-vdlidos y el nivel 4 es
2-vélido.

Definicion 6.8. Un drbol binario que no es my-vdlido se denomina my.-invdlido.

Observacion 6.3. Un drbol binario generado a partir de un drbol binario my,-invdlido

que incrementa su nimero de niveles, es my-invdlido.

La existencia de un MAB my-vélido depende de las combinaciones de indices de lado
mayor que que hagan el nivel del MAB my-valido, esto también depende de las com-
binaciones seleccionadas en los niveles previos. En el peor de los casos, el nimero de
combinaciones de indices de lado mayor que hacen que un nivel sea my-valido viene
determinado por la suma de las posibles combinaciones que forman el nivel 1-vélido,
2-valido, . .. y 2F-vilido:
L /nl

> ( 2k) (6.1)

=0
siendon = @ el nimero de lados de un n-simplex Para encontrar todos los MABs
my-validos, necesitamos un algoritmo que genere todos los posibles MABs y un algo-
ritmo para desechar aquellos arboles que sean my-invédlidos. Las siguientes secciones

describen estos algoritmos.
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6.2 Algoritmo para generar todos los menores arboles
binarios (TMAB)

El algoritmo TMAB almacena todos los MABs en un solo arbol general (GT, del in-
gles General Tree). De esta forma, solamente los lados mayores que alcancen MABs

permaneceran en GT. Cada nodo N de GT contiene la siguiente informacidn:

e S = conv(V): El simplex actual.
e El conjunto de lados mayores de S, con la siguiente informacién para cada lado

mayor E, = {j, k}:

— Ry,: El tamaifio total de los dos subarboles generados.
— N2 Nodo izquierdo.
— N,p: Nodo derecho.

Algoritmo 6.1 TMAB (5, ¢)
Requiere: S: simplex, e: precision
: if w(S) < e then

return 1

—_—

2

3: Crear un nuevo nodo N con S

4: for cada lado mayor Ej, = {j,k} de S do
5: {5, S, } :=Biseccion(S, j, k)
6 {r. Ny} := TMAB(S], ¢)

70 {rp, Ny} := TMAB(S,, €)

8 Ry =r;+r,

9 Anadir (Ey, Njp, Nop, Rp) a N
10: TamMinimo := min,{ Ry}

11: for cada lado mayor Ej, do

12:  if R;, > TamMinimo then

13: Quitar subarboles almacenados en Ny, v N,p,
14: Quitar (Ep, Nip, Ny, Rp) de N
15: return 1 + TamMinimo, [N » Vuelve a las lineas 6 0 7

El pseudocddigo del algoritmo TMAB se muestra en el algoritmo 6.1. Este algorit-

mo es una extension del algoritmo 3.1, donde solo aquellos LM que generan un MAB
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6.2 Algoritmo para generar todos los menores arboles binarios

son almacenados en el GT. Los pardmetros de entrada son el simplex regular inicial
S y la precision deseada e. La figura 6.1 muestra los primeros niveles de GT para un

3-simplex.

=

—

—

—

—

—

Z 22 22 22 22 22

—

AN

e

=t
AL

/ll\
zZZzzzzZ

~

Figura 6.1: GT para un 3-simplex. Solo se evalia un lado de S; porque es un simplex
regular. .S, se genera pero no se evalia porque es simétrico a Ss. Lo mismo ocurre con
los simplices Sg y S7.

Los resultados del algoritmo 6.1 son el tamafio de un MAB generado por BLM y
el nodo raiz del arbol GT, N; contiene S;. Siguiendo la numeracién de los simplices
expuesta en el algoritmo 1.2, donde dividiendo un simplex S; por BLM se generan
dos subsimplices Sy; y S9;11, pueden existir muchas instancias de S; en GT. Cada
instancia depende de el lado mayor biseccionado en niveles superiores del drbol GT.
En el algoritmo 6.1, linea 12, aquellos lados mayores y subéarboles generados a partir

de ellos, que no dan como resultado un MAB, son eliminados del GT.
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6.3 Algoritmo para contar el niimero de menores arbo-
les binarios en el GT (NMAB-GT)

El algoritmo 6.2 cuenta el nimero de MABs en GT. No cuenta todos los posibles
MABs porque se eliminan las simetrias (ver figura 6.1). El algoritmo cuenta los arbo-
les binarios de forma recursiva desde las hojas hacia nodo raiz. El nimero de MABs
en cada nodo de GT depende del nimero de arboles binarios en cada uno de sus des-
cendientes, Ny, y Ny, que se formaron dividiendo en el simplex de /N por el lado
mayor Ej, y la combinacion de los subdrboles. Por ejemplo, si tenemos un nodo con
dos hijos, uno que genera dos subdrboles binarios (tiene al menos dos lados mayo-
res) y otro que genera tres subdrboles binarios (tiene al menos tres lados mayores), el
nimero de subdrboles binarios generados en el nodo actual es seis. La combinacion
de los subéarboles en el algoritmo NMAB-GT comienza con el nodo raiz del arbol GT,

resultado del algoritmo 6.1.

Algoritmo 6.2 NMAB-GT (N)
Requiere: N:un nodo del arbol GT

1: if N es una hoja then

2 return 1

33 R:=0 » Numero de Menores Subarboles Binarios (MSABs) bajo el nodo N
4: for cada lado mayor Fj, de S en el nodo N do

5. r;:= NMAB-GT(Ny,) » Numero de MSABs en el subdrbol izquierdo
6 r, .= NMAB-GT(V,,) » Numero de MSABs en el subarbol derecho
7. R:=R+4r*xr,

8: return R

La tabla 6.3 de la seccion 6.5 presenta el nimero de MABs en GT para diferentes

valores de ¢.

6.4 Algoritmo para determinar los menores arboles bi-
narios my-validos (m;-MAB)

El algoritmo 6.3 busca en el arbol GT los MAB que son my-validos (véase la defini-

cién 6.7 en la pagina 89). El algoritmo genera matrices parciales durante la bisqueda,
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de acuerdo a la definicion 6.6. Cada matriz parcial Ay, determina un Menor Subarbol
Binario distinto (MSAB), mostrando como dividir los simplices en cada nivel ¢, para
formar ese subdrbol en particular. Las matrices A4 1)x,, S€ generan a partir de Ay,
(véase la ecuacion (6.1) para el caso peor en el nimero de combinaciones) visitando
nodos en el nivel ¢ + 1 del GT, siguiendo la biseccién previamente determinada por
la matriz parcial previa Ay.,,. Una matriz parcial A/, que no sea capaz de generar
un MAB my-vélido que llegue hasta el nivel ¢ + 1 serd descartada de la bisqueda. La
busqueda continua hasta que no existe una matriz my-valida que genere un MSAB que

alcance el siguiente nivel, o no exista un nivel siguiente a visitar.

Algoritmo 6.3 m;-MAB (GT, k)
Requiere: G7: salida del algoritmo 6.1, k: para la condicién my-vélido (m = 2F)

10 Ajym:=1 » Primera matriz parcial
20 Ai={A1xm} » Conjunto de matrices parciales
3. Q= {0} » Conjunto de matrices finales
4: npm =1 » Numero de matrices parciales evaluadas
5. while A # () do

6 Extraer una matriz parcial Ay, de A

7 if A el nivel /+1 en GT a partir de Ayy,, then

8
9

Almacenar Ay, en {2

else
10: I' := GenNewAs(GT, k, Ayx,)  » Generar un nuevo conjunto de matrices
parciales my-validas
11: Almacenar I en A
12: npm = npm + |T|

13: return §)

El algoritmo 6.3 sigue la estructura general de un algoritmo de Ramificacion y
Acotacion (véase el algoritmo 5.1 de la pagina 83), iterando sobre las matrices parcia-
les almacenadas en A. La primera matriz parcial Ay, almacena los indices del primer
lado mayor, pero este podria ser cualquiera de los lados porque es el simplex inicial
que es regular. En la linea 10 se producen nuevas matrices parciales my-validas para
el nivel / + 1 a partir de la matriz parcial actual Ay, (véase la definicién 6.7). Por

ejemplo, para un 3-simplex y £ = 0, el algoritmo 6.3 genera en la linea 10 las ma-
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trices parciales (), (3) y (}) a partir de la matriz parcial inicial A;,;=(1) (véase la
figura 6.1). Aquellas matrices parciales que no son rechazadas y no permiten progresar

en GT son almacenadas en €) (véase la linea 8).

6.5 Resultados

Los algoritmos expuestos en las secciones anteriores han sido implementados en C++

y se han ejecutado en la maquina BullX descrita en la seccién 3.4.

Tabla 6.1: A-3SNC es un ejemplo de conversion a matriz de la tabla 5.1. A;y> puede

extenderse a A;y4.
Nivel SeleccionLM(S;)

{1, 2} para i par
{1, 3} para ¢ impar

1| {12}
2 | (2.3} 1 1

32 3 3 3 3
4 | {1, 3} parai par 11 Lo
{1, 2} para ¢ impar 2 1 2 1
1 1 1 1

5 {1,2}
A3SNC=Apo=| 1 1 Apxa=1] 1 1

6 | {1.2}
1 2 1 2
1 1 1 1
1 1 1 1
1 2 1 2

e e
N = =N e e

Igual al nivel 5

Igual al nivel 6

10 | Igual al nivel 7

La tabla 6.1 muestra la matriz llamada A-3SNC obtenida a partir de la tabla 5.1
que muestra la secuencia de lados mayores a dividir para generar el menor nimero de
clases para un 3-simplex. El conjunto de LMs en A-3SNC es 2-valido. Los niveles 1
a3,y Sy6,son 1-vélidos y los niveles 4 y 7 son 2-validos. La matriz A-3SNC puede
aplicarse para generar drboles binarios con mas de 7 niveles porque los niveles 8, 9
y 10 emplean los mismos indices de LM que los niveles 5, 6 y 7, y a partir de ahi se
repiten los indices del mismo modo.

La columna TamafioArbol de la tabla 6.2 muestra el tamano menor de los arboles
binarios para un 3-simplex regular obtenidos mediante el algoritmo 4.8 para varios va-
lores de €. La columna A-3SNC _en_RS() muestra el tamaiio del arbol binario generado
por el algoritmo (1.2) cuando se usan los indices de la tabla 6.1 para elegir el lado

mayor por el que dividir los simplices. Comparando ambas columnas de la tabla 6.2
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el algoritmo RS genera arboles binarios de tamafio minimo para ¢ = 1/27, cuando se
usa la matriz A-3SNC. El uso de la matriz también devuelve resultados minimos para
otros valores de ¢, pero existen valores de € que no alcanzan un MAB. La tabla 6.2
muestra los resultados para estos valores de € en negrita. El motivo de estos resultados
es la aparicién de lados mayores en el refinamiento con un tamafo diferente de 1/27.
En la figura, 1.7, los simplices S5 y Sg son ejemplos de este caso para el problema del

2-simplex.

Tabla 6.2: Tamafio del menor 4rbol binario (TamafioArbol()) y del arbol binario gene-

rado por RS() con la matriz A-3SNC para un 3-simplex, variando la precision e.

€ | TamafoArbol() A-3SNC_en_RS()

0.8 31 31
1/2 47 47
0,35 335 351
1/22 351 351
0,2 1.727 1.727
1/23 2.751 2.751
0,1 13.695 13.695
1/24 21.887 21.887
0,05 108.799 109.311
1/2° 174.847 174.847
0,02 1.354.495 1.398.271
1/26 1.398.271 1.398.271
0,01 10.835.455 11.185.151
1/27 11.185.151 11.185.151
0,005 86.682.623 89.479.167
1/28 89.479.167 89.479.167
0,002 715.829.247 715.829.247
1/2° 715.829.247 715.829.247
0,001 | 1.431.658.495 1.431.658.495
1/219 | 1.431.658.495 1.431.658.495

La tabla 6.3 muestra el tamafo (|GT|) del arbol general, el nimero de arboles

binarios de tamafio minimo en GT, contados por el algoritmo 6.2 (MABs), el nimero
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de matrices parciales (npm) y el nimero de matrices finales (n fm) evaluadas por el
algoritmo 6.3, para las mismas instancias del problema mostradas en la tabla 6.2. El
valor de entrada £ se fija a 2 (véase la definicién 6.7). El tamaifio del 4drbol GT es
mucho menor que el tamafio de uno de los correspondientes MABs porque solamente
se procesa uno de los hermanos simétricos (véase la mejora 3.2 y la figura 6.1). No
obstante, los resultados para valores ¢ < 1/2° no se han podido calcular debido a los
altos requisitos computacionales de los algoritmos.

El algoritmo 6.3 devuelve solo una posible matriz 4-valida, igual a A-3SNC, para
los casos marcados con check (v') en la tabla 6.3. En aquellos casos sin check, el
algoritmo no ha encontrado ninguna matriz 4-valida. La matriz A-3SNC es de hecho

2-vilida, pero es también 2¥-vilida para un 3-simplex y k > 1 (véase la propiedad 6.2).

Tabla 6.3: Resultados de los algoritmos 6.1, 6.2 'y 6.3 para un 3-simplex y k = 2.

€ GT MABs npm nfm A-3SNC
0.8 9 1 5 1 v
1/2 11 1 5 1 v
0,35 111 16 17 0
1/22 41 1 8 1 v
0,2 137 9 10 1 v
1/23 173 9 11 1 v
0,1 617  59.049 13 1 v
1/24 785  59.049 14 1 v
0,05 | 180.708 1,6-10!%¢ 10 0
1/2° | 3.665 14108 17 1 v
0,02 | 34913 4,1.10% 17 0
1/26 | 17273  8,6:10% 20 1 v

La menor matriz posible seria 1-vélida con todos los indices de LM iguales para
cada nivel. La matriz A-3SNC representa el tnico conjunto 2-valido. Por lo tanto, no
existe otra matriz valida con un menor valor de k£ con el reordenamiento de vértices
aplicado en el algoritmo 1.3. Los resultados muestran que A-3SNC es la matriz my-

valida con el menor valor k.
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6.6 Conclusiones

El uso de la matriz A-3SNC necesita el mismo método de reordenacién de vértices
para cada simplex, de acuerdo al algoritmo 1.3. El coste computacional de esta reorde-
nacion es mucho menor que el calculo de las distancias entre vértices, el cual aumenta
conforme se incrementa n.

El problema anélogo al abordado en este estudio es el de encontrar el menor nime-
ro de reordenaciones de vértices en los simplices de forma que el mismo indice de lado
mayor sea el lado a biseccionar en cualquier nodo del MAB. Este enfoque parece ser
tan complejo como el abordado aqui. En el peor de los casos, seria necesario aportar
una reordenacion por cada simplex. Sin embargo, podria ser un enfoque interesante

para abordar en un trabajo futuro.

6.6 Conclusiones

Para dar respuesta a la pregunta 1.6, en este capitulo se han estudiado varios algoritmos
que conjuntamente permiten la busqueda de matrices con una repeticion alta de indices
de lados mayores a dividir por nivel del arbol binario. Se ha podido comprobar que la
secuencia presentada en el apartado 5.3 ([26]) es la unica 2-vdlida y 4-vdlida (ver
definicién 6.7 y propiedad 6.2). La complejidad combinatoria del problema tan solo
nos ha permitido obtener resultados para el 3-simplex y € > 1/2°. La investigacién y
aplicacion de los algoritmos para el problema cuando la dimension es mayora 4 o e <
1/29 requiere el uso de computacion paralela debido a los requisitos computacionales y
de memoria para producir una matriz 4-véalida para una precision pequeila que permita

dividir cada lado inicial varias veces.
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Conclusiones y trabajo futuro

En este capitulo se resumen las principales conclusiones que se obtienen tras el

trabajo realizado y se sugieren futuras lineas de investigacion que pueden ser de interés.

7.1 Conclusiones

En esta tesis se ha investigado el proceso de biseccidn iterativa de un n-simplex regular
utilizando el método de biseccion por el lado mayor. El problema que aparece es que
para simplices de dimension mayor que tres, la seleccion del lado mayor no es unica,
es decir, aparecen varios lados mayores que pueden ser divididos.

Tradicionalmente, por comodidad, se ha seleccionado el primer lado mayor segin
la ordenacioén de los vértices del simplex. El problema es que este método de seleccion
del lado mayor genera un arbol binario con un nimero de simplices muy alto. Para
reducir el nimero de simplices que se generan, se han desarrollado varias heuristicas
de seleccion de lado mayor a dividir. Todas ellas generan drboles de menor tamafio que
la seleccion del primer lado mayor, pero dependiendo de la dimension del problema,
la heuristica que obtiene un drbol de menor tamafio varia. Ademas, utilizando cual-
quiera de las heuristicas presentadas, el tamafio del arbol obtenido no es el menor para
n >3. Por lo tanto, encontrar una heuristica que consiga el menor arbol es una cuestion
todavia sin resolver.

Se han desarrollado algoritmos secuenciales para obtener el tamafio del menor
arbol binario generado mediante BLM de un simplex regular. Debido a la complejidad
del problema que se esté tratando de resolver, el coste computacional de los algorit-
mos disehados es muy alto. Se han desarrollado estrategias para reducir la bisqueda y

gracias a ellas se ha conseguido reducir el coste computacional de los algoritmos. Se
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ha disefiado un algoritmo recursivo y otro iterativo con la finalidad de poder estudiar
las ventajas e inconvenientes de estos dos enfoques de programacion. Los algoritmos
se han ejecutado para la resolucion de diferentes instancias del problema en distintas
madquinas. La version recursiva consume un menor tiempo de ejecucion para resolver
las instancias del problema planteadas. Dado el alto requerimiento de memoria de los
algoritmos, se observa como el uso de diferentes gestores de memoria dinamica afecta
en gran medida a los tiempos de ejecucion de los algoritmos. De entre todos los gesto-
res evaluados, se ha comprobado experimentalmente como Lockless Allocator reduce
considerablemente el tiempo de resolucion del problema, independientemente de la
instancia del problema o del método de resolucion usado.

La obtencion del tamafio del menor drbol binario que aparece durante el proceso
de biseccion iterativa de un simplex, es una tarea computacionalmente muy costosa.
Para llevarla a cabo, se han desarrollado dos algoritmos paralelos que hacen uso de un
numero fijo de hebras (T3S y TBB) y dos con un nimero dindmico de hebras (RPTH
e IPTH). A partir de los experimentos realizados, la conclusion es que los algoritmos
TBB (algoritmo 4.5) e IPTH (algoritmo 4.8) son los que obtienen los resultados de
una manera mas eficiente. TBB es el algoritmo que mejor se comporta en problemas
de dimensién menor que 5, debido a que no consume la memoria de las maquinas
utilizadas. Sin embargo, debido a su alto requerimiento de memoria, para dimensiones
mayores, su comportamiento no es eficiente y es la version IPTH la que obtiene los
mejores resultados, aunque su buen speedup no es cercano al lineal.

Para hacer una estimacion del tamafio de un subarbol a partir de un nodo, el tener
un arbol con el menor nimero de formas de simplices reduce el nimero de posibles
subdrboles y facilita el cédlculo de una estimacion de su tamafio. Para determinar el
nimero minimo de clases de simplices en el proceso de refinamiento de un simplex se
ha desarrollado un algoritmo B&B que comprueba todas las clases de todos los posi-
bles arboles binarios que se generan dependiendo del lado mayor seleccionado. Con
dicho algoritmo se ha obtenido que el nimero minimo de clases que aparecen duran-
te el proceso de refinamiento de un 3-simplex es 8 [23]. Para dimensiones mayores a
cuatro, debido al alto coste computacional del algoritmo, se requiere el uso de compu-
tacion de altas prestaciones para poder obtener una solucién en un tiempo razonable.

La investigacion ha concluido desarrollando una serie de algoritmos que conjunta-

mente, buscan la secuencia recurrente de lados mayores a dividir y de menor tamafio
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para obtener el arbol binario de menor tamafio. Se ha podido comprobar que la se-
cuencia presentada en el apartado 5.3 ([26]) es la tnica 2-valida y 4-valida (ver defini-
cién 6.7 y propiedad 6.2). La complejidad combinatoria del problema tan solo nos ha
permitido obtener resultados para el 3-simplex y € > 1/2°, La investigacion y aplica-
cién de los algoritmos para el problema cuando la dimensién es mayor a 4 0 ¢ < 1/2°
requiere el uso de computacion paralela debido a los requisitos computacionales y de
memoria para producir una matriz 4-valida para una precision pequefia que permita

dividir cada lado inicial varias veces.

7.2 'Trabajo futuro

Como primer punto a resolver en un futuro se tiene la mejora de los algoritmos parale-
los que calculan el tamafio del menor arbol binario. Para la mejora de IPTH, se plantea
estudiar qué hebra ha de crear nuevas hebras y qué carga de trabajo que tiene que ir
asociada a la nueva hebra. También se plantea la inclusion del trabajo propuesto en
[69] en la version IPTH. Esta mejora conseguird que el nimero méximo de hebras que
se puede generar varie de manera dindmica segun las condiciones de la maquina en la
que se esté ejecutando el algoritmo.

Para la mejora de IPTH o TBB, se propone como trabajo futuro, obtener un al-
goritmo que compruebe de manera sencilla si los pares de simplices generados en la
divisién de un mismo simplex por lados diferentes son semejantes en forma. En caso
afirmativo, sélo una pareja deberia ser procesada y por tanto, el coste computacional
de procesado del simplex se veria reducido en gran medida. Como ejemplo, tenemos
un 3-simplex, que en su primera division genera un simplex con tres lados mayores.
Tres lados mayores dan lugar a tres parejas, seis simplices a analizar, en una pareja dos
simplices son gemelos y solo uno de ellos serd analizado. Las otras dos parejas tienen
forma semejante y s6lo una de esas parejas deberia ser analizada. Por lo tanto, en vez
de tener que analizar los subarboles generados por seis simplices, s6lo hay que analizar
los subarboles generados por tres.

Conocido el tamano de arbol minimo para una determinada dimension y precision
aparecen dos retos. El primero es, para una dimension de simplices mayor a 4, obtener
una secuencia de lados mayores a dividir que nos lleven a la obtencién de dicho arbol.

De este modo, se reduciria en gran medida el coste computacional asociado al cdlculo
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del lado mayor a dividir en el proceso de divisiéon de un n-simplex. El segundo reto
es como realizar una prevision de la carga computacional pendiente, cuando se ejecuta
un algoritmo de B&B y se conoce el tamafio de arbol minimo.

Otra futura linea de investigacion es el estudio de las clases de simplices que se
generan en el refinamiento por el lado mayor. Se aplicard computacién paralela para
obtener el arbol con menor nimero de clases cuando la dimension del simplex a refinar
es mayor que 4. Se estudiard si, como sucede para el caso del 3-simplex, el arbol de

tamafio minimo y el arbol con menor niimero de clases coinciden.
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