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A Raquel y Alberto






“La mitad estd hecha cuando tienen buen principio las cosas”

Fernando de Rojas (1475-1541)

“La formulacion de un problema, es mds importante que su solucion”

Albert Einstein (1879-1955)

“Nunca vayas por el camino trazado, porque conduce hacia donde otros
han ido ya”
Alexander Graham Bell (1847-1922)

“La inspiracion existe, pero tiene que encontrarte trabajando”
Pablo Ruiz Picasso (1881-1973)

“El pensador sabe considerar las cosas mds sencillas de lo que son”

Friedrich Nietzsche (1844-1900)

“Todo lo ajustable tarde o temprano requiere un ajuste”

Conclusién de Kagel

“Bien acierta quien sospecha que siempre yerra”

Francisco de Quevedo (1580-1645)

“No se sale adelante celebrando éxitos, sino superando fracasos”
Jaime Pericles
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Prodlogo

Muchos de los problemas practicos que aparecen en diversas areas pueden plantearse como
problemas de Optimizacién Global. Consideremos, por ejemplo, el diseno de un sistema
que exige ciertas condiciones criticas de funcionamiento. Este sistema debe incluir carac-
teristicas que pueden ser modificadas por el disenador, dentro de ciertos limites. El rango
de valores que puedan tomar estos pardmetros especifica el espacio de definicién de las
variables de entrada para el problema de optimizacién. Cuando el rendimiento del sistema,
se expresa como una funciéon matemadtica de las variables a optimizar, esta funciéon posee
frecuentemente méas de un minimo (0 méximo) local. Los algoritmos que distinguen en-
tre estos minimos locales y localizan el mejor, se conocen como aquellos que resuelven el
problema de Optimizacién Global.

La Optimizacién Global estd relacionada con la caracterizacién y computacién del
minimo o maximo global de funciones no lineales con o sin ligaduras. Tales problemas
aparecen en un amplio rango de aplicaciones del mundo real que se pueden modelar ma-
temdaticamente. Entre tales aplicaciones, se encuentran: finanzas, estadistica, control en
plantas de produccién industrial, diseno de circuitos, problemas de redes y transporte,
diseno y control en ingenieria quimica, biologia molecular, y otras muchas [52]. Estos pro-
blemas pertenecen a la clase de los problemas NP-Duros [131], por lo que son dificiles de
resolver.

La Optimizacién Global es sustancialmente méas complicada que la Optimizaciéon Lo-
cal, en la cual se busca un minimo local en las proximidades del punto de comienzo de
la busqueda. Una manera de obtener los minimos globales consiste en determinar todos
los minimos locales y de ellos quedarse con los menores, pero esta aproximacién es im-
practicable, debido a que muchos problemas se caracterizan por tener un gran nimero de
minimos locales. Ademads, incluso la determinacién de un minimo local no es siempre facil.
Por lo tanto, en vez de una informacién local hay que usar una informacién global para
evitar la busqueda en soluciones locales.

Los métodos basados en el andlisis de intervalos son apropiados para obtener una infor-
macion global con un coste bajo. Los intervalos se representan en el computador mediante
dos numeros reales que deben ser internamente representables mediante la Aritmética
Computacional. Un intervalo es un subconjunto infinito de los niimeros reales cerrado y
acotado, y no soélo las cantidades finitas representadas en los limites del intervalo, por
lo tanto tienen una cantidad infinita de informacién, lo que implica que tienen informa-
cién global. En la seccién 1.2, se definird la Aritmética de Intervalos que fue desarrollada
inicialmente con el propédsito de tener en cuenta los errores de redondeo cometidos por
la. Aritmética Computacional [124], permitiendo asi probar en el computador sentencias
matematicamente correctas. Por ejemplo, usando una sola evaluacion de la Aritmética de
Intervalos, se puede obtener informacién fiable sobre la inclusién del rango de la funcién
objetivo en un intervalo (su coste es, aproximadamente, dos veces el de la Aritmética Real),
con lo que se puede determinar si una funcién tiene un cero en un intervalo determinado.
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Para la obtencién de soluciones rigurosas, aparecieron una nueva clase de algoritmos
de Optimizacién Global, distintos de los tradicionales, basados en la Aritmética de Inter-
valos. El primer algoritmo de este tipo es el llamado Moore-Shelboe, ya que Skelboe [167]
desarrollé el primer algoritmo de Optimizacién Global, basado en las ideas de Aritmética
de Intervalos de Moore [123] y en el modelo de Ramificacién y Acotacién, siendo éste
mejorado posteriormente por Moore [126]. Las mejoras introducidas en el algoritmo de
Moore-Skelboe pueden encontrarse en [88]. Tanto el algoritmo bésico, como los dispositi-
vos aceleradores mas ampliamente utilizados, serdn descritos en este trabajo, en el que se
presentan nuevas versiones secuenciales y paralelas.

Los computadores paralelos son los que ofrecen una mayor potencia de cédlculo. Se
usan principalmente para resolver problemas cuyo tiempo de resolucién sobre una méaquina
secuencial es muy grande. La ventaja de los computadores paralelos es el uso de varios
procesadores para la resolucién de un problema. Para obtener buenos resultados sobre un
computador paralelo, normalmente hay que adaptar los programas secuenciales a la nueva
arquitectura. Los algoritmos de Optimizacién Global basados en Aritmética de Intervalos
y Ramificacién y Acotacién, debido a que determinan con la precisién deseada todos
los minimos globales, son llamados también algoritmos de Optimizacion Global precisos.
Debido a su precisién, estos algoritmos tienen una complejidad exponencial con el nimero
de dimensiones del problema a resolver. Esto, junto con el hecho de que los algoritmos de
Ramificacién y Acotacién son altamente paralelizables, los hacen buenos candidatos para
su resolucién en paralelo.

Esta tesis se ha organizado de la siguiente forma: en el Capitulo 1 se introducen las
bases matemadticas y cientificas de los algoritmos de Optimizaciéon Global basados en in-
tervalos y la nomenclatura usada. También se describen los distintos tipos de problemas
de optimizacién y los distintos algoritmos propuestos para su resoluciéon. En esta tesis nos
centraremos en los algoritmos de Optimizacién Global basados en intervalos. Para ello se
realizard una breve descripcion de la Aritmética Computacional y de Intervalos, asi como
de la Aritmética de Intervalos Extendida. También se describen los distintos tests que
permiten determinar la inexistencia de minimos globales. Varios de estos tests, como el
test de monotonia, requieren que el problema a resolver sea diferenciable. En esta tesis
las mejoras propuestas para los algoritmos de Optimizacién son independientes de la di-
ferenciabibidad o no, de los problemas a resolver. Ademas, para los estudios numéricos es
importante probar las nuevas mejoras con la ausencia de otros dispositivos aceleradores.
No obstante, en la Seccién 1.3 se describen los dispositivos aceleradores méas ampliamente
utilizados en los algoritmos de Optimizacién Global basada en intervalos. Por el mismo
motivo, se introduce la Diferenciacion Automadtica que permite un calculo eficiente de
la funcién de inclusién del gradiente y de la matriz Hessiana, sin necesidad de expresar
explicita y analiticamente, las derivadas de la funcién objetivo. Finalmente, se detallarin
las reglas generales de: Divisidn, Seleccion, Acotacion, Eliminacion y Terminacion que
rigen los algoritmos de Ramificacién y Acotacién, las posibles opciones para las mismas y
sus ventajas e inconvenientes. Estas reglas serdn la base de los estudios posteriores.

En el capitulo 2 se estudia una clase de problemas de Optimizacién que consisten en
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la determinacién de la primera raiz de una funcién uni-dimensional y la primera raiz de
un conjunto de funciones uni-dimensionales. La resolucién de este tipo de problemas tiene
un amplio rango de aplicaciones. En este capitulo se presentan nuevos algoritmos que
resuelven eficientemente estos problemas.

En el capitulo 3 se describe un algoritmo simple de Optimizacién Global precisa y
se presentaran las modificaciones propuestas para las reglas basicas de Ramificacién y
Acotacion de este algoritmo, concretamente, la Regla de Divisidn, la Regla de Eliminacion
y la Regla de Seleccion, las cuales permitiran acelerar considerablemente el algoritmo
inicial.

En el Capitulo 4 se hace un resumen de las bases de la computacion paralela. Después de
una clasificacién de las arquitecturas paralelas y de la definicién de los conceptos necesarios
para la realizacién de medidas de rendimiento de los algoritmos paralelos, se introducen
los criterios de balanceo de la carga, necesarios para los algoritmos de Ramificacién y
Acotacién, que serdn la base de los algoritmos paralelos de Optimizacién Global basados
en intervalos. Después, se estudiard la paralelizacién de los algoritmos de Ramificacién
y Acotacién, junto con las posibles elecciones a tener en cuenta en su implementacion y
las anomalias que se pueden presentar. Se describirdn brevemente las implementaciones
paralelas de los algoritmos de Optimizacién Global basados en intervalos que pueden
encontrarse en la literatura y finalmente se propone un nuevo algoritmo paralelo basado
en las mejoras que se introdujeron en el algoritmo secuencial, presentando resultados de
las pruebas numéricas realizadas, asi como de las medidas de rendimiento.

En el Apéndice A, se detallan los problemas de prueba utilizados en esta tesis. Se hace
una descripcién analitica de los problemas, se especifican sus dominios y la localizacién de
sus minimos globales.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION 1

Capitulo 1

Introduccion

1.1 Optimizacién matematica

La Optimizacién Matemadtica es el nombre formal de la rama de la ciencia computacional,
que busca una respuesta a la pregunta: ;Qué es mejor?, para problemas donde la calidad
de la respuesta puede expresarse mediante un valor. Estos problemas aparecen en areas
cientificas como Matemadticas, Fisica, Quimica y Biologia, Ingenieria, Arquitectura, Eco-
nomia y Administracién, existiendo también un amplio rango de técnicas disponibles para
resolverlos.

En esta seccidén se realizara una breve, y por lo tanto no exhaustiva, clasificacién de
los diferentes problemas de Optimizacién y de los métodos que existen para resolverlos.

1.1.1 Problema general

El objetivo en un problema de optimizacién es encontrar la mejor solucién, a menudo
expresada como un vector de reales, de forma que se minimice (o maximice) el valor de
una funcidn objetivo, posiblemente sujeta a una serie de restricciones sobre los posibles
candidatos. La descripcion general del problema es:

minimizar f(z)
sujeto a: g(z) <0,
h(z) =0, (L.1)

donde f(z) : R* — R es la funcion objetivo y g(xz) : R* — R™ y h(z) : R* — R* son
funciones que restringen la regiéon de busqueda de la(s) solucidn(es).
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2 1.1. OPTIMIZACION MATEMATICA

Se define la region de busqueda de los posibles candidatos, o dominio del problema
(1.1), como:

S={zeR":g9(z) <0, h(z) =0, z <z <7} (1.2)

En (1.2), z y T son limites (finitos) implicitos. Cuando sélo se da el tipo de restricciones
por limites implicitos en la regién de biisqueda, el problema de optimizacion se suele incluir
en el grupo de problemas denominados sin restricciones.

Una solucién global del problema (1.1) viene dada por z* € S de forma que f* =
f(z*) < f(z), Yz € 8. Una solucién local del problema (1.1), se define como f = f(z) <
f(x),Yx € SN N(z) con € > 0, donde N(z) son los e-vecinos del punto Z, definidos por
Ne(Z) ={x : || ¢ — Z ||< €}. Un minimo local no se considera una solucién 6ptima para
(1.1) hasta que no se demuestra que es una solucién global. S6lo se considera el problema
de minimizacién, ya que el de maximizacién puede reescribirse como uno de minimizacién
(max{f(x)} = min{—f()} )

Si todas la funciones definidas anteriormente son continuas, el conjunto de soluciones
6ptimas para el problema (1.1) es no vacio. Para resolver el problema (1.1), la mayoria
de las investigaciones realizadas se han enfocado al caso especial en el que la estructura
del modelo matemadtico tiene una serie de caracteristicas, con lo que se puede establecer
que solo existe una unica solucién y por lo tanto, un inico minimo, que es a la vez local
y global. Esto se cumple, por ejemplo, si f y S son convexas. Los métodos desarrollados
para problemas convexos usan solamente informacién local. Con la informacién de uno o
mas puntos, se construye una aproximacién de la solucién del problema original, la cudl
se usa para calcular un nuevo punto de prueba en la siguiente iteracion. Estos métodos
garantizan la convergencia al minimo global, si se da la propiedad de convexitud, de otra
forma, dicha convergencia no estd asegurada.

Aunque muchos tipos de problemas pertenecen a la clase anterior, existe una amplia
variedad de problemas donde la existencia de un solo minimo no puede ser postulada
o verificada, con lo que su resolucién se vuelve mas dificil. Ejemplos de esos problemas
pueden encontrarse en [144, 138, 177, 51, 50, 67, 9].

El campo emergente de la Optimizaciéon Global se ocupa de problemas de programa-
ci6n matemdtica, con la (posible) presencia de multiples minimos locales. Este niimero
de minimos locales es normalmente desconocido y puede ser bastante grande. Ademds,
las diferencias entre los valores de la funcién objetivo en los minimos locales y globales
pueden ser muy grandes. Debido a esto, las soluciones locales no son validas en la mayoria
de los casos. Incluso para diferencias pequenas entre los valores en los minimos locales y
globales, el no encontrar el minimo global puede traducirse, especialmente en aplicaciones
econdmicas, en millones de euros de pérdidas. Por lo tanto la Optimizaciéon Global puede
llegar a ser extremadamente importante. Dichas estructuras de minimos dan lugar a re-
presentaciones parecidas a paisajes montanosos. La mayoria de las aproximaciones cldsicas
no pueden aplicarse directamente para resolver estos problemas. Como ejemplo, la Figura
1.1 muestra una, relativamente simple, composicién de funciones trigonométricas con ar-
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CAPITULO 1. INTRODUCCION 3

(x,y)=0.2[sin(x+4y)—2cos(2x+3y)-3sin(2x—y)+4cos(x—2y)]

0

Eje Y -5 5

Figura 1.1: Ejemplo de un problema con multiples minimos locales.

gumentos polinomiales, sobre un espacio de bisqueda bidimensional. Naturalmente, ante
tales circunstancias, es esencial usar una estrategia de bisqueda global apropiada.

Los primeros y esporadicos trabajos sobre Optimizacién Global surgieron a finales de
los cincuenta. La evolucién desde entonces ha sido muy grande, de forma que el estado del
arte en la actualidad se caracteriza por varias decenas de monograficos y varios miles de
articulos de investigacion dedicados exclusivamente a este tema.

1.1.2 Clasificacion de los problemas de Optimizacion

Una clasificacién general, dependiente del nimero de variables, de su tipo y del tipo de
funciones involucradas en (1.1) se describe en la Tabla 1.1 [B.5.8].

Por ejemplo, cuando las variables de los problemas de Optimizacién son variables en-
teras, estos problemas se llaman también problemas de Programacion Entera (IP, Integer
Programming). Si las funciones del problema son lineales se llaman problemas de Pro-
gramacion Lineal (LP, Linear Programming). Si por el contrario, dichas funciones no son
lineales, nos encontramos ante problemas de Programacién No Lineal (NLP Non Linear
Programming), etc.

Una enumeracién mds concreta puede encontrarse en [145] y en [77], donde ademds
existen numerosas referencias de los siguientes problemas de optimizacién: Programacién
Bilineal o Biconvexa, Optimizacion Combinatoria, Minimizacién Céncava, Optimizacion
Global Continua, Diferencial Convexa (DC), Programacién Fraccional, Problemas Lineales
y No Lineales Complementarios, Optimizacion Lipschitz, Problemas MiniMax, Optimiza-
cién Multinivel, Programaciéon Multiobjetivo, Programaciéon Multiplicativa, Problemas de
Redes de Trabajos, Programacién Paramétrica No Convexa, Optimizaciéon Cuadrética,
Programacién Inversa Convexa, Optimizacién Global Separable y otros modelos proba-
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OPTIMIZACION MATEMATICA

Tabla 1.1: Clasificacién de los problemas de optimizacion.

‘ Caracteristica ‘ Propiedad ‘ Clasificacién
Numero de variables Una Unidimensional
Varias Multidimensional
Tipo de variables Reales continuas Continua

Enteras

Entera o discreta

Reales continuas y enteras

Entera mezclada

Permutaciones de enteros Combinatoria
Tipo de Funciones Funciones lineales Lineal

Funciones cuadraticas Cuadratica

Otras funciones no lineales No Lineal.

Formulacién del problema

Sujeto a restricciones

Con restricciones

No sujeto a restricciones

Sin restricciones

bilisticos no convexos.

En cuanto a la complejidad de la resolucién de estos problemas, Pardalos y Schnitger
[139] mostraron que demostrar que un posible punto candidato es un éptimo local, para
problemas de Programacion Cuadritica, es un problema NP-Duro. Pardalos y Vavasis
[140], demostraron también que la Programacién Cuadratica con un autovalor negativo es
un problema NP-Duro. Resolver el problema no convexo més simple de Programacién No
Lineal, es NP-Duro. Esto indica, que el tiempo de resolucién de cualquier algoritmo, en el
peor caso, se incrementa exponencialmente con el tamano del problema (teoria acerca de
NP-Completitud puede encontrarse en [59]). Consecuentemente, problemas de dimensién
cien, cincuenta o incluso diez, pueden considerarse como “grandes”, dependiendo del pro-
blema de Optimizacién Global investigado (recuérdese la Figura 1.1). Algunos ejemplos
en el ambito de la Optimizacién Global con restricciones son [48]: Quesada y Grossman
[148] resolvieron un problema de 20 variables con una funcién objetivo fraccional y res-
tricciones convexas y un problema de 10 variables con una funcién objetivo cuadritica y
restricciones no convexas y cuadréticas. Ryoo y Sabhinidis [162] resolvieron un problema
de 12 variables con una funcién objetivo no convexa y restricciones cuadraticas. Philips
y Rosen [143] han resuelto problemas de Programacién Cuadritica, de 50 variables no
lineales y 400 variables lineales, respectivamente. Horst y Tuy [78] han resuelto problemas
de minimizacién céncava de hasta 50 variables. Visweswaran y Floudas [182] han resuelto
problemas de Programacién Cuadratica Indefinida de 20 variables, problemas cuadraticos
NLP con 39 variables y problemas céncavos de Programacién Cuadratica Indefinida de 25
variables, generados aleatoriamente.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION 5

Tabla 1.2: Cualidades deseadas en los algoritmos de optimizacion.

Correccién No producir resultados incorrectos.
Completitud Encontrar todas las posibles soluciones.
Finitud Garantizar la convergencia.

Certeza Probar la existencia o inexistencia de soluciones.

1.1.3 Clasificacion de los algoritmos de Optimizacién

Existen muchas clases de algoritmos de Optimizacién Global que poseen fuertes propie-
dades tedricas de convergencia y al menos, en principio, se pueden implementar y apli-
car directamente. Todos estos algoritmos rigurosos de Optimizacién Global, como se co-
mentd anteriormente, tienen una demanda computacional que se incrementa en un orden
no polinomial con respecto al tamano del problema, incluso en las instancias mas simples.
Cuando se requiere una eficiencia mayor, los algoritmos de Optimizacién Global pueden
hacer uso de fases de optimizacién local tradicionales, las cuales convergen riapidamente
cuando estdn cerca de una soluciéon o de un 6ptimo local, estando fuera del dmbito de
estos métodos locales el encontrar todas las soluciones, o probar la existencia o ausencia
de las mismas. Los métodos tradicionales pueden fallar, no obteniendo una convergencia
en problemas dificiles de resolver. Sin embargo, la convergencia global debe garantizarse
por medio de los componentes del algoritmo con dmbito global, los cuales, teéricamen-
te, deberian usarse de una forma exhaustiva. Estas necesidades indican la dificultad de
desarrollar algoritmos eficientes y robustos de Optimizacién Global. En la Tabla 1.1.3 se
resumen las cualidades que deberia tener un algoritmo de Optimizacién Global. Sélo unas
pocas de las implementaciones existentes garantizan todas las cualidades mostradas. Nor-
malmente, en las implementaciones se combinan ideas de diferentes aproximaciones. Una
clasificaciéon debida a Pinter [145] es la siguiente:

Particién adaptativa y estrategias de bisqueda: Algoritmos de Ramificacién y Aco-
tacién, aproximaciones Bayesianas y métodos basados en Aritmética de Intervalos
[153, 121, 133, 187, 71, 77, 78, 144, 88].

Algoritmos estocasticos adaptativos de busqueda: Busquedas aleatorias, enfriamien-
to simulado, algoritmos genéticos y algoritmos evolutivos [181, 187, 77, 118, 144].

Estrategias enumerativas: Por ejemplo, para resolver problemas de optimizacién com-
binatoria, o problemas de optimizacién con cierta estructura, como la que tienen los
problemas de optimizacién céncavos. [77, 78].

Busqueda global mediante métodos locales: Aplicando una busqueda de rejilla o
bisquedas aleatorias para la fase global, y algoritmos de bisqueda local [77, 144].
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6 1.1. OPTIMIZACION MATEMATICA

Estrategias heuristicas: Deflacién, tunelado, métodos de rellenado de funcién, aproxi-
maciones infraestimadas de globales convexos, biisquedas tabi, etc [77, 144].

Métodos Homotdpicos y otras aproximaciones relacionadas: Incluyendo métodos
de punto fijo, algoritmos de pivote, etc.[77].

Métodos pasivos: Busqueda uniforme en rejilla, bisqueda aleatoria pura [77, 144].

Métodos de aproximacién sucesiva: También llamados de relajacién, como los de
corte de planos y otros tipos de corte, construcciones de minorantes y ciertas es-
trategias de descomposicién y optimizacién anidadas [77, 144].

Métodos de trayectoria: Métodos basados en modelos de ecuaciones diferenciales, es-
trategias de caminos de busqueda dirigidos, etc. [77].

Como puede verse, no existe un método universal de resolucién de problemas de Op-
timizacién, eligiéndose uno u otro dependiendo de las caracteristicas del problema, de los
requerimientos de calidad en los resultados y del tiempo de respuesta del algoritmo.

Algunas direcciones de Internet, donde se pueden encontrar revisiones de los métodos
de Optimizacién Global y del software que se encuentra actualmente disponible para este
proposito, se muestran en [B.5.1-B.5.9].

La clasificacién de los algoritmos de optimizacién mostrada anteriormente suele gene-
ralizarse haciendo una distincién entre algoritmos estocasticos y deterministicos.

Todos los métodos estocdsticos usan algun factor aleatorio en sus algoritmos y la
demostracion de su convergencia depende de argumentaciones estadisticas [177, 163]. Nor-
malmente los métodos estocasticos se aplican a problemas sin restricciones y no necesitan
ningun conocimiento sobre la funciéon objetivo, dando a menudo resultados éptimos o cer-
canos a los 6ptimos. Se basan en obtener valores de la funcién objetivo en puntos de la
regién de busqueda elegidos aleatoriamente. Son el recurso a utilizar cuando el tamano del
problema, dimensionalmente hablando, es grande o el problema no esta definido analitica-
mente. Las desventajas de estos métodos es que no garantizan que se encuentre la solucion
en un numero finito de pasos, ni que el minimo encontrado sea el global. Ejemplos de
aplicaciones de métodos estocdsticos con aportaciones del autor de esta tesis son: determi-
nar los pardmetros éptimos para la reconstruccién de imagenes a partir de proyecciones,
donde se usé Control Random Search (CRS) en su versién paralela (PCRS) [56, 57] y la
resoluciéon del problema de geometria combinatoria, basado en encontrar el mejor empa-
quetado de n circulos de igual tamano, en un cuadrado de tamano unidad, de forma que
el tamano de los circulos sea el mayor posible y sin solapamientos,. Para este problema se
aplicé una mezcla de los métodos de Aceptacién por Umbral y de Bisqueda Estocdstica
de Agente Simple [175].

Al contrario que los métodos estocdsticos, los métodos deterministicos no toman deci-
siones aleatorias en sus algoritmos y sus demostraciones de convergencia no dependen de la
probabilidad. Algunos ofrecen un tiempo de terminacién finito para problemas especificos
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CAPITULO 1. INTRODUCCION 7

y otros convergen cuando el nimero de iteraciones se aproxima a infinito. La clase de los
algoritmos deterministicos, donde se incluyen los métodos de Ramificacién y Acotacion,
de cobertura, basados en intervalos, de tunelado y enumerativos, puede dividirse a su vez
en dos categorias:

e Los métodos que computan el valor en puntos de la funciéon objetivo.

e Los métodos que computan limites de la funcién sobre conjuntos compactos (inter-
valos n-dimensionales cerrados y acotados, también llamados cajas).

Esta divisiéon separa ademads los métodos rigurosos de los no rigurosos. Los métodos
que toman valores puntuales de la funcién objetivo son inherentemente incapaces de dar
una informacién fiable para los problemas de optimizaciéon Global. Por otro lado, los
métodos basados en cdlculos de limites pueden producir soluciones globales rigurosas, si
se implementan adecuadamente, teniendo en cuenta los errores de redondeo producidos
por la Aritmética Computacional.

El método deterministico basado en el cdlculo de los limites de la funcién objetivo que se
estudiard en esta tesis estd basado en el uso de la Aritmética de Intervalos y algoritmos de
Ramificacién y Acotacién. El principal inconveniente de estos métodos es que se necesita
conocer la descripcidon analitica del problema a resolver. En las siguientes secciones se
desarrollaran los conceptos necesarios para el desarrollo de este tipo de algoritmos.

1.2 Aritmética de Intervalos

La Aritmética de Intervalos aparecié como una forma de evitar los errores de redondeo
producidos por el computador. La Aritmética de Intervalos es una generalizacién de la
Aritmética Real donde los niimeros, representados por intervalos, reemplazan a los niime-
ros reales y la Aritmética de Intervalos reemplaza a la Aritmética Real.

Los resultados tedricos obtenidos mediante el andlisis numérico estan basados en niime-
ros exactos y en una aritmética exacta, mientras que en casos practicos aparece la necesidad
del redondeo cuando los niimeros no son representables en la computadora. El propésito de
la Aritmética de Intervalos es obtener unos limites superior e inferior de los errores come-
tidos en la Aritmética Computacional. Varios autores trabajaron sobre la idea de limitar
los errores de la Aritmética Computacional mediante intervalos [45, 174]. La Aritmética de
Intervalos se atribuye a Moore con la aparicién de su libro Interval Analysis en 1966 [125].
Moore transformé esta simple idea en una herramienta para el andlisis del error. En vez
de tratar solo errores de redondeo, Moore extendié el uso de la Aritmética de Intervalos
para limitar el efecto de los errores de todas clases, incluyendo errores de aproximacion
y errores en los datos. A partir del trabajo de Moore han aparecido miles de articulos y
decenas de libros dedicados a este tema [71].
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8 1.2. ARITMETICA DE INTERVALOS

1.2.1 Ejemplo de errores de redondeo.

Se pueden encontrar en [B.1.1] la descripcién del fallo de un misil Patriot en la guerra del
golfo y la explosion del Arian 5, desastres supuestamente debidos a errores de la Aritmética
Computacional. Para enfatizar mdas sobre el problema, se mostrard a continuacién un
ejemplo debido a Rump [161]. La siguiente ecuacién:

F(z,y) = 333.75y° + 22(112%y% — y¥ — 121y" — 2) + 5.5y8 + % (1.3)
fue evaluada para x = 77617 e y = 33096. El programa para su calculo fue escrito en
Fortran. Este fue compilado y ejecutado sobre una SparcStation SLC. La exactitud de
las tres precisiones probadas, simple, doble y extendida fue de 6, 14 y 35 digitos decima-
les, respectivamente. Sélo se usaron las operaciones bésicas, por lo que las potencias se
realizaron mediante multiplicaciones. Los resultados obtenidos fueron los siguientes:

(precisién simple) f = 6.33825 - 10%°
(precision doble) f = 1.1726039400532
(precisién extendida) f = 1.1726039400531786318588349045201838

Observando los resultados, uno puede concluir que el resultado en simple precision es
erréneo. Ademds, uno puede (erréneamente) concluir que el resultado en doble precisién
es preciso, ya que concuerda en 13 digitos con el resultado en precision extendida. Sor-
prendentemente para muchos, todos los resultados son incorrectos, incluso en el primer
digito ya que el signo es incorrecto. En [102] se habla también de este ejemplo, mostrando
el resultado exacto, que fue obtenido mediante la Aritmética de Intervalos implementada
en el software VPI [47], usando una precisién variable con 40 digitos de exactitud. El
resultado estd incluido en el intervalo:

[-0.8273960599468213681141165095479816292005,
-0.8273960599468213681141165095479816291986]

Si el resultado se hubiera calculado usando Aritmética de Intervalos con poca precision,
se hubiera obtenido un intervalo menos preciso, pero que contiene el resultado correcto. Un
area del Andlisis de Intervalos, donde todavia se estd trabajando bastante, es el desarrollo
de algoritmos de intervalos que produzcan resultados que se cinan lo mdas posible a la
solucién exacta de los problemas [115, 116, 157].

1.2.2 Aritmética de Intervalos reales.

Nosotros nos centraremos en el Anilisis Real de Intervalos. Por este motivo cuando se
haga uso de la Aritmética de Intervalos se estara referenciando la Aritmética de intervalos
reales. Se puede encontrar una amplia bibliografia sobre el Anélisis de intervalos complejos
en [71] y una descripcién del mismo en [88].

Antes de describir con més detalle los conceptos relacionados con la Aritmética de In-
tervalos, se introducirdn las notaciones que se utilizardn en este trabajo para la Aritmética
Real y la Aritmética de Intervalos.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION 9

Notaciones de la Aritmética Real
En este trabajo se usaran las siguientes notaciones:

R El conjunto de los ntimeros reales.
NG El conjunto de los vectores de reales.
R™ ™  El conjunto de las Matrices n x m de reales.

Los elementos de un vector x € R o de una matriz M € R ™ se enumerardn por
subindices. Se usaran superindices para enumerar un vector o una matriz dentro de una
secuencia. Por ejemplo:

z,; € R Elemento 7 del vector x.
M;,, € R* Filaidela matriz M.
M,; € R™ Columna j de la matriz M.
M;;=M;; € R Elemento 7 de la columna j de la matriz M.
zF € R" Vector k dentro de una enumeracién o secuencia.
MF € R* Matriz k dentro de una enumeracién o secuencia.

Se usardn mintusculas para definir nidmeros reales y vectores de numeros reales, y
mayusculas para definir matrices.

Para la multiplicacién de ntimeros reales, vectores y matrices se usara siempre el simbo-
lo 7-”(se puede omitir). De este modo, el producto escalar de dos vectores z,y € R" se
define como:

n
ﬂﬁ'y:xyzzxi'yi (1.4)
i=1

Para una funcién f : D C R® — R con f € C%(D), siendo C™(D) la clase de funciones
diferenciables de grado n en el dominio D, se define:

5o (z)
2 ()
Vi) =)= | (15)
5 (x)
como el gradiente de la funcién f y
2 2 2
%(x) 51;615];2( ) 5;515/;; ()
Pl Pl ... Pl
V2f(z) = f'(z) = ‘Ww}( R 5“%( ) (L.6)
o o : o
(5$n(5f$1 (LE) da:ngxz (‘T) T ﬁ(.’l))
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10 1.2. ARITMETICA DE INTERVALOS

como la matriz Hessiana de f.
Para g: D C R* — R" con g € C'(D), se define

0 ) )
g%(w) g%(w) ((;53%(06)
Jg (x) — (5$1:(‘,'E (5$2:(‘,'E : (S.Tn(x)
0gn [ n‘ 0gn
5a: (@) 55 (@) 5o (@)

como el Jacobiano de g. Ademds se cumple que si g(z) = Vf(x), entonces Jy(z) =

V2f(z).

Notaciones de la Aritmética de Intervalos.

Se usardn letras mayusculas para los intervalos. Asi, el intervalo X se define como: X =
[z,Z], £ < T € R, donde z es limite inferior de X y T es el limite superior. Un nimero
real z es andlogo al intervalo [z, z].

Se usaran las siguientes notaciones:

I El conjunto de los intervalos.
I El conjunto de los vectores de intervalos.
[™*™ Kl conjunto de las Matrices n x m de intervalos.

Los elementos de I" son llamados también cajas (n-dimensionales). La notacién usada
para indexar intervalos serd analoga a la usada para indexar nimeros reales. Para X € I
e Y € 1" se define:

wX) =T—=z Ancho de X.
w(Y) = max w(Y;) Ancho de la caja Y.
1<i<n
m(X) = (z+7)/2 Punto medio de X.
m(Y) = (m((Y1),m(Yz),...,m(Y¥,))T Punto medio de la caja Y.

Cuando se exprese un nimero real z, como un intervalo [z, z], se usard normalmente
la notacion real debido a que es mas simple, pudiéndose deducir del contexto cudndo se
debe tratar como un intervalo y cudndo como un punto real.

Extension natural a intervalos

Para una operacién binaria, ” o ”, sobre intervalos, con o € {+, —,+,/}, se pretende que:
XoY = |minx oy, maxz o 1.7
ming oy, maxa oy (1.7)
yey yey

leo@miro.ualm.es



CAPITULO 1. INTRODUCCION 11

Anidlogamente, para una funcién unaria ¢ sobre un intervalo:

¢(X) = [min ¢(z), max ¢(z)] (1.8)

zeX zeX

Obteniéndose asi el rango exacto de las correspondientes operaciones. Sin embargo, esta
exactitud no se obtiene siempre, debido a las operaciones definidas sobre intervalos:

X+Y=[z+y,
=z -7,
~a (1.11)
a = min{zy, Ty, Y, 7Y}

b = max{zy, Ty, zY, Ty}

111,

¥ =gk 0FY (1.12)

HI

Hl
. o
—
-~
=
o ©
N N—

Definicién 1.2.1 Si una funcion f: R* — R es computable como una expresion, algorit-
mo o programa de computador, utilizando las cuatro operaciones bdsicas sobre intervalos,
entonces se define la extension natural de la Aritmética Real o la de Intervalos de f,
como aquella en la que los operandos reales se sustituyen por intervalos de reales y las
operaciones reales por operaciones sobre intervalos.

Para las funciones f : D C R* — R™ se define:

~

(X) Elrango de f en X.

(X) Extension de f a intervalos.
(X) El limite superior de F'(X).
(X) El limite inferior de F'(X).

I |
< o e

Como se puede observar, la resta y la divisién definidas en [ no son las inversas de la
suma y la multiplicacién. Por ejemplo:

Si X =[1,2] entonces X — X =[-1,1] y X = X =[1,2].

Aunque las operaciones suma y multiplicacién de intervalos son conmutativas y aso-
ciativas, no verifican la ley distributiva, definiéndose la nueva ley como subdistributiva:

Para A,B,C €l,A-(B+C)CA-B+A-C

Ejemplo 1.2.1 La funcion real fi(x) = 2% — x también se puede escribir como fa(x) =

z(z — 1). Realizando su extension natural sobre el intervalo X = [0,1] se obtiene que:

P(X) = [01p-[0,1 = [01-[01] = [-11] y
BX) = [01(01]-1) = [0,1][-10] = [-10]

leo@miro.ualm.es



12 1.2. ARITMETICA DE INTERVALOS

Ademais, el rango real exacto de la funcién en el intervalo [0, 1] es f([0,1]) = [-1/4,0],
por lo que la Aritmética de Intervalos puede obtener sobreestimaciones del rango de la
funcion real en el intervalo X . Esto es debido a que se asume implicitamente que la variable
x varia independientemente en el término z? y en el término —z. Este fenémeno se conoce
como dependencia de intervalos.

En el tratamiento de los problemas de Optimizacién usando Aritmética de Intervalos
la principal herramienta es el concepto y la aplicacién de las funciones de inclusion.

Definicién 1.2.2 Seq f: D CR" — R. Una funcion F : 1"(D) — I se llama funcion de
inclusion de f si:
f(X) C F(X), VX C D. (1.13)

Teorema 1.2.1 §i F': [" — I es una extension natural de intervalos de f : R* - R y f
estd definida en X € 1™, entonces F' es una funcion de inclusion de f en X [88].

Por lo tanto la Aritmética de Intervalos es una herramienta que nos permite obtener
funciones de inclusion [125, 152]. Por ejemplo, en la Figura 1.2 se ha representado una
funcién f : R — R, el intervalo X = [z,T], asi como f(X) y F(X) = [F(X),F(X)],
obtenida con las rutinas BIAS [90].

F(X)

F(X)

Figura 1.2: Funcion de inclusion de la funcién f(z) = = + sin(bz) en el intervalo X =
[1.1,2.1], obtenida con las rutinas BIAS [90].

1.2.3 Extensién de la Aritmética de Intervalos

En las operaciones bésicas definidas anteriormente (1.9-1.12), se ha excluido la opera-
cién de divisién cuando el intervalo del denominador contiene el cero. Para soportar esta
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CAPITULO 1. INTRODUCCION 13

caracteristica se realizé una extension de la Aritmética de Intervalos llamada Kahan-
Novoa-Ratz, ya que fueron estos autores los que presentaron las primeras versiones [85]
y las mejoras de las mismas debidas a correcciones de inconsistencias [135, 156]. En la
Aritmética de Kahan-Novoa-Ratz la operacion de divisién de dos intervalos X e Y, con
0 € Y, se define de la siguiente forma:

X[1/7,1/y] si0¢Y,
[—o0,00] si0e X y0eYy,
[T/y,00] siT<0ey<y=0,
[—00, T/ U [Z/y, 0] siZT<0ey<0<7,
— [—00,T,7] siz<0y0=y<7, (1.14)
lv: 7] [—oo,z/y] si0<zey<y=0,
[—o0,z/ylU[z/7,00] si0<zey<0<y,
[z/7],00] siz<0y0=y<7,
\ 0 si0¢Xy0=Y.

Por ejemplo, de acuerdo con la férmula (1.14), [2,3]/[-3.4] = [-00,-2/3] U [1/2,00],
donde [-00,-2/3] U [1/2,00] representa el rango real de z/y, = € [2,3], y € [-3,4]. No hay
que confundir la Aritmética de Kahan-Novoa-Ratz con otras extensiones de la Aritmética
de Intervalos diseniadas para otros propésitos. Por ejemplo, la Aritmética de Kaucher
se us6 para obtener estimadores internos y externos para el conjunto de soluciones de
un sistema lineal basado en intervalos [165]. Otro ejemplo es el debido a Markov [115,
116], donde el autor propone una aritmética que reduce la sobreestimacién de los rangos
obtenidos con la Aritmética de Intervalos tradicional. Estos tipos de aritméticas son a
veces llamadas Aritméticas de Intervalos Extendidas.

;

1.2.4 Extensiones de funciones estandar

Para funciones monoétonas es facil definir su extensién a intervalos. Por ejemplo:

VX =[/z,VT], X >0 (1.15)
In(X) =[in(z),In(z)], X >0 (1.16)
eX = [e2, €7] (1.17)

Funciones no mondétonas, como la funcion seno, se pueden tratar haciendo uso de la
periodicidad de las mismas. Incluso existen estudios de hardware especifico para su compu-
tacién [76]. De hecho, se pueden obtener extensiones naturales de intervalos para cualquier
funcién que pueda ser representada con un programa de computador. Siempre se pretende
que los limites obtenidos por la Aritmética de Intervalos sean lo mas cercanos posibles
a los limites reales de la funcién f(X). Estos limites pueden ser computados mediante
cualquier expansion (racional, series de Taylor, etc) que tenga una férmula explicita del
término de error. Asi, los rangos de funciones estdndar pueden ser aproximados con la
precisién deseada dentro de los limites del sistema de punto flotante.

leo@miro.ualm.es



14 1.2. ARITMETICA DE INTERVALOS

Teorema 1.2.2 Supdngase una extension de intervalos, F(X), de una funcion real f :
R® — R™  obtenida mediante una secuencia de computaciones con limites rigurosos de los
rangos w;(X), de funciones estindar {wj}gzp entremezcladas con las cuatro operaciones
basicas sobre intervalos. Entonces esta extension natural de intervalos, F', de f es una
funcion de inclusion de f [88] .

1.2.5 Propiedades de las extensiones de intervalos

Una caracteristica deseable de las funciones de inclusién es que sean monétonas.

Definicién 1.2.3 Una extension de intervalos, F', es una funcion de inclusion mondtona
0 isétona, si para' Y C X se cumple que F(Y') C F(X)

Teorema 1.2.3 La extensiones naturales de intervalos, tal como se definieron en el Teo-
rema 1.2.2, son funciones de inclusion mondtonas [88].

La principal consecuencia del Teorema 1.2.3 es que permite resolver problemas de
Optimizacion Global, como se verd mas adelante.

Las primeras criticas a la Aritmética de Intervalos fueron debidas a que los limites de
los rangos obtenidos eran demasiado grandes o pesimistas para ser utiles. Esto ocurre fre-
cuentemente cuando la Aritmética de Intervalos se usa de una forma directa para extender
funciones reales a intervalos, pero una mejor comprensién de sus propiedades conduce a
algoritmos apropiados y efectivos.

Teorema 1.2.4 Supongase que f : R* — R se escribe como una secuencia de funcio-
nes estandar {wj}gzp entremezcladas con las cuatro operaciones bdsicas sobre intervalos.
Supdngase que en esta expresion, cada una de las variables {z;}7, ocurren una sola vez.
Si F' es la extension de intervalos de f y es calculada con Aritmética de Intervalos exacta
y rangos exactos para cada w;, entonces F(X) = f(X), es decir, el intervalo de inclusion
resultante es igual al rango exacto de la funcion real [88].

Ejemplo 1.2.2 Para f(z) = 22 — 2, F[-2,2] = [-2,2]? =2 = [0,4] — [2,2] = [-2,2] ¢
para f(z1,12) = 2122, F([-1,1],[-1,1))T = [-1,1][-1,1] = [-1,1].

El teorema anterior y la ley subdistributiva, sugieren que para maximizar la exactitud
de una extensién de intervalos, las expresiones o algoritmos definidos deberian reescribirse
de forma que se minimice el nimero de ocurrencias de cada variable o subexpresién. De
hecho, ésta es una heuristica razonable en muchos casos.

Computar el rango exacto de una funcién arbitraria f, sobre una caja X, es similar a
optimizar f sobre X. De cualquier forma se desean propiedades asintéticas de los limites
de los intervalos del rango de f, conforme el ancho de la caja X tiende a cero.
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Definicién 1.2.4 Seaq F : 1™ — " una extension o intervalos de f : R* — R™, evaluada
en la caja X. Si existe una constante K, independiente de la caja X, tal que w(F (X)) —
w(f(X)) < Kw(X)®, para todas las cajas X con w(X) suficientemente pequeno y un
a > 0 fijo, entonces se dice que F' es una funcion de inclusion de orden o o a-convergente.
Cuando « es uno o dos, entonces la funcion de inclusion es de primer o sequndo orden,
respectivamente.

Teorema 1.2.5 Las extensiones naturales de Intervalos de una funcion, donde se usan
los cuatro operadores bdsicos de la Aritmética de Intervalos y rangos exactos de funciones
esténdar, son de primer orden [88, 2, 123, 152].

Extensiones de segundo orden se pueden obtener mediante extensiones de intervalos
de series de Taylor, también llamadas expresiones centradas, y limitando el rango de las
derivadas.

Definicién 1.2.5 Supongase que f: D C R* = R, con derivadas continuas, X C D y
¢ € X. Entonces, la extension del valor medio de f a intervalos sobre X y centrada en c se
define por: F.(X,c) = f(c) + (X — ¢)'VF(X), donde VF(X) es el intervalo de inclusion
del rango de V f, componente a componente, sobre X.

Del teorema del valor medio y de las propiedades de la Aritmética de Intervalos se
deduce que F,(X,c) es una funcién de inclusién del rango de f sobre X [88, 133].

Teorema 1.2.6 Supongase que los componentes de VF son extensiones a intervalos de
Vf de orden al menos uno. Entonces F, es una extension a intervalos de f de orden dos
[91, 152].

Desafortunadamente, aunque sea deseable en algoritmos de Optimizacién Global, pare-
ce dificil obtener extensiones de intervalos de orden mayor de dos para funciones arbitrarias
[28, 43].

La expresién del valor medio es un caso especial de las expresiones centradas para
funciones de inclusién basadas en intervalos. Otras expresiones centradas, asi como su
discusién matemética, aparecen en [152]. Dichas expresiones deben ser usadas para obtener
limites més precisos en casos especificos.

Definicién 1.2.6 Krawczyk y Neumaier [133] introdujeron las expresiones basadas en la
pendiente (Slope Forms), mostrando que si para un intervalo S € 1 tal que, Vx € X se
tiene que

f(z) = f(e) + s (x —c) para algin s € S, (1.18)

entonces el intervalo Fs(X) = f(c) + 5 - (X —¢) contiene el rango de f sobre X, es decir,
f(X) C Fy(X). El intervalo S puede calcularse por medio de la extension a intervalos de
la pendiente y no solo por la extension a intervalos de la derivada. Si se usa la extension a
intervalos de la pendiente, entonces se expande f respecto a un punto arbitrario pero fijo
ce X.
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16 1.2. ARITMETICA DE INTERVALOS

Definicién 1.2.7 Sea f una funcion diferenciable. La funcion sy : R™ — R" con f(x) =
f(c) + sp(c,z)(x — c) se llama pendiente de f : R* — R (entre ¢ y z). En el caso uni-
dimensional se tiene que:

[(2)=f(c) ;
Sf(c,:w:{ e e

3, if r=c

donde § € R puede elegirse arbitrariamente. Si se asume que f es diferenciable y la pen-
diente continua, se puede definir § = V f(c). Ademds, se define la extension a intervalos
de la pendiente de f sobre el intervalo X por:

sp(e, X) ={sflc,z) :x € X, = #c},
donde f no necesita ser diferenciable.

Notas:

1. Es fécil ver que S = sf(c, X) satisface (1.18) y
f@)efle)+S-(z—c)Cflo)+5- (X —c).

2. A menudo se usa ¢ = m(X) para computar la extensién a intervalos de la
pendiente.

3. Si se asume que f es continuamente diferenciable se tiene que [133]:

Vix) = srle, X)

ceX
Ejemplo 1.2.3 Sea f(z) = 22 — 4z +2. Para el intervalo X = [1,7] y ¢ = 4 se tiene que:

sple, X) =X
Fy(e,X) = f(c) +s¢(c, X) - (X —¢) = [-19,23]

mientras que la extension natural y la del valor medio a intervalos dan como resultado:

F(X) =X?2-4X+2 = [—25,47]
VF(X) =2X -4 =[-2,10]
F.(X,¢) =f(c)+VF(X) (X —c¢) =][-28,32]

que son mayores que el obtenido por la forma basada en la pendiente. En realidad, la
forma basada en la pendiente da generalmente resultados mas precisos que la forma del
valor medio generalizada, usando el mismo valor de ¢ [133].

En [153] se muestra que no es siempre bueno usar la extensiéon de intervalos del valor
medio, especialmente para cajas grandes, ya que la sobreestimacion tiende cuadraticamente
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a infinito con la anchura de la caja, mientras que la sobreestimacion de la extension natural
a intervalos tiende linealmente a infinito. Un problema todavia abierto en el Anélisis de
Intervalos es saber como debe ser la anchura de un intervalo para que la extensiéon del
valor medio dé un resultado al menos tan bueno como el obtenido por la férmula original
[71].

Estudios més extensos sobre la Aritmética de Intervalos se encuentran en [2, 71, 123,
133]

1.2.6 Aritmética de Intervalos Computacional

En el Teorema 1.2.4 se mostré que existen situaciones en las que la Aritmética de Intervalos
puede computar limites rigurosos de los rangos de las funciones, asumiendo computaciones
de precisién infinita. Si las operaciones sobre intervalos se realizan en un computador, pue-
de ocurrir que el redondeo usado por defecto dé lugar a resultados erréneos. Por ejemplo,
el rango de la expresién [0.123,0.456]+[0.0116,0.0214] es [0.1346,0.4774]. Si se usan sélo
tres digitos decimales de precisién y un tipo de redondeo al mds cercano, el resultado es
[0.135,0.477] 2 [0.1346,0.4774]. Si en vez de usar el redondeo al mds cercano se usa un
redondeo directo, donde para un intervalo X, x se redondea al mayor niimero representable
en el computador, menor que z y T al menor nimero representable por el computador,
mayor que ¥, entonces el intervalo computado contiene forzosamente el rango exacto. En el
ejemplo anterior el resultado usando redondeo directo seria [0.134,0.478] D [0.1346,0.4774].

Asi, con el redondeo directo, la Aritmética de Intervalos Computacional puede ser
definida de forma que el resultado de las operaciones bdsicas contengan el resultado que
seria obtenido con la Aritmética de Intervalos Real. El desarrollo matemético de este
concepto puede encontrarse en [92]. Para simplificar la notacién, no se hard una distincién
explicita entre el espacio I y el correspondiente del conjunto de intervalos computacionales,
pero debe ser inferido del contexto.

El estdndar IEEE 754-1985 [173], sobre aritmética de punto flotante, establece cuatro
modos de redondeo: al mds cercano, superior, inferior y al cero. Para obtener un intervalo
resultado riguroso, el redondeo superior e inferior se usan cuando se computen los limites
superiores e inferiores, respectivamente. Mediante este estdndar, los modos de redondeo
necesarios para la Aritmética de Intervalos estidn disponibles en una amplia gama de
computadores.

La propiedad de monotonia de la funcidn de inclusion (Definicién 1.2.3, pdgina 14)
ha sido sugerida como criterio de parada en algoritmos iterativos basados en intervalos.
No cumplir esta propiedad implica que predominan los errores por redondeo directo, es
decir, como para Y C X se cumple que F(Y) C F(X), conforme se reduce el ancho de
X también se reduce el ancho de F(X). Cuando esto deja de ocurrir durante un nimero
suficientemente grande de iteraciones, se puede concluir que predominan los errores debidos
al redondeo, imposibilitando el progreso del algoritmo. Por lo tanto, en un computador
cuando w(X) — 0 & w(F (X)) — 0 [153].

La pagina principal de Aritmética de Intervalos en Internet se encuentra en la direccién
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18 1.3. INEXISTENCIA DE MINIMOS GLOBALES

[B.1.2]. Otra pégina de interés es [B.1.3].

1.3 Inexistencia de minimos globales

Los Teoremas 1.2.1 (pagina 12) y 1.2.3 (pagina 14), pueden usarse para determinar si
existe un minimo global en una caja determinada, utilizando los siguientes tests:

1.3.1 Test del punto medio

Supéngase que f* es un limite superior del minimo global (f*) de f(z), dentro de la regién
de biisqueda S. Dado X C S, si f* < F(X), entonces no puede existir un minimo global
en X [84]. El valor de f* puede obtenerse mediante la evaluacién de f en algin punto
de S. El nombre de este test es debido a que normalmente se usa el punto medio de algin
subespacio de S para obtener f*.

Ejemplo 1.3.1 Considérese la funcion f(x) = z(x — 1). Inspeccionado la funcion, se
puede observar que f(0) =0 = f*. La evaluacion de F(X) sobre X = [1.001,100] da como
resultado el intervalo F(X) = X(X — 1) = [0.001001,9900] y como f* = 0 < F(X) =
0.001001, no puede haber un minimo global en X = [1.001, 100].

Para obtener un valor riguroso de f*, en los algoritmos de Optimizacién Global basados
en intervalos se usa F'(z), « € S, en lugar de calcular f(x).

1.3.2 Test de monotonia

El gradiente de la funcién objetivo es cero en cualquier maximo, minimo o punto de
inflexién de la funcién. Si 0 ¢ F/(X), para algini € 1,... ,n, entonces no existe un punto
estacionario en X. En particular, el minimo global sélo podria estar en los bordes de X
[153].

Ejemplo 1.3.2 Usando la funcion anterior: f(x) = z(x — 1) y evaluando la derivada de
su funcion de inclusion sobre X = [0.75,100] se obtiene que F'(X) =2X — 1 =1[0.5,199].
Este resultado implica que 0 ¢ f'([0.75,100]) y por lo tanto no existe un punto estacionario
en este intervalo.

1.3.3 Test de concavidad

Este test separa los minimos de los maximos. Sea H la matriz Hessiana de F (V2F). Si
f(x) tiene un minimo en z*, entonces f(x) debe ser convexa alrededor de z*. Una condicién
necesaria para que exista un minimo en X, es que la diagonal principal de H sea positiva,
ie. H;(X) >0,¥i =1,...,n. Por lo tanto, si H;;(X) < 0 para algtn i € {1,... ,n}, la
caja X puede eliminarse de la regién de bisqueda [68, 134].
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fO) / Tangente
f(x o)

f(x 1)

L~ x X

A 2 1 Xo

Figura 1.3: Descripcién grafica del método clasico de Newton.

1.3.4 El método de Newton unidimensional clasico

En 1669, Newton presenté un nuevo método para la resolucién de ecuaciones, utilizadndolo
para encontrar las raices de la ecuacién cubica: 3 — 22z — 5 = 0. El método de Newton
asume que f es diferenciable y puede ser descrito grifica o algebraicamente.

En la descripcion grafica de la Figura 1.3 puede observarse que:

’ f (x0)
xg) = ——— 1.19
(o) = 220 (1.19)
por lo tanto,
f (o)
r1 =Ty — (1.20)
f'(@o)
Asi, a partir de un punto inicial zg se produce una nueva aproximacion, z, de la raiz
de f. Si este proceso se repite, se genera una secuencia de puntos, xg, 1, Z2,... , Ty, CON
f(z:)
,’I)i+1:$i—m,/&:0,...,n (121)

que converge al punto z* : f(z*) = 0, cuando se elige un buen candidato para el punto
inicial .

Una interpretacién algebraica del método de Newton puede obtenerse aproximando el
valor de f(z) en z(, mediante las series de Taylor. Como se pretende que f(z) = 0:
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"eo)(x — 2 (n+1) r—z

Usando sélo los dos primeros términos de la ecuacion (1.22) se obtiene que:

f(@o)

0=~ f(xo) + f’(.’I: - 0)(55 - xo), T =Ty — f’($0)

(1.23)

Sustituyendo x por x1, se obtiene la ecuacién (1.20). Si f € C? y f' # 0 en la raiz z* (i.e.
x* es un cero simple), entonces el método de Newton convergera cuadriticamente a la raiz
z*, si el punto inicial x( estd lo suficientemente cerca, es decir:

Jnir — Il < cllen — (L.24)

Para evitar el uso de derivadas, puede usarse el método de la secante, ya que la derivada
puede aproximarse por:

Vi () = L) = I @) (1.25)

Tj — Tj—1

Obteniéndose la siguiente secuencia de puntos que converge a una raiz de f, siempre que
se elija un buen punto inicial xg:

Ty — Tj—1

fwi) = f(zi1)

Tit1 = z; — f(2i) (1.26)

La principal desventaja del método de Newton es que puede que no converja y si lo
hace, es dificil predecir a qué raiz lo hard. Ademads, el método de Newton no detecta que
la funcién no tiene raices. El siguiente ejemplo muestra una funcién para la cual el método
de Newton clasico diverge.

Ejemplo 1.3.3 Considérese la funcion f(x) = 3. El método de Newton cldsico establece
que:

— f(@n) — 9o
Tpil = Tn Flwn) 2z, (1.27)

Tn

Por lo que la secuencia diverge para cualquier punto inicial distinto de o = 0.

leo@miro.ualm.es



CAPITULO 1. INTRODUCCION 21

1.3.5 Método de Newton de intervalos uni-dimensional

Con el uso de la Aritmética de Intervalos, el método de Newton se puede extender a
intervalos. El método de Newton de intervalos fue introducido por Moore [125] y carece
de los errores debidos a las posibles divergencias del método clasico.

Teorema 1.3.1 (Del valor medio de Lagrange) Se considera una funcion f : [a,b] — R
definida en un intervalo cerrado y acotado [a,b]. Si f es continua en [a,b] y derivable en
la,b[, entonces existe al menos un punto & €la,b| tal que

f) = fa) = f(€)(b—a) (1.28)

La conclusién, desde el punto de vista geométrico, del Teorema 1.3.1 es: existe al menos
un punto de la grafica de f, distinto de sus extremos a y b, en el que la tangente a la
grafica es paralela a la cuerda ab.

A partir del Teorema 1.3.1, suponiendo que 0 = f(b):

0=f() = f(a)+ f (&) —a) (1.29)
entonces,
_, @ R (O N
b= f,(g):ﬂ)EN(X) F’(X)’ ,be X, (1.30)

siendo N(X) el operador de Newton de intervalos. La extensién a intervalos del método
de Newton se define de la siguiente forma:

Xni1 = N(X,) N X, hasta que X,,41 = X, 6 X1 = {0} (1.31)

Normalmente a = m(X). Si 0 € F'(X), entonces N(X,) N X, dard como resultado dos
intervalos semi-infinitos.
Este método tiene las siguientes propiedades [125, 153, 71]:

Cualquier raiz b € X, de f cumple que b € N(X,,).

Si N(X,) N X, = {0}, entonces no existe ninguna raiz de f en X.

Si N(X,) C X,, entonces existe una sola raiz de f en N(X,).

Si existe una raiz de f en X, entonces la convergencia, en términos de la anchura del
intervalo, es cuadratica, w(X, 1) < c¢-w(X,)?, siempre que los errores de redondeo
computacionales sean menores que la precisién final requerida.

Ll e

Ejemplo 1.3.4 Supdngase la funcion f(z) = x> — 2. Tomando Xy = [—3,2] se obtiene
que: zo = —0.5, f(xg) = —1.75 y F'(Xy) = [—6,4]. El operador de Newton unidimensional
N(Xp) = —0.5 — (=1.75/([—6,0] U [0,4])) = [0, —079166] U [0.625, c0]. Obteniendo que
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X1 = [-3,-0.79166] U [0.4375,2]. Ahora se almacena uno de los intervalos, por ejem-
plo [0.4375,2], para su posterior inspeccion y se continua el método sobre el intervalo
[—3,—0.79166]. La secuencia de intervalos que se obtiene es la siguiente:

Xo=[-1.63...,-0.88...]

X5 =[-1.492...,-1.386...]

Xy =[-1.4153...,-1.41348...]

X5 =[—1.4142137... ,—1.4142135.. ]

Cuando se aplica el método de Newton de intervalos para encontrar los ceros de f’ en
vez de f, entonces:

1. Si N(X,)N X, = {0}, X no contiene ningiin méximo o minimo.

2. Si N(X,) C X,, sélo existe un maximo o minimo en N(X,) N X,,.

3. Si N(Xp,)N X, # {0} y N(X,,) ¢ X, el intervalo contiene mas de un maximo o
minimo.

1.3.6 El método de Newton multi-dimensional clasico

El método de Newton multi-dimensional es una generalizacién del uni-dimensional. Usando
solo los dos primeros términos de la versiéon multi-dimensional del Teorema de Taylor, se
puede decir que:

0= f(z) = f(zo) + ['(w0) (& — m0), & = zo — ['(x0) " f (o) (1.32)
Reemplazando el vector x por el nuevo vector z; de la secuencia:

f(@o) (1 — w0) = —f(20) (1.33)

Jf(wg)A = By, (1.34)

donde Jy(zg) es el Jacobiano de f en xg. Resolviendo el sistema lineal de la ecuacién
(1.34), se obtiene el nuevo vector 1 = A + zy.

1.3.7 El método de Newton de intervalos multi-dimensional

Exceptuando la opcién de usar expresiones basadas en la pendiente (Definicién 1.2.6,
pagina 15), existe esencialmente un solo método de Newton de intervalos unidimensional.
Por el contrario, el método de Newton de intervalos multi-dimensional varia dependiendo
del método usado para resolver el sistema lineal de ecuaciones, precondicionamientos, etc.

La ecuacién (1.30) puede generalizarse al caso multi-dimensional, estableciendo el vec-
tor z, = m(X,) y F'(X) como la extensién a intervalos del Jacobiano de f. Asi :

N(Xpy1) =z, — [F'( X)) f(z), 20 € X, (1.35)
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Para obtener N (X, 1), hay que resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

FI(Xn)(N(Xn+1) = zn) = = f(22) (1.36)

Noétese que si en vez de encontrar las raices de f, se quiere encontrar los minimos de
f, hay que utilizar f' en vez de f y la matriz Hessiana de f (Jacobiano de f'), en vez de
el Jacobiano de f.

La resolucién de la ecuacién (1.36), puede ser complicada debido a la necesidad de
acotar el conjunto solucién de un sistema de ecuaciones lineales, siendo los coeficientes
intervalos. Los principales métodos para su resolucién son: el método de Krawczyk [127,
128] y el método de Gauss-Seidel extendido a intervalos [89], aunque también se puede usar
la extensién del método de eliminacién de Gauss a intervalos [133]. Los libros [71, 133, 88]
y [153] son buenas referencias para encontrar estudios de los diferentes métodos de Newton
de intervalos multi-dimensionales, los cuales se escapan del ambito de esta tesis.

1.4 Diferenciacion Automatica

Cuando los problemas donde se quieren aplicar algoritmos de Optimizacién Global son
diferenciables existen herramientas que hacen uso de las derivadas para acelerar dichos
algoritmos, como por ejemplo, el test de monotonia (Seccién 1.3.2, pigina 18) o el método
de Newton (Seccion 1.3.4, pdgina 19). Para calcular las derivadas de una funcién se pueden
usar los siguientes métodos:

e Diferenciacién numérica.
e Diferenciacién simbdlica.
e Diferenciacién automaética.

La diferenciacion numérica fue la primera aproximacion utilizada donde los valores
de las derivadas se obtienen mediante aproximaciones por diferencias finitas. De todas
formas con esta solucién no se pueden calcular inclusiones de las derivadas. Ademads, los
resultados calculados con diferenciacién numérica son frecuentemente maés inexactos que
los calculados con diferenciacién automaética, por lo que no es conveniente su uso.

La diferenciacién simbélica aplica las reglas de diferenciacion a la férmula analitica de
una funcién y determina una forma analitica para la derivada. Esto puede ser resuelto in-
cluso de forma automadtica y ha sido implementado en sistemas algebraicos como Maple o
Mathematica. Otros paquetes, como LANCELOT [26], tienen programas hechos a medida
para interpretar formatos de entrada estdndar, como el formato MPS [130], SIF [26] o el
propuesto por Neumaier [133], escribiendo subrutinas en un lenguaje destino, como FOR-
TRAN, para cada computacion requerida. El problema de la diferenciacién simbdlica es
que frecuentemente las expresiones analiticas obtenidas para la derivada son muy extensas
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y complejas. Ademads, el usuario debe aprender formatos de entrada y paquetes especiales
que no son universales.

La alternativa a estas aproximaciones es la diferenciaciéon automaética. En ella se usan
los valores de los argumentos mientras se aplican las reglas de diferenciacion, evitando el
aumento del nimero de férmulas, como ocurre con la diferenciacién simbdlica y se efectia
a la vez el cdlculo de las derivadas y del valor de la funcion.

En la diferenciacién automadtica existen dos modos de operar: avance y retroceso. El
método de retroceso [66] es mds eficiente que el de avance pero tiene muchos mas reque-
rimientos de memoria y es mds complejo de implementar.

El modo de diferenciacién automatica de avance es andlogo a la Aritmética de Interva-
los, en el sentido de que se define una aritmética sobre un conjunto extendido de objetos:
intervalos cuando se usa Aritmética de Intervalos y reales en el caso de la diferenciacién
automadtica real. Un objeto para la diferenciacién automdtica es un par ordenado de la for-
ma (u,u'), si estamos interesados en el gradiente, o un trio ordenado (u,u’,u"), si estamos
interesados en la matriz Hessiana. Los elementos de u, v’ y «” pueden ser niimeros reales
o intervalos. Generalizando a intervalos, podemos decir que v € I, ' € I" y «" € I"*",
donde u representa el valor de la funciéon F(X), v’ el valor del gradiente VF(X) y u" el
valor de la matriz Hessiana V2F(X), siendo F : [" — I la extensién a intervalos de la
funcioén objetivo f : R* — R sobre X € [". A continuacién se van a definir las operaciones
para obtener los valores de la matriz Hessiana. Para obtener el gradiente sélo hay que
omitir el tercer componente del trio ordenado (u,u’, u").

Aplicando las reglas de diferenciacion se obtienen las cuatro operaciones basicas:

(u, o/, u") + (v,0",0") = (u +v,u + 20", u" +0") (1.37)
(u, v/, u") — (v,0",0") = (u —v,u’ — ', u" —2") (1.38)
(u,u',u") - (v,0",0") = (wo, W’ + u'v,u” + ' () + ' (W) +u"v) (1.39)

(u,u',u") /| (0,0, 0") = ufv, (u'v — uv')v?,

u w/(v/)T _ U’(w,)T _ wv//)/v),

v#0(0¢wv) (1.40)

Para las funciones estandar s : [ — I se tiene que :
s((u,u'su")) = (s(u), 8" (w)u', 8" (u)u" + 5" (u)u' (u')") (1.41)

En expresiones aritméticas, una constante ¢ se identifica con (c,0,0), mientras que una
variable independiente z se identifica con (z,1,0).

Ejemplo 1.4.1 Supdngase que se quiere conocer el valor de la siguiente funcion y de su
derivada, en el intervalo X = [.99,1.01]:

flx)=a* +2° +
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La evaluacion de esta funcion puede ser descompuesta en las siguientes operaciones:

Ir1 =

4
$2_)$1
1133—):13?
T4 — T2 + X3
Ts — T4 + T1

y usando una aritmética con redondeo de cuatro digitos, se tiene que :

99,1.01]%,4[.99,1.01]%)
19606, 1.041], [3.881, 4.122)),
99,1.01]%,3[.99,1.01]%)

(22,25) — (2,1)* = (|
(I
([
([.9702,1.031], [2.940, 3.061])
([
([

($37 xé) - (xv 1)3

1.930,2.072], [6.821, 7.183))

C
(1‘4,1‘2) - ($27$,2) + (53,1‘%) - [
C ([2.920,3.082], [7.821,8.183]).

($5,$I5) - ($47$£1) + (1‘, 1)
Asi, el intervalo de inclusion para f(X) es [2.920,3.082] y el de f'(X) es [7.821,8.183].

Usualmente todos los paquetes de software que resuelven el problema de Optimizacion
global tienen rutinas donde se implementa la diferenciaciéon automadtica. Un estudio més
detallado de la diferenciacién automdtica y su implementacién en el paquete software
FADBAD/TADIF puede encontrarse en [172]. Enlaces a otros paquetes e informacién
sobre diferenciacién automatica pueden encontrarse en [B.3.1].

1.5 Algoritmos de Ramificaciéon y Acotacién secuenciales

Los primeros algoritmos de Ramificacién y Acotacién aparecieron en articulos de los cin-
cuenta y principios de los sesenta, donde los investigadores describieron esquemas enu-
merativos para resolver, lo que posteriormente se denominaron, problemas NP-Completos
[46, 159, 100, 63]. Debido a la generalidad del método y la efectividad que aportaba, fue
ampliamente usado. De hecho, todavia es una de las mejores herramientas para resol-
ver problemas dificiles. Los primeros que dieron el nombre de Ramificacion y Acotacién
(Branch and Bound) a este método, fueron Little, Murty, Sweeny y Karel [108] (1963),
en su articulo innovador sobre el problema del viajante de comercio. Lawer y Wood [101]
estudiaron los algoritmos de Ramificacion y Acotacion, obteniendo una descripcién inde-
pendiente del problema, siendo asi el primer articulo que presenta un modelo general de
Ramificacién y Acotacion.

Los métodos de Ramificacién y Acotacién son algoritmos basados en drboles de biisque-
da. Su principio radica en una descomposicién sucesiva del problema original en subproble-
mas mas pequenos y disjuntos, hasta encontrar la solucién éptima. Un arbol de busqueda,
T = (V,3), describe estos subproblemas (el conjunto de vértices V, cuya raiz es el pro-
blema completo S) y el proceso de descomposicién (el conjunto de arcos (3). El algoritmo
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consiste en una busqueda heuristica iterativa en T', que evita visitar subproblemas que no
contienen una solucién 6ptima. Los algoritmos de Backtracking, Programaciéon Dindmica
y las bisquedas en drboles A* y AND-OR pueden verse como variaciones de algoritmos
de Ramificacién y Acotacion [64, 95, 129, 132].

Una descripcién de los modelos de algoritmos de Ramificacién y Acotaciéon que apa-
recen en los articulos [101, 120, 80, 81, 82, 96, 132], hecha por Bruin, Kindervater y
Trienekens puede encontrarse en [39]. Estos autores no discuten modelos mds recientes
debido a que sdlo se diferencian de los anteriores en pequenas variaciones. Esta revision
de los algoritmos de Ramificaciéon y Acotacién estd motivada para establecer un esquema
comun para todas las aplicaciones, mediante la descripcidon de unas reglas u operadores
generales [80, 120]. Para especificar estas reglas nos basaremos en los formalismos utiliza-
dos por Corréa y Ferreira [32], centrandonos en problemas donde se intenta encontrar el
valor minimo de una funcién objetivo.

1.5.1 Reglas basicas de los algoritmos de Ramificaciéon y Acotacion

Segun Mitten e Ibaraki [120, 80] los algoritmos de Ramificacién y Acotacién pueden ser
caracterizados por cuatro reglas:

e Regla de Ramificacion o Division: Establece cémo se descomponen los nodos del
arbol de busqueda.

e Regla de Acotacion: Calcula un limite inferior de la soluciéon 6ptima de un nodo.
e Regla de Seleccion: Define qué nodo serd el siguiente a dividir.

o Regla de Eliminacion: Establece cémo reconocer y eliminar nodos donde no se en-
cuentra la mejor solucién del problema original.

Dependiendo del tipo del problema, se anade la siguiente regla:

e Regla de Terminacion: Determina cudndo un nodo pertenece a la soluciéon final. Esta
regla aparece, por ejemplo, en problemas donde la solucién del problema estd de-
terminada por la precisién deseada. Por otro lado, en algunos problemas tradicio-
nales de Optimizacién Combinatoria, el criterio de terminacion es inherente a ob-
tener una solucién factible. Por ejemplo, en el problema del Viajante de Comercio
[40, 108, 159, 180] [B.7.1], donde hay que encontrar el camino minimo para visitar
todas las ciudades deseadas.

Llamaremos a estas reglas las reglas bdsicas de los algoritmos de Ramificacién y Acotacién.
Una buena comprension de la estructura del problema a resolver, es decir, hacer una
buena eleccién de las reglas basicas, da lugar a una reduccién del tiempo de ejecucién y a
poder resolver problemas més complejos en cuanto a su tamano.
Los algoritmos de Ramificacién y Acotacion consisten en una secuencia de iteraciones
en las que se aplican las reglas bésicas a una estructura de datos D, que puede verse como
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una lista ordenada de subproblemas [27] y a los subproblemas que se extraen de esta es-
tructura. Estas reglas seleccionan un subproblema de D, lo descomponen y eventualmente
insertan los subproblemas creados en la estructura de datos D. A cada subproblema se
le asocia una solucion factible, resolviendo el subproblema si es suficientemente simple o
asignandole una solucién, elegida entre las posibles dentro del subproblema (no necesaria-
mente la mejor). La mejor solucién factible encontrada durante la ejecucion del algoritmo
de Ramificacién y Acotacién, serd un limite superior de la solucién final y se utilizara para
eliminar aquellos subproblemas generados que no pueden contener una solucién factible
mejor que la que ya se ha encontrado [80, 82, 120, 179].

Se llaman subproblemas abiertos o activos, a aquellos que contienen una solucién fac-
tible y que en cualquier punto de la ejecucién del algoritmo, fueron generados pero no
descompuestos ni eliminados. En cualquier iteracion la estructura de datos estd compues-
ta por una coleccién de subproblemas abiertos llamada conjunto abierto. La ejecucién del
algoritmo comienza con la estructura de datos en su estado inicial, Dy = ({S}, f*), donde
f* > f* representa el limite superior inicial de la solucién éptima (posiblemente infinito),
y se termina en el estado final ({0}, f*).

Definicién 1.5.1 Regla de Acotacion: Es una funcion, li (limite inferior), que asocia a
un problema abierto v € V un valor menor o igual que la mejor solucion factible en v. Se
deben cumplir las siguientes condiciones:

1. lZ(U) < minwEU{f(x)}
2. li(v) = f(v), siv={z} y = es una solucion factible.

3. li(v) > 1li(t), si v es generado a partir de una subdivision de t.

Definicion 1.5.2 Regla de Seleccion: Sea V el conjunto de los subproblemas abiertos al
inicio de una iteracion. La funcidn de seleccion, aplicada a V', es cualquier 0 tal que si

V £ {0} entonces 6(V) # {0} y 6({0}) = {0}.

Al problema elegido se le llama nodo-E [97]. A cada problema seleccionado se le calcula
un limite inferior mediante la Regla de Acotacion. Un arbol T = (V, ) en el dominio S,
con una funcién objetivo f y una funcién limite inferior, li, se llama arbol-BB (Branch
and Bound) [98]. Las hojas de T son los nodos solucién. Los subproblemas criticos son
aquellos v € V tal que li(v) < f* [149]. Los nodos criticos de un arbol-BB, T', forman
el subarbol critico T de T' [98]. Es ficil ver que todos los subproblemas criticos deben
seleccionarse durante la ejecucién de un algoritmo de Ramificacion y Acotacion. El camino
critico es el camino desde el nodo raiz al nodo solucién que contiene la solucién éptima.
El camino critico con menor longitud es el camino critico minimo.

Normalmente, la funcién de seleccién ¢ estd determinada por una funcién de prioridad
heuristica h, de forma que los subproblemas se almacenan en la estructura de datos D
en un orden parcial o total, no decreciente de h. La funcién de seleccién ¢ no afecta a la
convergencia del algoritmo, pero si, a su eficacia y al espacio de memoria requerido [58]. A
continuacion se describen las reglas de seleccién heuristicas mas cominmente utilizadas:
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Busqueda en Profundidad (Depth-First): La funcién de seleccién ¢ selecciona, de
entre aquellos subproblemas que estén a més profundidad en el drbol de bisqueda
T, el que tenga un menor valor de la funcién de prioridad heuristica h. En este
método se usa una estructura de almacenamiento LIFO (Last-In-First-Out) o pila.
El 4rbol asociado a este tipo de seleccion es aquel en el que uno de los nodos hijo
se expande hasta obtener una solucién factible del problema o un subproblema no
factible. La complejidad espacial de la pila, O(lw), se incrementa linealmente con el
nivel del arbol bisqueda alcanzado, [, y el factor de divisiéon w [111]. Al descomponer
el subproblema elegido, los subproblemas generados a partir de él se introducen en
la estructura LIFO, siguiendo un orden decreciente de h.

Desventajas:

e El nimero de subproblemas inspeccionados es normalmente mayor que el
realizado en otros tipos de selecciones, como la de Primero el Mejor.

e Si se entra en una rama del drbol de bisqueda que no lleva a la solucion
6ptima, se necesita mucho tiempo para salir de esa ramificacién.

Ventajas:

e Es el método de seleccion mas econdmico desde el punto de vista del espacio
de memoria requerido.

e Conduce més rapidamente a la obtencion de una mejor cota superior f*.

Bisqueda en Anchura (Breadth-First): En la bisqueda en anchura, al contrario que
en la busqueda en profundidad, la funcién de seleccion ¢ elige, de entre aquellos
subproblemas que estén a menor profundidad en el drbol de busqueda T', el que
tenga un menor valor de la funcién de prioridad heuristica h. Este método usa una
estructura de almacenamiento FIFO (First-In-First-Out) o cola.

Desventajas:

e Este tipo de estrategia no es recomendable ni desde el punto de vista del
tiempo de computacién ni desde el del ahorro de memoria.

Ventajas:

e Admite la aplicacién de un test de dominancia entre los subproblemas que
se encuentran a la misma profundidad del arbol de busqueda (Definicién
1.5.5, pagina 30).

Primero el Mejor (Best-First): La funcién de seleccién d elige aquel subproblema en
D, con un menor valor de la funcién de prioridad heuristica, independientemente del
nivel de profundidad del drbol de bisqueda (T') en el que se encuentre. La estructura
méas simple de almacenamiento es una lista ordenada por el valor de li(v), v € D.

Desventajas:
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Depth-First Best-First Depth-First

‘ nodo-E

Q Nodos activos
) Nodos divididos
@ Nodos solucion
@ Nodos eliminados

Figura 1.4: Ejemplo de uso de la Regla de Seleccion Hibrida.

e La mejor cota superior, f*, suele obtenerse en las fases finales del algoritmo.
e Crecimiento exponencial en el espacio de memoria necesario cuando se in-
crementa la profundidad del arbol de bisqueda. La complejidad espacial es
O(w).
Ventajas:

e Dificilmente un subproblema es descompuesto innecesariamente. En [62]
se demuestra que usando Best-First se exploran menos nodos que usando
otra estrategia, cuando hay que encontrar todas las soluciones éptimas, no
siendo cierto cuando sdlo se requiere encontrar una.

Modelo Hibrido: El modelo hibrido se muestra en la Figura 1.4. Es una combinacién
de la Busqueda en Profundidad y de la Primero el Mejor. Se basa en aplicar alter-
nativamente cada una de las estrategias anteriores. Primero se realiza una bisqueda
en profundidad hasta que no se pueda proseguir la bisqueda por la rama del arbol
generada. De entre los nodos activos generados en la bisqueda en profundidad, se
selecciona uno, siguiendo una estrategia Primero el Mejor y a partir de él se realiza
una nueva busqueda en profundidad, repitiendo el proceso hasta la finalizacién del
algoritmo. Esta regla de seleccién trata de obtener las ventajas de las reglas en las
que estd basada [166].

Ademas de los tipos de seleccion descritos, existen los llamados heuristicos que son
andlogos al Primero el Mejor, donde la funcién heuristica h puede ser diferente de la
funcién de acotacién i [83].

Después de la seleccién de un subproblema v, la Regla de Division crea un conjunto de
nuevos subproblemas a partir de v.

Definicién 1.5.3 La Regla de Division de un nodo-E, v, en un algoritmo de Ramificacion
y Acotacion corresponde a:
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e Una particion de v, si v no es un nodo solucion, es decir, no es lo suficientemente
pequeno para ser resuelto.

e La solucion de v, en otro caso.

Sea f*(v;) el valor 6ptimo de la solucién del nodo v;, que serd descompuesto en los

nodos vj1, V2, - - . , Vi, por la regla de divisién. Entonces, se tiene que:

ffo) = min_ (o)
k=1,...,

Es decir, el valor éptimo de la solucién de un nodo puede obtenerse mediante la evaluacion
de sus nodos hijos. En la préctica, las reglas de divisién cumplen que cada solucién factible
de un nodo padre es también solucién de al menos uno de sus hijos. Estas reglas de divisién
dependeran del problema concreto en el que se aplique el algoritmo de Ramificacién y
Acotacién.

En cada iteracién se puede generar un nuevo limite superior de la mejor solucién, f*,
de dos formas: porque el nodo generado por descomposicién es un nodo solucién, o porque
se encuentra una solucién factible mejor durante la computacion de una particién en una
descomposicion.

La Regla de Eliminacion permite hacer una busqueda inteligente en S que evite con-
siderar subproblemas que se sabe que no conduciran a una solucion éptima del problema
original.

Definicién 1.5.4 La Regla de Eliminacion, en cada iteracion, elimina todos los subpro-
blemas activos y solucidn, v, de forma que li(v) > f*.

La definicién anterior estd soportada por el siguiente lema:

Lema 1.5.1 En una iteracion, sili(v) > f*, entonces v no puede conducir a una solucion
factible que es mejor que la mejor solucion factible conocida [31, 80].

La Regla de Eliminacion puede generalizarse mediante un Test de dominancia:

Definicion 1.5.5 Test de dominancia: Se dice que un nodo v; domina a un nodo v; si se
puede probar que la solucidn dptima de v; es menor que la solucion dptima de vj. Si v;
tiene una solucion factible, v; debe producir una solucion por lo menos tan buena como v;.
Si v; no es factible, v; tampoco debe ser factible. En ambos casos v; puede ser eliminado.

El Test de dominancia se basa en una relacién de dominancia $. Denotaremos v;Rv;
si v; domina a v;. De acuerdo con Ibaraki [82], la relacién de dominancia debe satisfacer
las siguientes propiedades:

e R es parcialmente ordenada (cumple las propiedades reflexiva, antisimétrica y refle-
xiva).
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e v;Rv; = v; no es un descendiente propio de v;
o (v;Rvj y v; # vj)= v;Rvjy, para todos los descendientes v, de v;.

Definicién 1.5.6 Se dice que una relacion de dominancia R es consistente con la funcion
g si v;fv; = g(v;) < g(v)), Yvi,v; € V.

Normalmente R es consistente con la funcién de prioridad heuristica h, la cual establece
la ordenacién de los subproblemas en la estructura de datos D para su procesamiento. De
esta forma se seleccionaran primero los subproblemas mas prometedores, ya que aportarin
mejoras en el valor del limite superior f*, permitiendo reducir la bisqueda mediante la
Regla de Eliminacion.

Como puede observarse no existe una regla mas importante que las demas, ya que
todas ellas cooperan conjuntamente para la resolucién del problema. El objetivo principal
es reducir el arbol de busqueda para obtener rapidamente la mejor soluciéon. Aunque la
Regla de Eliminacion es la que realiza la poda del drbol en dltima instancia, serd aplicada
en mayor o menor medida, dependiendo de las demads reglas. Una Regla de Acotacion que
obtenga un buen limite inferior de la posible solucién de un subproblema, permitird ca-
racterizar mejor a los subproblemas que no contienen la mejor solucién, para eliminarlos.
Para poder eliminar subproblemas, también hay que encontrar un buen limite superior de
la solucién. Este limite superior se consigue inspeccionando primero los nodos mas pro-
metedores, ya que son los que pueden aportar mejores soluciones. Este orden se establece
mediante la Regla de Seleccion, de la que también dependen los requerimientos de memoria
del problema. Hay que distinguir entre el ntimero total de subproblemas inspeccionados y
el nimero méximo de subproblemas almacenados en la estructura de datos D. La gestién
de esta estructura de datos ordenada serd més costosa cuanto mayor sea el nimero de
subproblemas que contenga. La Regla de Division también juega un papel importante ya
que de ella dependerd el ntimero de ramas generadas a partir de un nodo del arbol de
bisqueda. Por un lado, generar muchas ramas permite obtener informacién mas precisa
debido a que los subproblemas generados son menores en tamano, pero por otro lado,
hay que inspeccionar mas nodos del arbol en cada divisién. No sélo es importante el nivel
de divisién realizado, sino también cémo se realiza la divisién. Por lo tanto, la Regla de
Diwvision debe estar orientada a reducir el espacio de bisqueda pero sin generar un nimero
excesivo de nodos en cada divisién.

1.6 Resumen

En este capitulo se han presentado de forma general los tipos de problemas de Optimiza-
cién Global y los métodos propuestos para resolverlos. En esta tesis nos centraremos en
problemas de Optimizacion Global con la tnica restricciéon de tener limites implicitos en
la regién de busqueda y en los algoritmos que hacen uso de técnicas de Ramificacién y
Acotacién, donde la Regla de Acotacion esta determinada por la funcidon de inclusion que
se obtiene mediante la Aritmética de Intervalos.
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Capitulo 2

Raices en funciones
unidimensionales

En este capitulo se presentan varios algoritmos que resuelven eficientemente el problema
de encontrar la minima raiz en funciones unidimensionales. El primer problema consiste en
determinar la minima raiz de una funcién unidimensional sobre un determinado intervalo.
Se supone que se tiene definida la funcién analiticamente y que puede ser no diferenciable
con un gran numero de maximos y minimos. El segundo problema es una generalizacién del
primero y trata de encontrar la minima raiz en un conjunto de funciones unidimensionales.
Ambos problemas se plantean como problemas de Optimizacién Global y serdn tratados
mediante algoritmos de Ramificacién y Acotacién con Aritmética de Intervalos. En la
Seccion 2.1 se hace una descripcién de estos problemas y de los métodos generalmente
utilizados para su resolucién. En la Seccién 2.2 se presentan nuevos algoritmos para resolver
el problema de encontrar la minima raiz de una funcién unidimensional y en la Seccién
2.3 se generalizan los algoritmos anteriores para encontrar la minima raiz de un conjunto
de funciones unidimensionales.

2.1 Introduccion

El problema de encontrar la minima raiz en funciones unidimensionales con limitaciones
en la regién de bisqueda, puede encontrarse en muchas aplicaciones de diversas areas. Un
ejemplo tipico de estas aplicaciones aparece dentro del campo de la computacion grafica
y de la visualizacién, donde una de las operaciones fundamentales en el trazado de rayos
(ray tracing), consiste en el cdlculo de la interseccion entre los rayos y la superficie de los
objetos [86, 119]. Otros ejemplos de estas aplicaciones son: técnicas de procesado de senal,
por ejemplo, en la identificacién no paramétrica de una senal [188], en el procesamiento
de imdgenes [24], en las transformadas wavelet [113], en el cdlculo de los autovalores de
una matriz [5], en el disenio de herramientas software de simulacién eléctrica y electrénica
para el andlisis del dominio temporal en redes con conmutadores [6], etc.
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En este capitulo se consideran dos problemas que aparecen en tales aplicaciones. El
primero consiste en establecer un algoritmo general, simple, riguroso y rapido para en-
contrar la minima raiz de una funcién unidimensional definida analiticamente. El segundo
problema es una generalizaciéon del primero y trata de encontrar la minima raiz para un
conjunto de funciones unidimensionales definidas analiticamente.

Existen varias formas de formular el primer problema, como por ejemplo:

Dada una funcién real f: 2 € SCR = R; S =[s,5], s <3, donde S es el dominio o
la region de busqueda del problema, determinar:

¥ =min{z : f(z) =0,z € S} (2.1)

z, =min{z : f(z)- f(s) <0,z € S}, y calcular

zp=max{z : f(z)- f(s) >0,z <z} (22)

La mayoria de los algoritmos que fueron propuestos por otros autores se disenaron para
encontrar todas las raices de la funcién en un intervalo determinado, pero no para encontrar
sOlo la minima raiz. Sin embargo, existen muchas aplicaciones donde sélo la minima raiz
contiene informacién de interés para el problema a tratar [5, 6, 24, 86, 113, 119, 188] y por
lo tanto es conveniente desarrollar algoritmos mds eficientes para resolver este problema.
Algunos de los métodos que se pueden encontrar en la literatura son :

e El método mds simple estd basado en una técnica de rejilla (GRID), que produce
una serie de muestreos, empezando en el margen izquierdo y distanciados un tamano
constante €, hasta que dos muestras consecutivas de la funcién (f(z) y f(z + €))
tengan distinto signo [6]. Hay que tener cuidado con este tipo de métodos ya que
si la distancia de muestreo es grande, es posible saltarse una raiz y si es demasiado
pequena el nimero de iteraciones puede ser muy grande.

e La segunda aproximacion consiste en usar algoritmos de bisqueda local para encon-
trar raices de ecuaciones y obtener asi una convergencia riapida al punto z* [B.6.1].
El principal inconveniente de estos métodos es que la convergencia no estd asegurada
cuando la funcién f(z) tiene muchos maximos y minimos. Ademds, si la funcién f(z)
tiene varias raices, diferentes elecciones de las condiciones iniciales pueden dar lugar
a soluciones diferentes para la ecuacién f(z) = 0.

Uno de los métodos més utilizados es el método de Newton cldsico (Seccién 1.3.4,
pagina 19). Este método genera una secuencia de valores z; que convergen a x*,
bajo la suposicién de que f(z) es localmente lineal en z*. Aunque la convergencia
de este tipo de métodos suele ser cuadritica, no se puede asegurarse cuando f(z)
tiene muchos méximos y minimos en S [146]. Ademads, su convergencia depende del
punto inicial elegido. Por ejemplo, el método de Newton no converge para la funcién
f(z) = 23 — z si el punto inicial es 2y = 1/4/5.
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e El tercer método propuesto por Daponte et al. [36, 37, 164] y Kalra y Barr [86],
se encuentra dentro de los algoritmos de Ramificacién y Acotaciéon que hacen uso
de las derivadas Lipschitz. En [36, 37, 164] se proponen diferentes soluciones para
resolver problemas en el campo de la Ingenieria Electrénica. En el articulo de Karla
y Barr [86] se encuentran aplicaciones en el campo de la computacién gréfica y la
visualizacion.

e El cuarto método para resolver (2.2) consiste en el uso de algoritmos generales
de Optimizacién Global basados en estrategias de Ramificaciéon y Acotacién y en
Aritmética de Intervalos, como los propuestos en [71, 88, 153].

El método de Mitchell [119] se basa en el algoritmo de intervalos introducido por
Moore [125]. Mitchell distingue dos etapas: la primera etapa consiste en aislar las
raices de la funcién, encontrando el conjunto de subintervalos donde se sabe con
certeza que existe una sola raiz; en la segunda etapa se realiza un refinamiento en
el que se reduce el tamano de los intervalos producidos en la etapa inicial, usando
técnicas de busqueda local, como el método de Newton.

El segundo problema considerado en este capitulo es una generalizacion del problema
2.1. Existen varias aplicaciones donde es necesario el calcular la minima raiz de un conjunto
de p funciones, en vez de en una tnica funcién, es decir, encontrar la minima de las raices
minimas de varias funciones [37, 86, 119]. Un ejemplo de estas aplicaciones aparece en el
el campo de la computacién grifica donde la escena a visualizar estd compuesta por un
conjunto de objetos definidos por sus superficies. Una de las operaciones fundamentales
a realizar es la de calcular la interseccidon entre los rayos de luz y las superficies. La
visualizacion de la escena implica que para cada rayo solo se necesita conocer una de las
intersecciones de ese rayo con todos los objetos (la mds cercana al punto de observacién)
[86, 119]. Matemé&ticamente el problema puede formularse como:

Dado un rayo, representado paramétricamente por un punto inicial @ = (a, ay,a;), un
vector director V' y un conjunto de p superficies, fi(z,y,2) = fi(as +tVy,ay +tVy,a, +
tV,)=fi(t); ie. fi:t € R — R; t € S=[s=0,5],i=1,...,p, determinar:

t*=min{t € S: fi(t)=0; Vi,i=1,...,p} (2.3)

En la Seccién 2.2 se presentan los nuevos algoritmos para resolver el problema (2.1). A
partir de los resultados obtenidos con estos algoritmos, en la Seccién 2.3 se desarrollaran
nuevos métodos para resolver el problema (2.3).

2.2 Algoritmo para encontrar la minima raiz en una funcién
unidimensional

Nuestra propuesta de algoritmo para la resolucién del problema (2.1) estd basada en las
técnicas de Ramificacién y Acotacién y Aritmética de Intervalos, e incorpora las ideas
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descritas en [36, 37, 164], pero sin la sobrecarga computacional producida por el cilculo
de derivadas, con lo que puede aplicarse también a problemas no diferenciables.

A continuacién se definen las reglas béasicas de los algoritmos de Ramificacion y Aco-
tacién (Seccién 1.5) utilizadas para este problema:

Definicién 2.2.1 Se define la Regla de Division de forma que el intervalo seleccionado,
X C S se divide usando el método tradicional de biseccion, generando dos subintervalos de
wgual tamano que se almacenan en una lista de trabajo en un orden no decreciente basado
en z, i.e., el subintervalo con mayor x primero.

Definicién 2.2.2 La Regla de Seleccion establece el siguiente intervalo a procesar, como
aquel que se encuentra en la cabeza de la lista de trabajo, que estd organizada mediante
un esquema LIFO (Last-In-First-Out). Por lo tanto, el algoritmo siempre trabaja en el
intervalo activo mds a la izquierda.

Definicion 2.2.3 La Regla de Acotacidon estd basada en la evaluacion de la funcion de
inclusion, F, de f, obtenida mediante la Aritmética de Intervalos.

En esta tesis, la funcién de inclusién usada es la extensién natural a intervalos [124,
152, 90] (véase la Seccién 1.2.2, pagina 8).

Definicién 2.2.4 Para el problema del primer corte con cero, la Regla de Eliminacion
Tradicional se basa en eliminar los intervalos X C S que cumplen que 0 ¢ F(X), porque
entonces es sequro que 0 ¢ f(X).

Definicién 2.2.5 La Regla de Terminacion establece que los intervalos X C D : w(X) <
€, que fueron seleccionados pero no rechazados, i.e, 0 € F(X), se almacenen en la llamada
lista final en vez de en la lista de trabajo, perteneciendo asi a la solucion final. El pardmetro
de entrada € determina la precision requerida para la solucion del problema. El algoritmo
finaliza cuando la lista de trabajo se encuentra vacia.

Se proponen cuatro algoritmos que siguen el esquema anterior, en los que se ha usado
la siguiente notacién para sus parametros de entrada:

: El dominio del problema, también llamado la regién de bisqueda.
: La extensién natural a intervalos de f.

: La lista de trabajo con prioridad.

: La lista final que contiene los intervalos X : w(X) < ey 0 € F(X).
: El criterio de terminacién. Si w(X) <€, X se almacena en Q).

R W o B IV

El Algoritmo 2.2.1 (Roots Finder, (RF)) es similar al propuesto por Mitchell [119],
con la diferencia de que RF no computa derivadas y por lo tanto no aplica el Test de
Monotonia. El algoritmo comienza inicializando la lista final, (), al conjunto vacio y la

leo@miro.ualm.es



CAPITULO 2. RAICES EN FUNCIONES UNIDIMENSIONALES 37

Algoritmo 2.2.1 : Roots Finder
1 funct RF(S,F,e,L,Q) =

2 Q:={0}; L:={S} Inicializacion de las listas final y de trabajo
3 while (L # {0})

4 X := Cabeza(L)

5 L:=L-{X} X&EL
6 if (0 € F(X)) Regla de eliminacidn tradicional
7 if (w(X) <) Regla de Terminacion
8 Q=Q+{X} X pertenece a la solucién final
9 else
10 Subdivide(X, X, X,) X, = [, m(X)], X, = [m(X),]
11 L:=L+{X,}+{X;} Lt X, L2y,
12 return Q)

lista de trabajo, L, a la regién de bisqueda (linea 2). El algoritmo termina cuando no
existen mds intervalos en la lista de trabajo para ser procesados (linea 3). El siguiente
intervalo a procesar estd determinado por la Regla de Seleccion (linea 4). La Regla de
Acotacion se aplica en la linea 6. Si el intervalo no puede ser eliminado por la Regla de
Eliminacion Tradicional (linea 6), ni cumple la Regla de Terminacion (linea 7), se divide
usando la Regla de Division (linea 10). Los subintervalos generados (X, y X;) se almacenan
en la lista de trabajo en el orden establecido por la Regla de Seleccion (linea 11).

Ademsis de la Regla de Eliminacion Tradicional en el algoritmo original de Mitchell
se eliminan aquellos intervalos X : 0 ¢ F'(X) y [F(Z) - F(z)] > 0, es decir, es seguro que
la funcién es mondétona y completamente positiva o negativa en X. En las comparaciones
numéricas realizadas se usard el Algoritmo 2.2.1 para medir la eficiencia de los nuevos
métodos.

El Algoritmo 2.2.2 (Minimal Root Finder (MRF)) [22, 20], al contrario que el Algoritmo
2.2.1, estd disenado para detectar solo la minima raiz de una funcién unidimensional. Esta
tarea se lleva a cabo mediante la eliminacion de la lista de trabajo, L, de todos aquellos
intervalos, X; de los que se sabe que no contienen la minima raiz. Con este propédsito, se
han anadido al Algoritmo 2.2.1 varias mejoras especificas para resolver el problema (2.1),
obteniendo como resultado el Algoritmo 2.2.2. Estas mejoras se detallan a continuacion.

La siguiente proposicién determina el error cometido cuando se establece como cierto
que F([z,z]) = 0 = f(z) = 0 y su utilizacién para descartar subregiones de busqueda
donde no se encuentra la minima raiz.

Proposicion 2.2.1

Dada una funcion f : S CR — R y F, la funcion de inclusion de f obtenida mediante
Aritmética de Intervalos, si para un punto x € X C S se tiene que 0 € F(x), entonces se
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Algoritmo 2.2.2 : Minimal Root Finder
1 funct MRF(S,F,¢e,L,Q) =

2 Q:={0}; L:={S} Inicializacion de las listas final y de trabajo
g if (0 € F(s))

4 Q=Q+]s 3]

5 return Q) El algoritmo finaliza con la solucion s
6 if (F(s) <0) Precondicidn
7 F' se cambia por — F

s  while (L # {0})

9 X := Cabeza(L)

10 L:=L-{X} X&EL
11 if (0 ¢ F(X)) Regla de eliminacion tradicional
12 if (Q # {0})
13 L:={0}
14 else 0€ F(X)
15 if (w(X) <¥¢) Regla de Terminacidn
16 Q=Q+{X} X pertenece a la solucidn final
17 else
18 Subdividir(X, X, X,) X =[z,m(X)], X, =[m(X),T]
19 L:=L+{X,}+{X;} L¥ X, L&,
20 if (F(z;) <0) Test del Punto Negativo
21 Eliminar todos los X; € L : z; > T Andlogo o L := {X;}
22 return ()

puede concluir que la minima raiz de f en S no se encuentra a la derecha del punto . El
posible error cometido se encuentra en el intervalo [0, w(F(x))].

Demostracién. Aunque si es cierto, que debido a las sobreestimaciones que aparecen
cuando se usa la Aritmética de Intervalos y al redondeo directo usado en la Aritmética
Computacional, 0 € F(z) # f(z) =0, también es verdad que con la funcidn de inclusion
usada no se puede obtener una precisién mayor, debido a que w([z,z]) = 0, siendo el valor
w(F(z)) una cota superior del posible error cometido. [ |

Por lo tanto, el encontrar un punto x € X C S con 0 € F(X), nos permite rechazar
la subregién de busqueda a la derecha de z. En el caso particular en el que 0 € F\(s),
entonces se puede concluir que la minima raiz se encuentra en s (Algoritmo 2.2.2; linea
3), con lo que el algoritmo termina con la solucién @) = {[s, s]}. Generalmente el posible
error cometido es cercano a la precision de la maquina.

Teorema 2.2.1 Sea una funcion f: S CR — R, F la funcion de inclusion de f obte-
nida mediante Aritmética de Intervalos y sea un algoritmo de Ramificacion y Acotacion
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definido por las reglas bdsicas establecidas en las definiciones 2.2.1 a 2.2.5, que hace uso
de la Proposicion 2.2.1 y que evalia F puntualmente en el limite superior del subintervalo
izquierdo (linea 20), generado a partir de la division del intervalo seleccionado. Si0 ¢ F(s)
y la funcion se precondiciona de forma que F(s) > 0 (linea 7), entonces el encontrar un
punto negativo, {x € X C S : F(x) < 0}, nos permite afirmar que la minima raiz no se
encuentra o la derecha de x, por lo que esta region puede eliminarse de la busqueda.

Demostracion. Denotamos por A C S, a la subregién de S que en un determinado
momento del algoritmo permanece activa, es decir, {A = [g,a] =JX;:0€ F(X;) y X; €
L}. Al comienzo del algoritmo A = S y debido al precondicionamiento impuesto, F'(a) > 0.
Si se encuentra un punto {y € A : F(y) < 0}, A se reducirfa al intervalo [a, y]. El intervalo
A tiene que incluir una raiz debido a que los signos de f(a) y f(a@) son opuestos, pudiéndose
eliminar asi la subregion de S a la derecha de y.

La tnica forma de que A posiblemente no contenga una raiz es si F(a) < 0, durante
la ejecucion del algoritmo. Esto es imposible que ocurra ya que el valor de a s6lo puede
incrementarse mediante la aplicacion de la Regla de Eliminacion Tradicional, en el intervalo
{X : z = a}, para lo cual debe cumplirse que 0 ¢ F(X). Esto implica que f(Z) > 0,
actualizdndose la nueva subregion activa al intervalo A = [Z,a]. Por lo tanto, se puede
concluir que durante toda la ejecucién del Algoritmo 2.2.2 f(a) > 0. [ |

Noétese que la precondicién impuesta en la linea 7 no cambia la posicion de la minima
raiz de f en S.

Corolario 2.2.1 En el algoritmo 2.2.2, si un punto © € X C S cumple que 0 € F(x)
(Proposicion 2.2.1) o que F(x) < 0 (Teorema 2.2.1), la region a la derecha de x puede
descartarse de la busqueda. Ambas condiciones pueden aunarse para obtener un nuevo
criterio de eliminacion: F(x) < 0 (linea 20), al que denotaremos como Test del Punto
Negativo.

Atn anadiendo el Test del Punto Negativo a la Regla de Eliminacion Tradicional, el
Algoritmo 2.2.2 podria continuar la biisqueda hacia la derecha de un intervalo que: contiene
la minima raiz, ha alcanzado la Regla de Terminacion (w(X) <€)y F (%) > 0. Para frenar
esta busqueda hacia la derecha, se fuerza la parada del algoritmo, mediante el vaciado de
la lista de trabajo (linea 13), cuando existe algin intervalo en la lista final (linea 12) y el
intervalo seleccionado ha sido rechazado (linea 11).

En las Figuras 2.1 y 2.3, se muestran ejemplos graficos de la ejecucién de los algoritmos
RFy MRF. En ellas, cada caja representa un intervalo [z, Z| y los limites inferior y superior
de la funcidn de inclusion evaluada sobre ese intervalo, [F(X), F(X)]. Se pueden distinguir
tres tipos de cajas entre los intervalos evaluados. La cajas de color gris representan a los
intervalos que fueron evaluados y rechazados por la Regla de Eliminacion Tradicional,
las cajas donde sélo se dibuja el borde, representan los intervalos que fueron evaluados y
divididos y las cajas de color negro representan los intervalos que alcanzaron la lista final
(. Los puntos negros de las grificas representan las evaluaciones de F'(s) (algoritmo MRF,
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Funcion 39 Funcion 33
HEvall= 5 Xnax= 7,34e+00 Ynax= 1,27e+01 HEvall= 59 Hnax= 7,34e+00 Ynax= 2,75e+01

E21
Sl

\//,

¥nin= =1,40e-01 Ynin= -2,70e+00 = 6,80e-04 Xnin= -1,d40e-01 Ynin= -2,5de+01 = 6,80e-04

Figura 2.1: Resultados gréificos del algoritmo MRF para los problemas 39 y 33, descritos
en la Tabla 2.1.

linea 6) y del Test del Punto Negativo (linea 20). El niimero de evaluaciones de la funcion
de inclusion (NEvall) y el pardmetro de terminacién (€) se muestran en la parte superior
e inferior de cada ejemplo.

La Regla de Eliminacion Tradicional es capaz de eliminar gran cantidad del espacio de
bisqueda, principalmente en funciones que no tienen ningin corte con cero en el dominio
del problema, por lo que puede obtenerse una convergencia rapida a la solucién. Como
ejemplo de este comportamiento, la grafica de la izquierda de la Figura 2.1 muestra una
funcién en la que sélo se han realizado cinco evaluaciones de intervalos para determinar
que no existe ningin corte con cero. En la grifica pueden observarse claramente tres de los
intervalos evaluados (uno dividido y dos rechazados). Las restantes evaluaciones puntuales
se encuentran en s, para establecer la precondicién inicial (linea 6) y en el punto medio
de S (linea 20), porque se aplicé el Test del Punto Negativo.

Tal como se comenté en la Seccién 1.2.5 (péagina 14), el principal inconveniente de
la Aritmética de Intervalos para obtener funciones de inclusidon es que las inclusiones
obtenidas son generalmente sobreestimaciones de los rangos reales de la funcién objetivo
en un intervalo. Debido a esto, en algunas ocasiones la Regla de Eliminacion Tradicional
actia solo cuando los intervalos son suficientemente pequenos, como ocurre en la grafica
derecha de la Figura 2.1. En esta gréfica puede observarse también como w(F(X)) decrece
conforme lo hace w(X). Bajo estas circunstancias, el uso de mejores funciones de inclusion
como las expresiones centradas y las expresiones basadas en la pendiente (Definiciones 1.2.5
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y 1.2.6 respectivamente, pagina 15), podrian acelerar la convergencia del algoritmo.

En la Figura 2.3 se muestra la capacidad del Test del Punto Negativo para rechazar
intervalos que no contienen la minima raiz. En las graficas superiores de la Figura 2.3
se comparan los algoritmos RF (superior-izquierda) y MRF (superior-derecha). Para el
algoritmo MRF no se han dibujado los intervalos eliminados de la lista de trabajo (y no
evaluados con Aritmética de Intervalos) por Test del Punto Negativo. Durante la ejecucion
del algoritmo la localizacién de los puntos que cumplen el Test del Punto Negativo (indicada
mediante una flecha en la parte inferior de la grafica) va moviéndose de derecha a izquierda.
Si las nuevas ideas de eliminacién no se usan (algoritmo RF'), se determinarian todos los
cortes con cero con la precisién establecida por el pardametro de terminacién e (gréfica
superior-izquierda de la Figura 2.3).

Los criterios de seleccion y eliminacién propuestos cooperan para obtener una conver-
gencia rapida del algoritmo, evitando la bisqueda en L de todas las raices de la funcién
objetivo. El algoritmo siempre selecciona de L el intervalo que se encuentra mas a la iz-
quierda y por lo tanto, que no ha sido rechazado. De esta forma, se examinan los intervalos
de izquierda a derecha y cualquier intervalo X € L no es evaluado a menos que se verifi-
que, mediante la Regla de Eliminacion Tradicional, que todos los intervalos generados a
la izquierda de X no contienen ninguna raiz. Asi se garantiza que la solucién encontrada
contiene la minima raiz de la funcién f en el dominio S. Por otro lado, si A es la unién de
todos los intervalos activos en cualquier momento del algoritmo MRF, el algoritmo trata
de desplazar el punto @ de derecha a izquierda, mediante el Test del Punto Negativo, para
eliminar la maxima subregién de L y por lo tanto para acelerar la bisqueda.

2.2.1 Regla de Divisién Adaptativa

Usando el algoritmo MRF, los valores de F/(X) y F(Z) se pueden conocer antes de dividir el
intervalo X, que ha sido seleccionado y no rechazado. Teniendo en cuenta esta informacion,
se va a proponer una Regla de Division heuristica basada en las siguientes ideas:

e El ancho de la funcidn de inclusion ( w(F(X)) ) estd relacionado con el ancho del
intervalo donde se calcula (w(X)). Esto es debido a que la funcién de inclusién ob-
tenida con Aritmética de Intervalos es normalmente una funcién isétona (Definicién
1.2.3) y dependiendo de si se utiliza la extensién natural de intervalos o extensién
del valor medio de intervalos para obtener la funcion de inclusion, ésta serd de orden
uno o dos respectivamente (Teoremas 1.2.5 y 1.2.6, pagina 15). A veces es interesante
que el tamano de un subintervalo sea menor que w(X)/2 (seria el tamano obtenido
si se usa biseccién), porque puede ocurrir que un intervalo que deberia rechazarse
porque 0 ¢ f(X), no se rechace porque es suficientemente grande como para que
0 € F(X). Por otro lado, el obtener subintervalos muy pequeiios puede dar lugar a
tener que realizar muchas divisiones, lo que haria que la convergencia del algoritmo
fuese mas lenta. En el método de divisién adaptativa se ha asumido que la posible
localizacion de la raiz en el intervalo es aproximadamente proporcional a la asimetria
de los limites de la funcion de inclusion respecto al cero (véase la Figura 2.2). Esta
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Figura 2.2: Heuristica usada en la Regla de Division Adaptativa.

idea es buena sobre todo cuando la subregiéon activa no tiene puntos estacionarios y
contiene una sola raiz.

e Si F(X) << w(F(X)), la mayoria de los puntos del intervalo X tienen un valor
negativo de la funcién objetivo, por lo que la probabilidad de obtener una mejora
con el Test del Punto Negativo es grande. Entonces, dividiendo el intervalo X por su
parte izquierda, el subintervalo derecho, que tiene un tamano mayor, posiblemente
seria eliminado.

e Por otro lado, si F(X) >> w(F(X)), la mayoria de los puntos del intervalo X tienen
un valor positivo de la funcién objetivo, por lo que dividiendo por la parte izquierda
o derecha del intervalo, uno (el mayor es preferible) o ambos subintervalos gene-
rados podrian ser eliminados por la Regla de Eliminacion Tradicional. El intervalo
serd dividido por la parte izquierda o derecha, dependiendo del valor de F ().

El método de division adaptativo propuesto es el siguiente:

X =[z,z + f]
y
X = [&"" /Buf]u
donde
. F(X)

0.33 x w()}g()x) if 0.00 < Eaey <0.33,
B=1 wX)x gmeey i 033 < gty < 0.6,

0.66 x w(X) if 0.66 < oy < 1.00
SiF(X)-F@) <F@) — F(X)y 0.66 < LY <100

w(F(X))
entonces =1— 4

El algoritmo MRF con la nueva Regla de Division adaptativa se denotard por MRFda.
En el algoritmo MRFda las demas Reglas bdsicas son iguales que el Algoritmo 2.2.2. Un
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Algoritmo 2.2.3 : Minimal Root Finder (reordered)

1 funct MRFro(S,F,e,L,Q) =

2 Q:={0}; L:={S} Inicializacion de las listas final y de trabajo
5 if (0 € F(s))

4 Q:=Q+[s,s3]

5 return ) El algoritmo finaliza con la solucion s
6 if (F(s) <0) Precondicidn
7 F' se cambia por — F

s  while (L # {0})

9 X := Cabeza(L)
10 L:=L-{X} X&EL
11 Eliminado := True El intervalo actual podria ser eliminado
12 if (F(z) <0) Test del Punto Negativo
13 Eliminar todos los X; € L:x; > 7T Andglogo a L := {X}
14 Eliminado := False
i3 elsif (0 ¢ F(X))
16 Eliminado := True Regla de Eliminacion Tradicional
17 if (Eliminado = True)
18 if (Q # {0})
19 L:={0}
20 else Eliminado=False
21 if (w(X) <) Regla de Terminacidn
22 Q=Q+{X} X pertenece a la solucién final
23 else
24 Subdividir(X, X, X;) X, =[z,m(X)], X, =[m(X),7]
25 L:=L+{X,}+{X;} L X, L X,
26 return Q)

ejemplo de la nueva Regla de Division puede observarse en la grafica inferior-izquierda de
la Figura 2.3. Aunque en este ejemplo el algoritmo MRFda no es mejor que el algoritmo
MRF, pruebas posteriores, donde se usard un gran nimero de funciones y una mayor
precision, probardn que en media, el uso de una Regla de Division adaptativa permite

obtener mejores resultados que la biseccién.

2.2.2 Reordenacién de las evaluaciones de la funcién de inclusion

El Algoritmo 2.2.2 sigue el orden tradicional de evaluaciones propuesto por Mitchell [119],
sin el Test de Monotonia: primero se evalua la funcidn de inclusidn en el intervalo seleccio-
nado X (F (X)) y después se evalia la Funcion de Inclusion en T; (F(%;)). Sin embargo,
para el problema de encontrar la minima raiz, éste no es necesariamente el orden apro-
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Funcion 14 Funcion 14
HEvalI= 49 Xnax= 7,34e+00 Ynax= 2,38e+00 HEvall= 16 Xnax= 7,34e+00 Ynax= 2,38e+00

I/’/ﬁ __ﬁ’f\ I/’ﬁ f’f\

¥nin= =1,40e-01 Ynin= -1,47e+00 = 1,36e-01 Xnin= -1,d40e-01 Ynin= -1,47e+00 = 1,36e-01
Funcion 14 Funcion 14
HEvall= 18 ¥uan= 7.34e+00 Ynan= 2,38e+00 HEvall= 11 Huan= 7.34e+00 Yhan= 2,382+00

¥nin= -1,40e-01 Ynin= -1,47e+00 £= 1.36e-01 ¥nin= -1,40e-01 Ynin= -1,47e+00 &= 1,36e-01

Figura 2.3: Resultados gréficos del los algoritmos RF (arriba-izquierda) y MRF' (arriba-
derecha), MRFda (debajo-izquierda) y MRFro (debajo-derecha), para el problema 14 (ver
Tabla 2.1).

piado. En esta tesis se propone usar el orden opuesto al anterior, basandose en que si el
punto T cumple el Test del Punto Negativo, entonces no es necesario evaluar F'(X) para
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aplicar la Regla de Terminacion Tradicional, porque es seguro que 0 € F(X) (véase la
demostracién del Teorema 2.2.1) y el intervalo no serd eliminado.

El algoritmo para encontrar la minima raiz, desarrollado a partir del MRF, con una
reordenacion de las evaluaciones realizadas por el algoritmo de Mitchell, se describe en el
Algoritmo 2.2.3 (MRFro). El algoritmo MRF'ro s6lo evalia F'(X) (linea 15), para aplicar
la Regla de Eliminacion Tradicional, cuando T no cumple el Test del Punto Negativo (linea
12).

Obsérvese que la division adaptativa no puede usarse en el algoritmo MRFro ya que
la divisién adaptativa estd basada en F'(X) y en el algoritmo MRFro existen intervalos
X en los que F(X) no ha sido evaluada. Por lo tanto la Regla de Division utilizada en el
algoritmo MRFro serd la biseccion tradicional. En la grafica inferior-derecha de la Figura
2.3 se muestra un ejemplo de ejecuciéon del algoritmo MR Fro.

2.2.3 Resultados

En esta seccién se demostrard que las distintas versiones del método propuesto son capaces
de obtener soluciones muy precisas para el problema (2.1) con pocas evaluaciones de la
funcion de inclusion.

La evaluaciones de los algoritmos RF, MRF, MRFda y MRFro se han realizado sobre
un conjunto de cuarenta funciones de prueba, cuya descripcién se muestra en la Tabla 2.1.
Todas las funciones tienen varios maximos y minimos, la mayoria tienen mas de una raiz y
doce de ellas tienen puntos de no diferenciabilidad en el espacio de bisqueda S = [0.2, 7.0],
que es el mismo para todas ellas. La Tabla 2.2 muestra los resultados obtenidos para un
valor de la precisién requerida igual a ¢ = w(S) - 107, En la tltima fila de la Tabla
2.2 se muestran los valores medios del nimero de evaluaciones de la funcidn de inclusion
para cada uno de los algoritmos. Estos resultados se han obtenido sobre un Pentium-II
266MHz con el Sistema Operativo Linux 2.0. Los programas fueron codificados en C y
la Aritmética de Intervalos fue implementada con las rutinas BIAS [90]. Las notaciones
usadas en las Tablas 2.1 y 2.2 son la siguientes:

N Indice de la funcién (para futuras referencias).

MR Minima raiz de la funcién. Las funciones estdn ordenadas res-
pecto a este valor, de menor a mayor y después las que
no tienen raices.

NR Numero de raices en S = [0.2,7.0].

NM Numero de maximos y minimos.

EF  Numero de evaluaciones de la funcion de inclusion.

N(@ Numero de intervalos en la lista final Q.

NS Nuamero de soluciones encontradas. Una solucién estd compues-
ta de uno o mds intervalos consecutivos en ).
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Tabla 2.1: Descripcién de las funciones de prueba. Las funciones marcadas con > no son
diferenciables en algunos puntos de S = [0.2,7.0].

N Funcién 1(x) MR | NE | NM
1| —es™mB2) 42 0.2553 | 7 9
2 | In(3x)In(2x)-0.1 0.2804 | 2 3
> | 3 { cos(bz) @ < 3/2m 03142 | 8 10
cos(x)  en otro caso
4 [ =30 i ksin[(k+ Lz +k]+3 0.4893 | 10 15
5 e Tsin(2wx) 0.5000 14 15
— > 1/(J(ki(z — a:))?| + ¢;) + 10 0.6426 | 8 17
> | 6 | a=(3.040,1.098,0.674,3.537,6.173,8.679,4.503,3.328,6.937,0.700)
k=(2.983,2.378,2.439,1.168,2.406,1.236,2.868,1.378,2.348 2.268)
=(0.192,0.140,0.127,0.132,0.125,0.189,0.187,0.171,0.188,0.176)
7 | @+ sin(on) 0.8209 | 2 13
8 | —z+sin(3z) + 1 1.0354 | 1 9
sin(3z z<5
> 9 71:2(— 3413 —100 en otro caso 1.0472 4 8
10 | cos(x) + 2cos(2z)e™* 1.1407 2 4
11 | —vzsin(z) + 1 11748 | 3 1
12 [ (@?—52+6)/@Z+1) 05 1.2583 | 1 3
13 | (3z — L4)sin(18%) + 1.7 1.2655 | 34 | 42
14 | sin(z)cos(x) — 1.5sin?(x) + 1.2 1.3408 4 7
5 | (w+1)3/a? 7.1 1.3646 | 2 3
> [16 | —Jzsin(2)] 1.5 15034 | 5 6
zZ+0.5 z<1
> | 17 5sin(2rz) +1.5 1<z <3 1.5485 | 4 8
2 -8z +16.5 en otro caso
18 | cos(z) — sin(bz) + 1 1.5708 6 13
> | 19 { cos(bz) 32 <x <5/27 L5708 5 .
cos(x)  en otro caso
20 | —x— sin(3z) + 1.6 1.9686 1 9
21 | wzsin(z) + sin(10x/3) + In(z) — 0.84x + 1.3 | 2.9609 2 6
22 | —0.52%m(@) + 5 3.0117 | 1 2
> [23 | z[sin(z)] — 0.02 31352 | 4 6
24 | 2sin(z)e® 3.1416 2 4
> | 25 { sin(z) @ <w 3.1416 | 7 9
sin(bz) en otro caso
26 | Vxsin®(x) 3.1416 2 6
> | o7 { sin(z) sin(z) > cos(x) 3.1416 9 P
cos(:}c) en otro caso
28 | 2z —3)% ¢/ 15 3.2811 | 2 1
sin(bx ) z <
29 { Ssin(z) 12 o5 35531 | 2 8
30 E§=° kcos[(k + Dz +k]+12 4.7831 2 15
31 | Yp_q —cos[(k+1)x] +4 6.1304 2 14
32 | [sin(z)3cos(z)3[+ 0.1 - - 10
—z+4 z <3
> | 33 —8/922 +8x—15 3<z <6 - - 5
x—5 en otro caso
> | 34 | [sin(z) + cos(z)] + 0.3 - - 6
> | 35 | @+ [sin(z)cos(z)] - - 10
36 | —es®) 14 - - 4
37 eszn(&'c) _ _ 9
38 | 2cos(x) + cos(2z) +5 - - 6
39 | —zsin(z) +5 - - 4
40 | —e %sin(27x) + 1 - - 13
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En la Tabla 2.2 no se han incluido resultados del método GRID ya que en el mejor
de los casos (para la funcién nimero uno), el niimero de evaluaciones requeridas con € =
w(S)-10~15 es aproximadamente 8-10'2. En el peor de los casos, es decir, cuando no existe
ningin corte con cero, el método de GRID necesita w(S) - 10'% evaluaciones de la funcién,
ya que tiene que recorrer todo el espacio de bisqueda. Sin embargo, para las funciones sin
ningtn corte con cero (de la 32 a la 40), los distintos algoritmos aqui presentados resuelven
el problema (2.1) en muy pocas iteraciones, gracias a la Regla de Eliminacion Tradicional.

Comparando los algoritmos RF' y MRF, se puede decir que sélo para las funciones
8, 20, 22 que sélo tienen una raiz y para las que no contienen ninguna raiz en la region
de buisqueda, RF es mejor que MRF. Esto es debido a que MRF no obtiene beneficio de
la evaluacién de Test del Punto Negativo. Por otro lado, estos casos son los mds faciles
de resolver. Para funciones con un ntmero mayor de raices, el Test del Punto Negativo,
junto con la Regla de Eliminacion Tradicional, hacen que el algoritmo trabaje mas rapido,
porque sélo se determina la minima raiz.

Para el conjunto de funciones de prueba usados en esta tesis, el método MRF mejora
en media al MR en mds de un 70%.

Por otro lado, la nueva Regla de Division Adaptativa, MRFda, permite acelerar la
busqueda con respecto al método MRF. La mejora en la reduccién del nimero de evalua-
ciones de la funcion de inclusion estd en el intervalo [—7%, 38%], pero en media sélo se
obtiene una mejora del 15%.

El algoritmo MRFro, que realiza una reordenacion de las evaluaciones de la funcion
de inclusion, es un 15% mejor que el MRFda, un 30% mejor que el MRF y un 80% mejor
que el RF respecto al nimero medio de evaluaciones, convirtiéndose asi en el mejor de los
algoritmos presentados. Ademds, no existe ninguna diferencia respecto al nimero de raices
encontradas por los algoritmos MRF, MRFda y MRFro, ni en la precisién de las soluciones
(NQ) de los algoritmos MRF'y MRFro. Entre el algoritmo MRFda y los algoritmos MRF'y
MRPFro, las diferencias en la precisién de las soluciones (NQ) son inapreciables y se deben
al uso de distintas Reglas de Division.

Para comparar nuestra propuesta de algoritmo con el algoritmo de Mitchell, se ha
incluido el Test de Monotonia en el algoritmo MRFro. En la Tabla 2.2 se muestran los
resultados obtenidos por el algoritmo MRFro con el Test de Monotonia (MRFro+) y el
algoritmo de Mitchell. Las ejecuciones se llevaron a cabo solamente en el subconjunto de
funciones de prueba de la Tabla 2.1 sin puntos de no diferenciabilidad.

Al algoritmo de Mitchell se le anadié el criterio de terminacién usado en el algoritmo
MRF. En esta version del algoritmo de Mitchell, s6lo se evalia F(z) - F'(T) si 0 € F(X)
y 0 ¢ F'(X). Tal como se establecié en la Proposicién 2.2.1, si 0 € F(7) la subregién de
bisqueda a la derecha de T se rechaza.

Puede observarse que para muchas funciones, el nimero de evaluaciones de la funcion
de inclusion realizadas por el algoritmo MRFro (sin el Test de Monotonia) es menor que
las realizadas por los algoritmos MRFro+ y de Mitchell. Sin embargo, para la funcién
numero 15 el nimero de evaluaciones del algoritmo MRFro es casi cinco veces superior.
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Tabla 2.2: Resultados numéricos para € = w(S) - 1071°.

RF MRF MRFda MRFro MRFro+ | Miichell

N| EF [NSINQ| EF [INSNQ| EF |[NSINQ|ET [INSNQ N|EFINSINQ| EF [INSNQ
T 678 7 100 124 1 1 97 1 1 77 1 1 T 80 1 1 126 1 1
2| To1 2 2 123 1 1 95 1 1 77 1 1 2| 83 1| 1 128 1] 1
3| 763 8 14 122 1 1 88 1 1 74 1 1 3

4| 2207 10| 39 209 1| 1| 196| 1| 2 161 1] 1 T o4 1 1 218 1 3
5| 1333 14 19 125 1 1 92 1 1 76 1 1 5| 7 1| 1 127 1 1
6| 883 8§ 11 122 1 1 82 1 1 78 1 1 6

7V 287 2 4 192 1 1 166 1 2 146 1| 1 7 100 1 1 131 1 1
8| Tos 1 1 128 1 1 86 1 1 75 1 1 8| 75 1| 1 127 1 1
ol 397 4 5 132 1 1 85 1 1] 82 1 1 9

10[ 255 2 4 180 1 1 143 1 2 130 1 1 o 84 1 1 127 1 1
TI[ 349 3 5 130 1 1 96 1 1 81 1 1 T 82 1 1 132 1 1
2 241 1 2 194 1 2 193 1 2 144 1 2 2 98 1 1 138 1 1
13| 3137 34] 54 135 1 1 119 1 1 91 1 1 B 103 1 1 137 1 1
T4l 519 4 § 128 1 1 111 1 1] 79 1 1 @l 8o 1 1 127 1 1
15| 1441 2/ 18 611 1 5 649 1 2 562 1 § B 1 1 1 133 1 1
16] 575 5 § 123 1 1| 96 1 1 73 1 1 16

17| 451 4 5§ 124 1 1 103 1 1 75 1 1 17

18] 803 6 12 126 1 1 102 1 1] 81 1 1 s 88 1 1 128 1 1
19 487 5 11 126 1 1 98 1 1 76 1 1 19

20| 133 1 1| t7a[ 1| 1| 128 1| 1| 123 1] 1 200 112 1| 1| 163 1] 1
or| 491 2 o 153 1| 1| 120 1| 1| 103 1] 1 o[ 104 1| 1| 146 1| 1
22| 101 1 2 126 1| 1| 78 1| 1| 76 1] 1 221 76 1| 1| 128 1] 1
23| 369 4 7 121 1| 1| o8 1| 1 80 1] 1 23

24| 201 2 3 126 1| 1| 95 1| 1| 76 1] 1 24 78 1| 1| 128 1 1
o5 677 7 13 126 1| 1| 131 1| 1| 76 1] 1 25

26| 201 2 3 127 1| 1| 1tos| 1| 1| 127 1] 1 260 179 1] 1] 127 1 ]
27| 199 2 3 126 1| 1| 95 1| 1| 76 1] 1 27

28| 1051 2 13 205 1| 2 202 1 2 153 1| 2 28] 103 1| 1| 138 1 1
29| 199 2 2 127 1| 1| too| 1| 1| 77 1] 1 200 79[ 1| 1| 129 1] 1
30| 265 2 5 199 1| 2 169 1 1 152 1| 2 300 122 1| 1| 149 1| 1
31| 209 2 4 140 1| 1| 119 1| 1| 92 1] 1 3T 1ol 1| 1| 142 1] 1
32 1 o o 2 o o 2 o 0 2 0 0 32

33 39 o 0 59 0 0 65 0 0 59 0 0 33

34 1 o o 2 o o 2 o 0 2 0 0 34

35 1 0 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0 35

36 1 0 0o 2 0 o 2 o 0 2 0 0 360 3 o o 1 0 0
37 1 0o o 2 o o 2 o 0o 2 0 0 371 3 of of 1 0 0
38 1 0 0o 2 0 o 2 o 0 2 0 0 38 3 o of 1 0 0
39 3 0 of 5 0o 0o 5 0 0 8§ 0 0 391 7 of of 4 0 0
10 1 0 0o 2 0 o 2 o 0 2 0 0 ol 3 o o 1 o o
M.|481.1 124.5 105.5 88.2 M.[82.6 112.4

Comparando el algoritmo MRFro+ y el de Mitchell puede observarse que en muchas
ocasiones el algoritmo MRFro+ realiza menos evaluaciones. Solo para la funciéon nimero
26 el algoritmo de Mitchell es claramente superior. Esto es debido a que aunque la funcién
ndmero 26 no tiene valores negativos, si tiene raices en la region de busqueda. El resto
de funciones en las que el algoritmo de Mitchell es mejor, son las menos costosas ya que
no contienen ninguna raiz. Por lo tanto, para las funciones sin raices y para la funcién
nimero 26, los intervalos sélo se eliminan por la Regla de Eliminacion Tradicional. En
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estos casos, el algoritmo MRFro+ es mas costoso porque debe realizar el Test del Punto
Negativo antes de comprobar que 0 € F(X).

En el caso particular de la funcién nimero 4, el algoritmo de Mitchell obtiene tres
intervalos en la lista final porque para todos ellos, 0 € F(X) y 0 € F'(X). Por lo tanto,
F(z) - F(T) no se evalia. Sin embargo el algoritmo MRFro+ obtiene un solo intervalo en
la lista final ya que 0 € F(Z), siendo X el primer intervalo de los tres obtenidos por el
algoritmo de Mitchell, produciendo asi la finalizacién del algoritmo.

2.3 Algoritmo para encontrar la minima raiz de un conjunto
de funciones unidimensionales

Esta seccién trata de analizar diferentes soluciones algoritmicas del problema (2.3). El
modo mds simple, pero mas costoso, de resolver este problema consiste en calcular la
minima raiz para cada una de las funciones y de todas las soluciones encontradas quedarse
con la menor. Sin embargo existen varios modos de mejorar esta soluciéon. En esta seccion
se analiza una extension del algoritmo MRFro que permite resolver el problema (2.3). La
idea principal de nuestro algoritmo consiste en utilizar la informacién obtenida en alguna
de las funciones para determinar la subregién de bisqueda en la que no se puede encontrar
la solucién, reduciendo asi el niimero de intervalos activos para todas la funciones [19, 21].
Nuestra propuesta de algoritmo para resolver el problema (2.3) se describe en el Algoritmo
2.3.1, donde cada funcion de inclusion Fy, i = 1,... ,p, tiene asociada su propia lista de
trabajo (L;) y final (Q;). El algoritmo se ejecuta hasta que todas la listas de trabajo se
encuentren vacias.

Definicion 2.3.1 Se define el intervalo A C S como la subregion de busqueda activa en
cualquier momento de la ejecucion del Algoritmo 2.3.1, con ¢ = min{gj, VX € L, @ =
L...,p} ya=max{7;, VX; € L;, i=1,... ,p}

En el Algoritmo 2.3.1, el intervalo A se inicializa a toda la regién de busqueda en la linea
3 y puede ser actualizado en cada iteracién del algoritmo MR FroEx por los procedimientos
ActualizaApy, (lineas 16 y 22), que se describe en el Algoritmo 2.3.2, y ActualizaApqay
(linea 25), que se describe en el Algoritmo 2.3.3.

En cada iteracién, el algoritmo trabajara sobre el intervalo X, seleccionado de entre el
conjunto de intervalos X; que se encuentran en la cabeza de alguna lista de trabajo y que
verifiquen que z; = a, asegurando asi que la bisqueda se dirige hacia la minima raiz. Si se
tiene mds de un intervalo X;, verificando que z; = a, la seleccién del intervalo a procesar
se hace ciclicamente respecto de los indices de las listas que contienen dichos intervalos.

De forma andloga al algoritmo MFRro, si en el algoritmo MRFroEz existe alguna
funcion de inclusion, F; para la que 0 € F;(s), entonces el algoritmo acaba con la solucién
s, 8], tal como se estableci6 en la Proposicién 2.2.1 (linea 4).

Para poder aplicar el Test del Punto Negativo todas las funciones de inclusion se
precondicionan de forma que F;(s) > 0 (linea 8). De esta forma, si alguna funcién cumple
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Algoritmo 2.3.1 : Algoritmo MRFro para un conjunto de p funciones unidimensionales
1 funct MRFroFEx(S = [s,5], F1,... , Fp,e,L1,... , Ly, Q1,... ,Qp)

2 Q;:={0}; Li:={S}; i=1,...,p Inicializacion de las listas finales y de trabajo
3 A=la,a]:=8 Inicializacion de la subregion activa de bisqueda
4 i (3F,i=1,...,p:0€ Fi(s))
5 Qi = Qi + [s, 5]
6 return ) = Q1,... ,Q)p El algoritmo finaliza con la solucidn s
7 if (3F;,i=1,...,p: F(s) <0) Precondicion
8 F; se cambia por — F;
9 while (3L; # {0}, j=1,...,p)
10 for L; : Ly # {0} N a=y:Y = Cabeza(L;)
11 X := Cabeza(L;)
12 Li ::Li—{X} X&Li
13 Eliminado := False El intervalo actual no se ha eliminado
14 if (mEvaluado(F;(T)) V (Evaluado(F;(T)) N F;(T) > 0))
15 if (0 ¢ F(X)) Regla de Eliminacion Tradicional
16 ActualizaApin(a, L1, ... , Ly, 5);
17 Eliminado := True
5 if (Qi) # {0)
19 Li = {0}
20 if (Eliminado = False)
21 if (w(X) <¥¢) Regla de Terminacidn
22 ActualizaApin (@, L1, ... , Ly, 5);
23 Qi = Q; +{X} X pertenece a la solucidn final
24 else
25 MejoraApe, = ActualizaApmez (@, X)
26 Subdivide(X, X, X,) X, =[z,m(X)], X, =[m(X),7]
27 Li = L + {X,} + {X1} L; &2 X, L; &2 X,
28 if (MejoraAmaz)
29 ActualizaListas(a, L, ... , L)
30 return Q = Q1,...,Q)

el Test del Punto Negativo (F(x) < 0), entonces puede asegurarse que la minima raiz se
encuentra en algin punto y : y < x, pudiéndose actualizar la subregion de bisqueda activa,
de forma que @ = x (linea 3, Algoritmo 2.3.3). Asi, la subregién a la derecha de x puede
eliminarse de las listas de trabajo L;, 2 =1, ... , p. Esto se realiza eliminando los intervalos
Xj i z; > @y reduciendo los intervalos X; : @ € X a los intervalos [gj, al, VX; € L; y VL;
(Algoritmo 2.3.4).

Por otro lado, el valor de a¢ puede cambiar sélo cuando la Regla de Eliminacion Tradi-
cional sea capaz de descartar todo el conjunto de intervalos X; que verifiquen que z; = a
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Algoritmo 2.3.2 : Chequea si se ha actualizado a

1 proc ActualizaApin(a, L1, ... ,Ly, 5) =

2 @a:=7%

3 fori=1...p

C (L £ )

5 X := Cabeza(L;)
6 if (z < a)

7 a:=z

Algoritmo 2.3.3 : Intenta mejorar el valor de @

1 funct ActualizaApes (@, X) =

2  Mejora := False

3 if (F(m(X)) <0) Test del Punto Negativo
4 a:=m(X)
5
6

Mejora :=True
return Mejora

(linea 16), y/o dichos intervalos se almacenen en sus correspondientes listas finales (linea
22).

El Algoritmo MR FroEz realiza dos tipos de evaluaciones de las funciones de inclusion:
F;(X) y F;(m(X)). Cuando se selecciona un intervalo X de la lista de trabajo L;, F;(X)
sélo se evaltda si no se conoce el valor de F;(Z) o si F;(Z) > 0 (linea 14). Obsérvese que T fue
el punto medio del intervalo padre de X. Si F;(%) fue evaluado y F;(z) > 0, F;(X) debe
evaluarse para intentar aplicar la Regla de Terminacion Tradicional (linea 15), porque
F(z =a)- F(Z) > 0 por el Teorema 2.2.1. Por otro lado, si no se conoce el valor de F;(7)
es porque T = a. En este caso, el valor de @ puede ser igual a s, o cumplir que F; (@) <0,
para algin j # i. Por lo tanto, el punto @ ya cumpli6 el Test del Punto Negativo para otra
funcion de inclusion, por lo que evaluar F;(Z) no es de utilidad. Esto permite la reduccién
del nimero de evaluaciones.

Si el intervalo X no ha sido eliminado por la Regla de Eliminacion Tradicional (linea
15), debe evaluarse F;(m(X)) (linea 25), siempre que w(X) > € (linea 21).

El algoritmo MRFroEz se ha disenado como una extension del algoritmo MRFro para
trabajar sobre un conjunto de p funciones unidimensionales. De forma similar, se pueden
extender los algoritmos MRF' y MRFda para trabajar sobre p funciones unidimensionales
(MRFEz y MRFdaFEz, respectivamente).

Una posible mejora del Algoritmo 2.3.1 consiste en actualizar repetidamente el valor
de @ usando el mismo intervalo y la misma funcion de inclusion, hasta que el valor de @
no cumpla el Test del Punto Negativo, en vez de mover las computaciones a la siguiente
funcion de inclusion disponible. Incorporando esta idea al algoritmo MRFroEx se obtiene
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Algoritmo 2.3.4 : Actualiza las listas de trabajo basindose en @

1 proc ActualizaListas(a, L1,... ,L,) =

2 fori=1...p

s (L )

4 Elimina los X; € L; : z; > @

5 if (L; # {0}) o Eziste un solo intervalo en la lista L;
6 X = Cabeza(L;)

7 X :=[z,d]

Algoritmo 2.3.5 : Intenta mejorar el valor de @ y repite el proceso en [x,m(X)] si
F(m(X)) <0

1 funct ActualizaApe, (@, X) =

Mejora := True
return Mejora

2  Mejora := False

s while (w(X) > e A (F(m(X)) <0))
4 a:=m(X)

5 X :=[z,d]

6

7

al nuevo algoritmo MRFroEz-1I, mediante el cambio del Algoritmo 2.3.3 (Algoritmo 2.3.1,
linea 25) por el Algoritmo 2.3.5.

2.3.1 Resultados

Las implementaciones de los algoritmos descritos anteriormente: MRFExz, MRFdaEX, MR-
FroEX y MRFroEX-II, han sido realizadas y probadas usando el conjunto de funciones
de prueba mostradas en la Tabla 2.1. La Tabla 2.3 muestra el nimero de evaluaciones
realizadas por los algoritmos MRFEx, MRFdaEX, MRFroEX y MRFroEX-II y la Figura
2.4 muestra una representacion grafica de los mismos resultados experimentales.

La Tabla 2.3 y la Figura 2.4 contienen resultados de tres series de experimentos. Todos
los algoritmos se probaron para cuarenta valores diferentes de p (nimero de funciones en
el conjunto, p =1,2,3,... ,40).

e En la primera serie, el conjunto de p funciones contiene las funciones N =1,... ,p.
Por ejemplo, los datos de la tercera columna (N = 3), implica que las funciones
utilizadas fueron la 1, 2 y 3. Estos datos se muestran en la primera subtabla de
la Tabla 2.3 y en la grafica superior-izquierda de la Figura 2.4. Recuérdese que las
funciones se encuentran ordenadas por su minima raiz. Conforme se incrementa, p,
se puede observar un lento y casi lineal incremento en el nimero de evaluaciones de
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Tabla 2.3: Resultados numéricos para los algoritmos MRFEx (columna A), MRFdaEx
(columna B), MRFroEx (columna C) y MRFroEx-II (columna D). La precisién de los
resultados es € = w(S)-10715, en todos los casos. La fila i contiene los resultados numéricos
del conjunto de ¢ funciones cuyo nimero se especifica en la columna N, desde la fila 1 a
la 4.

Ordenadas de 1 a 40 Ordenadas de 40 a 1 Ordenacion aleatoria
N A B C D N A B C D N A B C D
1 124 97 77 7 40 2 2 2 2 19 | 126 98 76 76
2 137 106 92 88 39 7 7 7 7 4 215 191 166 164
3 147 | 105 | 101 97 38 9 9 9 9 6 221 | 197 | 172 | 168
4 149 111 104 106 37 11 11 11 11 39 223 199 174 170
5 155 | 117 | 109 | 104 36 13 13 13 13 24 | 227 | 203 | 178 | 172
6 161 123 115 108 35 15 15 15 15 12 231 219 183 176
7 167 129 121 112 34 17 17 17 17 2 153 132 106 96
8 157 | 130 | 112 | 107 33 76 82 76 76 29 | 155 | 134 | 108 98
9 161 134 116 111 32 78 84 78 78 37 157 136 110 100
10 165 138 120 115 31 215 203 167 167 11 161 139 114 104
11 167 144 122 117 30 274 256 227 227 26 163 141 116 106
12 171 148 126 121 29 196 198 146 146 34 165 143 118 108
13 175 152 130 125 28 284 304 234 234 27 167 145 120 110
14 177 156 132 127 27 206 191 156 156 17 171 147 124 114
15 | 181 | 162 | 136 | 131 26 | 328 | 381 | 278 | 230 21 | 177 | 153 | 130 | 118
16 183 164 138 133 25 378 494 352 304 28 179 155 132 120
17 185 166 140 135 24 | 444 580 418 378 22 181 157 134 122
18 187 168 142 137 23 283 261 236 239 5 187 142 140 126
19 189 170 144 139 22 269 166 220 221 15 193 146 146 130
20 193 174 148 143 21 295 245 246 247 36 195 148 148 132
21 | 197 | 180 | 152 | 147 20 | 308 | 216 | 258 | 258 9 183 | 150 | 137 | 137
22 199 182 154 149 19 269 230 220 221 7 187 154 141 141
23 201 184 156 151 18 343 334 317 295 8 191 156 145 145
24 203 186 158 153 17 289 274 242 245 40 193 158 147 147
25 205 188 160 155 16 292 277 245 248 31 195 160 149 149
26 | 207 | 190 | 162 | 157 15 | 779 | 831 | 730 | 731 32 | 197 | 162 | 151 | 151
27 | 209 192 164 159 14 347 347 229 300 1 205 163 160 155
28 | 211 | 194 | 166 | 161 13 | 356 | 344 | 309 | 307 30 | 207 | 165 | 162 | 157
29 213 196 168 163 12 414 439 366 361 23 209 167 164 159
30 217 200 172 167 11 350 332 303 301 33 211 169 166 161
31 | 219 | 204 | 174 | 169 10 | 395 | 390 | 349 | 352 35 | 213 | 171 | 168 | 163
32 221 206 176 171 9 331 319 283 285 3 213 175 169 165
33 | 223 | 208 | 178 | 173 8 343 | 313 | 295 | 297 18 | 215 | 177 | 171 | 167
34 225 210 180 175 7 381 389 333 335 25 217 179 173 169
35 | 227 | 212 | 182 | 177 6 303 | 257 | 256 | 256 16 | 219 | 181 | 175 | 171
36 229 214 184 179 5 256 237 209 210 13 221 183 177 173
37 | 231 | 216 | 186 | 181 4 348 | 319 | 302 | 306 20 | 223 | 185 | 179 | 175
38 | 233 | 218 | 188 | 183 3 251 | 215 | 205 | 209 14 | 225 | 187 | 181 | 177
39 235 220 190 185 2 251 230 206 211 38 227 189 183 179
40 237 222 192 187 1 257 232 213 219 10 229 191 185 181

la funcion de inclusion. Esto es debido principalmente a las mejoras producidas en
el valor de @, que después de unas pocas iteraciones, es lo suficientemente pequeno
para que la subregion de biisqueda activa no contenga ninguna raiz en la mayoria de
las funciones de prueba. Estas funciones se volverdn inactivas en pocas iteraciones
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Buscadores de la minima raiz Buscadores de la minima raiz
Desde N igual a 1 hasta 40 Desde N igual a 40 hasta 1
250 0
800
225 —o MRFEX
700 =——=a MRFdaEx
&—= MRFroEx
200 s—— MRFroEx-Il
%] » 600
Q [}
S 175 ]
& S s00
3 E]
[ <
150
E °>-’ 400
S 3
g 125 g 300
E £
Z 100 2

75

&—0 MRFEX
=& MRFdaEx
&——= MRFroEx
—2A MRFroEx-II

50
0 2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40

Valores acumulativos de N

200

100

39 37 35 33 31 20 27 25 23 21 19 17 15 13 11 9 7 5 3 1
Valores acumulativos de N

Buscadores de la minima raiz

Valores de N aleatorios (sin repeticion)

250

225

200

175

150

125

Nimero de evaluaciones

100

75(ii

&—o MRFEXx
—=a MRFdaEx
&—= MRFroEx
s—=A MRFroEX-II

4 391229113417 28 5 36 7 40323033 3 25131410
Valores acumulativos de N

Figura 2.4: Representaciones graficas de los resultados mostrados en la Tabla 2.3.

debido a la Regla de Eliminacion Tradicional.

e En la segunda serie, el conjunto de funciones se ha construido en un orden decreciente
de N, empezando siempre por el valor N = 40. Por ejemplo, el conjunto que contiene
tres funciones (fila 3, N = 38), incluye las funciones N = 40, 39 y 38. Los datos
experimentales para esta serie se muestran en la segunda subtabla de la Tabla 2.3 y
en la grafica superior-derecha de la Figura 2.4. Ahora la dltima funcién de cualquier
conjunto de p funciones contiene la minima raiz. Por lo tanto, al final de los distintos
algoritmos, solo esta funcion permanece activa. Como en el caso anterior, el niime-
ro de evaluaciones realizadas sobre la funcién con la minima raiz tendrd un peso
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importante en el resultado final. En los datos pueden identificarse dos casos particu-
larmente significativos. Cuando la dltima funcién es la ntimero 15 y cuando la dltima
funcién es la nimero 24. En el primer caso, el numero de evaluaciones se incrementa,
considerablemente debido a que las sobreestimaciones producidas por la Aritmética
de Intervalos no permiten eliminar intervalos hasta que estos sean suficientemente
pequenos. Este nimero de evaluaciones puede reducirse considerablemente si se usa
el Test de Monotonia, tal como se mostré en la Tabla 2.2. En el segundo caso, las
funciones nimero 27, 26, 25 y 24 tienen el mismo valor de su minima raiz en la regién
de bisqueda, por lo tanto, los algoritmos tienen que continuar trabajando en todas
ellas, con el consiguiente incremento en el nimero de evaluaciones.

e En la tercera serie de experimentos, el conjunto de funciones de prueba se or-
deno aleatoriamente, construyéndose cada conjunto de p funciones con las p primeras
del orden aleatorio. Los datos experimentales se muestran en la tercera subtabla de
la Tabla 2.3 y en la grafica inferior de la Figura 2.4. Estos experimentos se han
introducido debido a que normalmente la ordenacién de las funciones, respecto a la
localizacién de la minima raiz, no se conoce de antemano. Como en los casos ante-
riores, el orden de las funciones y la localizacién de la funcién con la minima raiz
en el conjunto son importantes para la mejora del valor de @ y por lo tanto, para la
reduccion del niimero de evaluaciones.

Comparando las cuatro versiones del algoritmo, puede observarse que para el conjunto
de funciones de prueba las versiones MRFroExz y MRFroFEz-11I son mejores que la MRFEx.
El algoritmo MRFdaFEx es generalmente mejor que el MRFEz y peor que los algoritmos
MRFroEx y MRFroEz-11. Entre los algoritmos MRFroEx y MRFroEx-1I sélo se pueden
notar pequenas diferencias. Para la mayoria de las funciones, el algoritmo MRFroEz-1I es
ligeramente mejor que el MRFroEz y cuando el algoritmo MR FroEz mejora los valores del
MRFroEz-11, las diferencias son menores de tres o cuatro evaluaciones de la funcion de
inclusion.

En la Figura 2.5 se muestra graficamente un ejemplo donde se comparan los métodos
MRFroEz (columna izquierda) y MRFroEz-1I (columna derecha), para las funciones 8, 27
y 16 de la Tabla 2.1 y un valor de € = 0.34. El método MR FroEz necesita 19 evaluaciones
en total, mientras el método MRFroEz-II necesita sélo 15, debido a que realiza varias
mejoras consecutivas del valor de @ en la funcién nimero 8.

2.4 Resumen

En este capitulo se han propuesto nuevos algoritmos de Ramificacion y Acotacion basados
en Aritmética de Intervalos para resolver dos problemas que se pueden aplicar a diversas
areas de la Ciencia y la Ingenieria. Para este tipo de algoritmos se puede hacer la siguiente
reflexién:
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Hndxk= 7.34e+00 Ynax= 2.26e+00

Funcidn 8
HEvall= 11

Hndxk= 7.34e+00 Ynax= 2.26e+00
I

s
&= 1.36e-01

Funcidn 8
HEvall= 11

Xnin= =1.40e-01 Ynin= -7.4de+00
Xnax= 7,34e+00 Ynax= 1,11e+00

E= 1.36e-01
Funcién 27
HEvall= 2
s 4
K

¥nin= -1.40e-01 Ynin= -7.4de+00
Funcién 27
HEvall= 4 Knax= 7,34e+00 ¥nix= 1,11e+00
//\
A i A
i ’-' i ’-'
; ;
i i
¢ ¢
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¥nin= -1,40e-01 Ynin= -1,10e+00 &= 1,368-01 ¥nin= =1,40e=01 Ynin= -1,10e+00 &= 1,368-01
Funcién 16 Funcién 16
NEvall= 4 Xnaw= 7,34e400 ¥nan= 1,87e+00 NEvall= 2 Xnaw= 7,34e400 ¥nan= 1,87e+00
; ; ; ;
! 1 ! 1
/ { / {
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/ /
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/
/

£= 1,36e-01

Xnin= -1,40e-01 Ynin= -5,85e+00

£= 1,36e-01

Xnin= -1,40e-01 Ynin= -5,85e+00

Figura 2.5: Algoritmos MRFroEz (columna izquierda) y MRFroEz-1I (columna derecha),

para las funciones 8, 27 y 16 de la Tabla 2.1 y un valor de € = 0.34.
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La evaluacion de la funcion de inclusion obtenida a partir de la Aritmética de Inter-
valos normalmente produce sobreestimaciones del rango real de una funcién debido a la
definicion de las operaciones de la Aritmética de Intervalos y también por el redondeo
directo usado en la Aritmética Computacional. Normalmente esta sobreestimacién decre-
ce con la anchura del intervalo evaluado. Asi, la informaciéon méds precisa que se puede
obtener es para los intervalos puntuales [z, z]. Por lo tanto, cuando w(X) > 0, es mejor
tomar decisiones basadas en la evaluacién de F'([z,z]) que en F(X). Los algoritmos tra-
dicionales para encontrar la raiz minima de una funcién unidimensional hacen uso de las
evaluaciones de F(X), F'(X) y F([z,x]), en este orden. En esta tesis se ha probado que es
mejor utilizar el orden inverso, principalmente cuando la funcién objetivo tiene al menos
una raiz en la regién de bisqueda (los otros casos suelen ser los menos costosos).

Para el problema de encontrar la minima raiz en una funcién unidimensional esta reor-
denacién proporcioné una mejora en el nimero de evaluaciones de un 30%, en promedio,
para el conjunto de funciones de prueba. Incorporando el Test de Monotonia, las mejoras
fueron del 26%. Para muchos casos, esta reordenacién aporté mejores resultados, incluso
sin usar el Test de Monotonia.

Se han propuesto algoritmos eficientes para resolver el problema de encontrar la minima
raiz de un conjunto de funciones unidimensionales, los cuales utilizan informacién obtenida
en una funcion para reducir el espacio de busqueda en las deméds funciones. Incluso para
estos algoritmos tan eficientes, una reordenacién de los tipos de evaluaciones a realizar
aporté en promedio un 20% de mejora.
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Capitulo 3

Algoritmos secuenciales de
Optimizaciéon GGlobal basados
en Aritmética de Intervalos y
Ramificacion y Acotacion

En este capitulo se describirda un algoritmo bdasico de Optimizacién Global basado en el
método de Ramificaciéon y Acotacién y Aritmética de Intervalos, de acuerdo a las reglas
bésicas de los algoritmos de Ramificacién y Acotacién descritas en la Seccién 1.5.1 (pagina
26). En este trabajo se propone un nuevo parametro (Seccién 3.2) que estima la proximidad
de un intervalo n-dimensional a la regién de atraccién de un minimo, o la cantidad de
region de atracciéon hacia un minimo que contiene un determinado intervalo n-dimensional
(también llamado caja). Este pardmetro se ha utilizado para obtener informacién acerca
del nivel de divisién a realizar sobre la caja seleccionada (Seccién 3.3), obtener mejores
criterios de seleccién (secciones 3.5 y 3.6) y para anadir nuevos criterios de eliminacién
(secciones 3.4 y 3.6).

3.1 Algoritmo basico de Optimizacion Global
basado en Intervalos

Se quiere resolver el problema de Optimizacién Global, donde la tinica restriccién es la de
tener limites implicitos en la regiéon de bisqueda. Es decir:
f* = min f(x), (3.1)
€S
donde el intervalo n-dimensional S C R" es la regién de bisqueda y f(z) : R* — R es la

funcion objetivo. No sdlo se estd interesado en encontrar f*, sino también el conjunto de
puntos minimizadores globales, i.e, X* = {z* € S: f(z*) = f*}.
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Las distintas reglas de Ramificacion y Acotacién utilizadas para los algoritmos de
Optimizacién Global basados en intervalos se detallan a continuacién:

Regla de Acotacién: La Aritmética de Intervalos provee un método natural y riguroso
para obtener limites de una funcién en un intervalo. Puede usarse la extension natu-
ral de intervalos, la Aritmética de Intervalos Extendida (Seccién 1.2.3), expresiones
centradas (Definicién 1.2.5) o expresiones basadas en la pendiente (Definicién 1.2.6).
En este trabajo, la funcién de inclusién usada es la extensién natural a intervalos
[124, 152, 90] (Seccién 1.2.2, pigina 8).

Regla de Divisién: Csendes y Ratz [35, 155] estudiaron cuatro estrategias para deter-
minar en qué coordenada de la caja seleccionada se debia realizar una bisecciéon. En
estos trabajos, la coordenada, k, a dividir estd determinada por la siguiente ecuacién:

k:min{j:je{l,... ,nty D(j) =

(D)} 32)
donde D(i) depende de la estrategia elegida:

Estrategia A: Est4 justificada por la idea de dividir la regién de biisqueda unifor-
memente, para que la anchura de los intervalos converja a cero [125, 153, 167]:

D(i) = w(X;) (3.3)

Estrategia B: Hansen [71] propuso una estrategia heuristica de forma que la coor-
denada elegida fuera aquella en la que f varia mas:

D(i) = w(F'(X;)) - w(X;) (3.4)

Estrategia C: En esta estrategia, Ratz [154] intenta disminuir la anchura de la
funcion de inclusion:

D(i) = w(F'(X;) - (Xi; — m(X3))) (3.5)

Estrategia D: Esta estrategia intenta disminuir las sobreestimaciones de la funcion
de inclusion, i.e. w(F(X) — w(f(X)), debidas a la representacién en punto
flotante del computador [68]:

N\ — w(XZ) 0eX;
D(i) = { w(X;)/ min{| z; | : ; € X;} en otro caso (3.6)

Estrategia E: Esta estrategia es andloga a la C, pero usando informacion de la
segunda derivada [155]:

leo@miro.ualm.es



CAPITULO 3. ALGORITMOS SECUENCIALES DE O_PTIMIZACION GLOBAL BASADOS
EN ARITMETICA DE INTERVALOS Y RAMIFICACION Y ACOTACION 61

Para las funciones de prueba utilizadas, todas las estrategias fueron las mejores en
algunos casos, pero las estrategias B, C y E se mostraron superiores, en media, a las
estrategias A y D. Las mejoras se incrementaron con la dificultad de los problemas
tratados. La estrategia D fue la peor y la C la mejor, seguida de cerca por la B
y E. Los autores establecen que debido a su elevado coste, la estrategia E sélo
estd justificada si ademads se calculan las segundas derivadas para otros propdsitos.

Basandose en las propuestas anteriores, Berner [7] establece que es mejor realizar
una biseccién de dos coordenadas a la vez. Para los problemas de prueba que utilizé,
Berner obtuvo una mejora de un 20% respecto a la biseccién de una sola coordenada.
Hansen [71], propone la divisién de tres coordenadas, pero sin mostrar resultados.
Un ndmero mayor de coordenadas a dividir no es aconsejable debido al gran nimero
de subcajas generadas en cada divisién.

En esta tesis la seleccién de la coordenada o coordenadas a dividir estard basada en
w(X;), ya que es independiente de la diferenciabilidad de la funcién objetivo. Sobre
cada coordenada se realizard una biseccion u otros niveles de divisién, proponiéndose
una Regla de Division adaptativa.

Regla de Seleccién: En [62] y [7] se demuestra que, en la mayoria de los casos, la regla
de seleccién Primero el Mejor (Seccién 1.5.1, pagina 28), es mds eficiente que la
buisqueda en profundidad o en anchura, siendo la Regla de Seleccion que normalmente
se usa en los algoritmos de Optimizacion Global basados en intervalos. Este criterio
de seleccién se obtiene mediante una ordenacién no decreciente respecto a F(X?)
de las cajas activas X', como primer criterio de ordenacién y un orden decreciente
con respecto a la edad de las cajas, para aquellas cajas con F(X?) = F(X7), i # 7,
como segundo criterio de ordenacion [35]. Este tipo de ordenacion es debido a que
se supone que las cajas con un menor valor de F(X*) tienen mis probabilidad de
contener un minimo global. Denotaremos al menor de los valores obtenidos de F(X?)
como f*, ya que serd un limite inferior del valor minimo de la funcién objetivo en la
region de bisqueda (f*).

La estructura de datos mds simple para almacenar las cajas activas es una lista
enlazada ordenada segin F(X'). En vez de una lista enlazada, aqui se ha utilizado un
arbol binario balanceado, ya que se mejora la complejidad de una insercién ordenada.
En este arbol de trabajo, cada nodo usa una lista enlazada para almacenar las cajas
con el mismo valor de F(X).

Regla de Terminacién: Generalmente la Regla de Terminacion estd basada en los va-
lores de w(X) y/o w(F(X)). Una descripcién mds detallada de estos criterios de
terminacion puede encontrarse en [153]. En esta tesis se usard w(X) < € como
criterio para establecer que la caja X pertenece a la solucién final y por lo tanto
serd almacenada en un arbol final, en vez de en el drbol de trabajo. De esta forma,
el algoritmo termina cuando no quedan cajas en el arbol de trabajo.
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Regla de Eliminacién: La Regla de Eliminacion bésica y més simple es la denominada
Test de Corte (CutOff Test). Denotaremos por f* al limite superior del minimo global
f*, obtenido mediante el Test del Punto Medio (Seccién 1.3.1, pagina 18). El Test de
Corte elimina las cajas activas, X?, que cumplan la relaciéon f* < F(X?). Se puede
usar algtin método de biisqueda local para mejorar el valor de f* y asi poder aplicar
el Test de Corte al mayor nimero posible de cajas.

Otros dispositivos aceleradores, como el test de monotonia, concavidad o el método
de Newton de Intervalos (Seccién 1.3), han demostrado ser unas herramientas efi-
cientes para establecer criterios de eliminacion. Utilizando este tipo de dispositivos
el nimero de cajas evaluadas decrece considerablemente pero el esfuerzo computa-
cional aplicado a cada caja se incrementa conforme se incrementa la dimension de la
funcién objetivo. La utilidad de estos tests decrece para los casos donde la funcién
objetivo tiene un gran ntimero de maximos y minimos y cuando la sobreestimacién
del rango real de la funcién objetivo, que aparece en la funcidn de inclusion, hace que
estos dispositivos sean ineficientes, frenando la convergencia de los algoritmos que
los usan. Normalmente, los dispositivos més costosos, como el Método de Newton
de Intervalos, sdlo se aplican en las fases finales de los algoritmos, donde se supone
que las cajas a procesar solo contienen un minimo global y son lo suficientemente
pequenas para que las sobreestimaciones de la funcidn de inclusion no sean impor-
tantes. El principal inconveniente de estos dispositivos aceleradores es que no pueden
aplicarse si la funcién objetivo es no diferenciable.

El algoritmo béasico de Optimizacién Global basado en intervalos se muestra en el
Algoritmo 3.1.1. Su principal caracteristica es que no tiene ningin requerimiento acerca
de la diferenciabilidad de la funcién objetivo. Los pardmetros de entrada del Algoritmo
3.1.1 son los siguientes:

: Regién de busqueda.
: Extensién natural a intervalos de la funcién objetivo f.
: Criterio de parada (w(X) < ¢).
: Arbol de trabajo.
: Arbol final.
/— : Denotan la introduccién/extraccién de cajas del arbol.

+ O™ MW

El algoritmo comienza inicializando: el limite superior de f* a F(S), el arbol de trabajo
a la region de busqueda y el drbol final al conjunto vacio (lineas 2, 3 y 4, respectivamente).
El algoritmo termina cuando el drbol de trabajo se encuentra vacio (linea 5). La Regla
de Seleccidon, basada en procesar primero la caja con un menor valor de F(X), se aplica
al drbol de trabajo en la linea 6. A continuacion, se evalia el punto medio de la caja
seleccionada para intentar mejorar el valor de f* (linea 8). Si se ha mejorado el valor de
f*, se aplica el Test de Corte a los drboles de trabajo y final (lineas 10 y 11). La Regla de
Division se aplica a la caja seleccionada en la linea 12. Finalmente, las subcajas generadas
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Algoritmo 3.1.1 : Algoritmo basico de Optimizacién Global basado en intervalos.
1 funct OGBasico(S, F,e,T, Q)

2 fr=F(S) Limite superior de f*
3 T:={S} Arbol de trabajo
i Q:={0} Arbol Final
5 while (T # (1))
6 X := SelecionaCaja(T) F(X) =min{F(X?), VX' €T}
7 T:=T-{X};
8 f*:=min{f* F(m(X))} Actualizacion de f*
9 if (f* = F(m(X))) Se ha mejorado el valor de f*
10 T := TestdeCorte(T, f*) VXieT,f*<F(X)=T:=T-{X}
11 Q := TestdeCorte(Q, f*)
12 Divide(X, X!, ..., X?)
13 for i:=1to s
14 if (f* < F(X') next; Test del Punto Medio
15 if (w(X?) <e) Q:=Q+{X} Almacenar Xt en Q
16 else T :=T + {X'} Almacenar X' en T
17 return Q

se almacenan en el arbol de trabajo (linea 16) si no cumplen el Test del Punto Medio
(linea 14) ni la Regla de Terminacion (linea 15). Normalmente cuando se habla del Test
del Punto Medio, no solo se hace referencia a la posible eliminacién de una caja (linea 14),
sino también a la evaluacién del punto medio de la caja seleccionada (linea 8).

El algoritmo 3.1.1 es el resultado de diversas mejoras realizadas al algoritmo inicial de
Moore [126] y Skelboe [167]. En el algoritmo Moore-Skelboe, el valor de f* se actualizaba
al menor valor de F(X) encontrado. Posteriormente Ichida y Fuji [84] incorporaron el
Test del Punto Medio, mejorando asi la actualizacién de f*. Hansen [69, 70] propuso usar
una Regla de Seleccion basada en una busqueda en anchura (Seccion 1.5.1, pdgina 28).
Ademds del Test del Punto Medio, Hansen incorporé el Test de Corte cuando se obtenia
un mejor valor de f*. A este tipo de algoritmo se le conoce como algoritmo de Hansen. En
los cédigos usados actualmente por Hansen [71] se usa una Regla de Seleccion basada en
Primero el Mejor. En [153], se han analizado propiedades de convergencia de los algoritmos
de Moore-Skelboe, Ichida-Fuji y Hansen, presentando ademds algunos experimentos con
el algoritmo de Hansen. Una revisién mads general de las distintas versiones de algoritmos
de Optimizaciéon Global basados en intervalos puede encontrarse en [88].

En la Figura 3.1 se muestra la ejecucién del Algoritmo 3.1.1 para la funcién f(z) =
x + sin(bz), sobre el espacio de busqueda S = [0.2,2.0] y un valor de ¢ = 0.2. Las gréficas
siguen un orden de izquierda a derecha y de arriba a abajo conforme a la ejecucién del
Algoritmo 3.1.1 avanza. En las grificas, una caja representa un intervalo [z, Z| y los limites
inferior y superior de la funcidn de inclusién evaluada sobre ese intervalo, [F(X), F(X)].
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Figura 3.1: Ejemplo de ejecucién del Algoritmo 3.1.1 sobre una funciéon unidimensional.
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Cada una de las cajas se ha enumerado siguiendo su orden de creacion. Se ha dibujado
también el intervalo [f*, f*] que encierra el valor minimo de la funcién en el intervalo S

(f* € [f*, f*]). Las distintas iteraciones del Algoritmo 3.1.1 se detallan a continuacién:

1. En la primera grafica de la Figura 3.1 se muestra como se actualiza el valor de
[*=F(m(X")) (linea 8). El limite inferior de f* (f*) se inicializa a F(X*'). La Regla

de Division utilizada es la biseccién. El algoritmo divide el intervalo X! (linea 12) y
almacena los subintervalos generados, X2 y X3, en el 4rbol de trabajo (linea 16).

2. Siguiendo la Regla de Seleccion (linea 6), se extrae el intervalo X2 del 4rbol de trabajo
para su procesamiento. En este caso la evaluacién de F(m(X?)) no mejora el valor
de f*. Se divide el intervalo X2, generando los intervalos X* y X° que se almacenan
en el arbol de trabajo. El valor f* se mejora como resultado de la evaluacion de
F(X?).

3. En la tercera gréfica, se selecciona el intervalo X°, actualizindose el valor de f*
al evaluar F(m(X®)). Esta mejora de f* permite realizar el Test de Corte (linea
10), que elimina los intervalos X* y X3 del 4rbol de trabajo. Esta eliminacién se
muestra en la cuarta grafica mediante el cambio de color de las cajas eliminadas. Las
cajas X% y X7, generadas a partir de X°, son almacenadas en el 4rbol de trabajo,
actualizdndose de nuevo el valor de f* = F(X9).

4. En la quinta gréafica se selecciona X%. En esta ocasién, no se mejora el valor de f*.
Mediante la regla de divisién se generan las cajas X® y X?. La caja X® se elimina
directamente mediante el Test del Punto Medio (linea 14), mientras que la caja X°
cumple la Regla de Terminacidn, por lo que se almacena en el drbol final (linea 15),
mejordndose ademds el valor de f*.

5. El mismo proceso se realiza con la caja X7, que es la tnica del drbol de trabajo,
elimindndose la subcaja generada X'! por el Test del Punto Medio y almacenidndose
la subcaja X0 en al arbol final. Al encontrarse el arbol de trabajo vacio, el algoritmo
termina devolviendo las cajas que se encuentran en Q).

De esta forma se obtiene una solucién rigurosa, determinindose la situaciéon de los
puntos minimizadores por la unién de los intervalos que se encuentran en la arbol final
(X* = XU X9 y el rango donde se encuentra el valor minimo de la funcién objetivo en
la regién de busqueda (f* € [f*, f*]).

El algoritmo 3.1.1 serd la base de trabajo para la mejora de algunas de las reglas
de Ramificacién y Acotacion en las que estd basado. La mayoria de estas mejoras estin
basadas en el pardmetro pf*(X) que se describe en la siguiente seccién.
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3.2 El parametro pf*(X)

El parametro pf*(X) aparece ante la necesidad de obtener un estimador de la cantidad de
regién de atraccion hacia un minimo que contiene una determinada caja o la distancia de
un minimo a la regién definida por una caja concreta. Esta informacion es muy importante
porque la mayoria del trabajo computacional se hace alrededor de los puntos minimizadores
de la funcién objetivo. En las siguientes secciones se usard este parametro para reducir
el nimero de evaluaciones de la funcion de inclusion realizadas por el Algoritmo 3.1.1,
reduciendo asi su tiempo de ejecucion.

Definicién 3.2.1 Dada una funcién f(z) : S CR" - Ry F* un limite superior de f*,
se define el pardmetro pf* de una caja X C S como:

pIH(X) = Y =n 7 (3.8)

donde f* puede obtenerse mediante el uso de algoritmos de busqueda local o durante la eje-
cucion del Algoritmoﬁ].], mediante el Test del Punto Medio. Como muestra la ecuacion
(3.8), el pardametro pf* determina la distancia de f* a F(X), normalizada por w(F(X)).

En la expresién (3.8), el denominador es positivo debido a las propiedades de las
funciones de inclusion y a los redondeos directos usados por la Aritmética Computacional.
Por otro lado, el valor f*— F(X) es siempre positivo o igual a cero, ya que de otra forma la
caja X habria sido previamente eliminada por el Test de Corte o el Test del Punto Medio.
Para algunos problemas poco comunes, pero importantes, el limite inferior de la funcion
de inclusion, para la mayoria de la cajas relevantes, es igual al minimo global de la funcién
objetivo, inhibiendo la utilidad del parametro pf*. Tales problemas aparecen por ejemplo
cuando hay que determinar las raices de una funcién g(z) mediante la minimizacién de
f(x) = g(x)?, como en algunas fases de problemas de equilibrio [171].

En esta seccién se mostrar4 la relacién entre el valor de pf*(X) y la proximidad de X a
un punto z* € X*. Nuestros experimentos muestran que para valores grandes de pf*(X),
la caja X estd normalmente cerca de un minimo local o global.

Como ejemplo preliminar se ha usado una funcién f(z) : S C R* — R cuyos minimos
globales (f(zg,), f(xg,),...) v locales (f(x,), f(z1,),...), se conocen de antemano. Los
valores de pf*(X) se han computado para todas la cajas disjuntas X C S de tamafo
§ = w(S)/d, usando f*=f*. También se ha calculado la distancia entre el centro de cada
caja X y el minimo global mas cercano. Estas computaciones se han realizado para varios
valores del tamano de caja (d = 16, 32, 64, 128, 256 y 512).
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Problena Six-Hunp-Canel-Back
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Problena Six-Hump-Canel-Back

6= 0.6250

Xnan = 5,0 Ynax = 5,0

Xnin = -5,0 Yain = -5,0

Problena Six-Hunp-Canel-Back
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6= 0.1562

pf*
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Problema Six-Hump-Camel-Back
16 divisiones en todas las dimensiones a la vez.
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Distancia desde el centro de cada caja al minimo més cercano.

Problema Six-Hump-Camel-Back
32 divisiones en todas las dimensiones a la vez.

. = Sin contener el minimo
05 Conteniendo el
04
.,
.
03 N “e
0.2 . ) . L
0.1
’-
0.0 -
0 1 2 3 4

Distancia desde el centro de cada caja al minimo més cercano.

Problema Six-Hump-Camel-Back
64 divisiones en todas las dimensiones a la vez.
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Distancia desde el centro de cada caja al minimo més cercano.

Figura 3.2: En la columna de la izquierda se muestran las cajas no eliminadas por el Test
del Punto Medio. Las cajas més claras tienen un mayor valor de pf*(X). En la columna,
de la derecha se representan los valores de pf*(X) respecto a la distancia del centro de la
caja X con el minimo global mas cercano.
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3.2. EL PARAMETRO PF*(X)

Problena Six-Hunp-Canel-Back

¥nax = 2.419 Ynax = 2.594

wr

£

Xnin = -2.544 Ynin = -2.368

Problena Six-Hump-Canel-Back

6= 0.0781

Xnax = 2,444 Ynan = 2,534

Xnin = -2,519 Ynin = -2,368

Problena Six-Hunp-Canel-Back

6= 10,0391

¥nax = 2.494 Ynax = 2.669

Xnin = -2.619 Ynin = -2.4d4

6= 0.0195

Problema Six-Hump-Camel-Back
128 divisiones en todas las dimensiones a la vez.
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Distancia desde el centro de cada caja al minimo més cercano.
Problema Six-Hump-Camel-Back
256 divisiones en todas las dimensiones a la vez.
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Distancia desde el centro de cada caja al minimo més cercano.
Problema Six-Hump-Camel-Back
512 divisiones en todas las dimensiones a la vez.
= Sin contener el minimo
05  Conteniendo el minimo|
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Distancia desde el centro de cada caja al minimo més cercano.

Figura 3.3: En la columna de la izquierda se muestran zooms de las cajas no eliminadas
por el Test del Punto Medio. Las cajas mas claras tienen un mayor valor de pf*(X). En
la columna de la derecha se representan los valores de pf*(X) respecto a la distancia del
centro de la caja X con el minimo global méas cercano.

leo@miro.ualm.es



CAPITULO 3. ALGORITMOS SECUENCIALES DE O_PTIMIZACION GLOBAL BASADOS
EN ARITMETICA DE INTERVALOS Y RAMIFICACION Y ACOTACION 69

Las Figuras 3.2 y 3.3 muestran los resultados de estas evaluaciones para la funciéon
bidimensional Six-Hump-Camel-Back (véase el Apéndice A). En las columnas de la iz-
quierda de las Figuras 3.2 y 3.3 se muestran los valores de pf*(X). Cada caja representa
el intervalo bidimensional X y el valor de pf*(X) viene dado por su color. Las cajas mds
claras tienen un mayor valor de pf*(X). Las cajas con un valor de pf*(X) < 0 no se han
dibujado, ya que serian eliminadas por el Test del Punto Medio.

En las columnas de la derecha de las Figuras 3.2 y 3.3 se ha representado los valores de
pf*(X) respecto a la distancia de m(X) al minimo global més cercano. Puede observarse
que para valores pequefios de §, las cajas X con los mayores valores de pf*(X) (i.e.
aquellas més claras), estdn cerca de un minimo global o local de la funcién objetivo. Se ha
obtenido el mismo resultado para todas las funciones de prueba utilizadas en este trabajo.
Parece ser que pf* puede considerarse como un pardmetro que da informacién acerca de
la localizacién de un minimo global o local.

A continuacién se estudiard si esta informacion tan facil de obtener, acerca de la
localizacion de los minimos, es correcta:

Teorema 3.2.1 Supdngase que para el problema de optimizacion (3.1), la funcion de in-
clusion F(X) de f(x) es isétona (Definicion 1.2.3, pagina 14) y a-convergente (Definicion
1.2.4, pagina 15) para unas constantes positivas « y K. Supdngase ademds que el pardme-
tro pf*(X) es menor que 1 para todas las subcajas X de la region de busqueda S. Entonces
un ndmero arbitrariamente grande (N > 0) de intervalos seleccionados consecutivamente
por el Algoritmo 3.1.1 pueden tener la propiedad de que [16]:

1. Ninguno de esos intervalos procesados tengan un punto estacionario (en este caso
un minimo).

2. Durante esta fase de la bisqueda, los valores de pf*(X) de estos intervalos son
mdzimos.

Demostraciéon. Considérese que bajo las condiciones anteriores existe una caja Y C S
con F(Y) > f* (deberia ser eliminada) y que Y no contiene ningin punto estacionario.
Este tipo de cajas es ficil de encontrar en los problemas de Optimizacion.

Constriyase la siguiente funcién de inclusion:

G(X) = [E(X) - Dw(X)", F(X)] (3.9)

para la caja Y y para las cajas Z que sean ascendentes o descendientes de Y y G(X) =
F(X) para las demés. Es facil ver que Z C Z' implica que G(Z) C G(Z'), i.e. G es is6tona.
Por otro lado, G es también a-convergente con las constantes « y K + D .

Considérese la iteracion en la que la caja Y fue generada y X’ fue seleccionada en la
siguiente iteracién, por lo tanto, F(X') < F(Y). Usando la funcién de inclusion G(X),
puede establecerse el valor de D de tal forma que el Algoritmo 3.1.1 seleccione la caja Y
en vez de X', siendo los siguientes N intervalos seleccionados descendientes de Y.
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Nétese que conforme se incrementa el valor de D, el correspondiente valor de pf*(Z2)
converge a 1. Denétese por pf¢, al pardmetro pf*(Z) obtenido con la funcién de inclusion
G(X) y pf; al obtenido con F(X). Eligiendo un valor apropiado de D, es obvio que
G(Z) < F(X') y que pf5(Z) > pfa(X'), VZ C Y (si pf*(X') < 1).

Por lo tanto, si se usa la funcidn de inclusion G(X) con la méxima constante D, la
serie de N intervalos seleccionados a partir del intervalo Y cumplen las propiedades 1 y 2
del Teorema 3.2.1. |

La consecuencia del Teorema 3.2.1 es, que incluso usando una funcion de inclusion
is6tona y a-convergente, la secuencia de intervalos seleccionados para su procesamiento
puede estar lejos de los minimizadores globales durante un tiempo arbitrariamente largo.

Si se fuerza al Algoritmo 3.1.1 para que pare cuando se ha encontrado una sola caja
que cumple la Regla de Terminacion, entonces el resultado obtenido podria ser incorrecto.

La suposicién de que el valor de pf*(X) es menor que uno para todos los intervalos
X C S es cierta para la mayoria de los problemas practicos. Puede no ser cierta sélo en
los problemas donde el valor de la funcién objetivo es constante en todo un subintervalo
X C S, siendo este valor igual al minimo global y ademés F(X)=f*. En estos casos tan
poco comunes, se obtendria rapidamente un resultado mas que satisfactorio.

A partir de ahora se investigaran los valores de pf*(X) de los intervalos generados por
el Algoritmo 3.1.1. En la Figura 3.4 se han dibujado las cajas eliminadas y las insertadas
en el arbol final durante la ejecucion del algoritmo de Ramificacién y Acotacidn, para
tres funciones de prueba bidimensionales. De izquierda a derecha, las funciones usadas son
GoldStein-Price (GP), Six-Hump-Camel-Back (C), y Levy 3 (L3), que tienen uno, dos y
nueve minimos globales, respectivamente (véase el Apéndice A). A diferencia de las cajas
representadas en las Figuras 3.2 y 3.3, todas las cajas activas en un momento dado de la
ejecucion el Algoritmo 3.1.1 no tienen por qué tener el mismo tamano. En la Figura 3.4, las
cajas eliminadas se han representado en gris, mientras que las cajas blancas son aquellas
que se almacenaron en el drbol final, determinando asi la regién solucién. Como puede
observarse en la Figura 3.4, la regién solucién disminuye conforme disminuye el valor de
€, definiendo cada vez mejor los minimos globales. En la Ultima fila se han dibujado las
cajas de la fila anterior (¢ = 1073) que en cualquier momento de la ejecucién del algoritmo
alcanzaron un valor de pf* > 0.4. Como puede observarse, estas cajas se encuentran sobre
los minimos locales y globales.

3.3 Division maultiple en algoritmos de
Optimizacion Global basados en intervalos

Como se introdujo en la Seccién 3.1, el método de divisién tradicional es la biseccién
de la coordenada mds ancha [153]. De acuerdo con nuevos estudios [7, 34, 35|, dividir
varias coordenadas a la vez puede mejorar la eficiencia de las técnicas de Ramificacién y
Acotacién aplicadas a la Optimizacion Global. Todos estos trabajos investigan o discuten
exclusivamente una divisién multiple fija y estatica, es decir, el método de division elegido
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Problena Goldstein-Price Mnax = 2,0 Ynax = 2,0 Problena SixHunpCanelBack

Knax = 5.0 ¥nax = 5.0

Problena Levy 3 Knan = 10,0 Ynax = 10,0

€= 0.1000 Xnmin = =5.0 Ynin = =5.0

€= 0.1000
Problena Goldstein-Price Mmax = 2.0 Yaw = 2.0  Problema SixHunpCanelBack Xnas = 5.0 Ynax = 5.0

Xmin = =10.0 Ynin = =10.0
Problema Levy 3 Xmas = 10.0 Yadx = 10.0

Xnin = -2,0 ¥nin = -2,0 €= 0.0100 Xnin = -5,0 ¥nin = -5,0 €= 0,0100  Xnin = -10,0 Ynin = -10,0 €= 0,0100
Problena Goldstein-Price Mmax = 2.0 Yaw = 2.0  Problema SixHunpCanelBack Xmas = 5.0 ¥nau = 5.0 Problema Levy 3 Xmas = 10.0 Yadx = 10.0

Xnin = -2,0 ¥nin = -2,0

€= 0.0010 Xnin = -5,0 ¥nin = -5,0
Problena Goldstein-Price Xmax = 2.00 Ynax = 2.00 Problema SixHunpCanelBack

€= 0,0010
Xnax = 5.00 Yadx = 5.00

Hnin = =100 Ynin = -10.0

€= 0,0010
Problena Levy 3 Xnax = 10.00 Yndx = 10.00

Xnin = -2,00 Ynin = -2.00 &= 0,0010  Xnin = -5,00 Ynin = -5,00 & = 0.0010

¥nin = =10,00 Ynin = -10,00 & = 0.0010

Figura 3.4: Ejecucion del Algoritmo 3.1.1 para las funciones GP, C y L3. En las tres
primeras filas se ha usado e=10"", 1072 y 10‘1 respectivamente. En la cuarta fila sélo se
han dibujado las cajas de la tercera fila con pf*(X) > 0.4.
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@ (b) () (d)

Figura 3.5: Métodos de divisién sobre un problema bidimensional. El método de divisién
adaptativa se basa en (a), (b) y (d).

no variaba durante toda la ejecucion del algoritmo. En esta seccién se presenta una Regla
de Division adaptativa basada en varias estrategias de division, simples y regulares que
se muestran en la Figura 3.5 [15, 17]. Aunque en la Figura 3.5 se presenta un ejemplo de
problema bidimensional, éste debe extenderse al caso n-dimensional. Asi, la grafica 3.5(a)
representa la biseccién de la coordenada mayor y las gréaficas 3.5(b), 3.5(c) y 3.5(d) realizan
una, dos y tres divisiones en todas las dimensiones, respectivamente. Estas estrategias no
hacen uso de informacién acerca de la funcién objetivo ni de sus derivadas. Por lo tanto,
esta division adaptativa es apropiada para funciones diferenciables y no diferenciables.
Para funciones diferenciables, nuestra propuesta podria mejorarse mezclandola con las
propuestas de otros autores [7, 34, 158, 35].

Aunque se conozca el minimo global de la funcidn, el espacio de bisqueda de cual-
quier problema de Optimizacién, basado en Ramificacion y Acotacion, debe dividirse para
determinar dénde se encuentra el conjunto de los puntos minimizadores globales X*. La
seleccion de la Regla de Division a usar juega un papel importante respecto al coste com-
putacional del algoritmo. En el caso particular del Algoritmo 3.1.1, si una caja se divide
por una sola coordenada, el nimero de cajas generadas en una divisién es el menor posi-
ble. Si las cajas generadas se eliminan, el nimero de subcajas evaluadas serd menor que
el realizado por otro tipo de divisién. En algunos casos, el algoritmo que usa este método
de biseccion puede dar lugar a mas evaluaciones de la funcion de inclusion que usando
una divisiéon maultiple. Las relaciones entre la complejidad de ambos tipos de divisién se
detallan en el siguiente Teorema:

Teorema 3.3.1 El ahorro de evaluaciones de la funcion de inclusion causadas por el uso
de una division mailtiple en el Algoritmo 3.1.1 (linea 12) es [15]:

1.- En el mejor de los casos, cerca de la mitad de las requeridas usando la biseccion de
una sola coordenada (biseccion simple).

2.- En el peor de los casos, una division maultiple puede requerir un nimero de evalua-
ciones arbitrariamente grande comparado con el requerido si se usa una biseccion simple.

Demostracion.
1.- El nimero de evaluaciones de la funcion de inclusion usando una biseccién simple
estd estrechamente relacionado con el nimero de nodos de un arbol binario de buisqueda,

leo@miro.ualm.es



CAPITULO 3. ALGORITMOS SECUENCIALES DE OPTIMIZACION GLOBAL BASADOS

EN ARITMETICA DE INTERVALOS Y RAMIFICACION Y ACOTACION 73
4 6
1 2 3
5 7
819 10|11
1213 14 115
16 18 20 22
17 19 21 23
24 26 28 30
25 27 29 31

Figura 3.6: Posibles divisiones realizadas en un ejemplo bidimensional usando biseccién de
una sola coordenada.

es decir, con el nimero de subcajas generadas. El mejor caso respecto a la mejora del
algoritmo ocurre cuando todos los intervalos de tamano 2~ /™(S), para un nivel del
arbol [ > 0 y un problema en la regiéon de busqueda § € [”, deben ser evaluados. El
mismo planteamiento puede aplicarse a cualquier subarbol del drbol de busqueda. Aqui,
|.] representa el mayor entero no mayor que el argumento.

Usando una biseccién simple, si se completa el nivel [ del d&rbol de biisqueda, sin eliminar
ninguna caja, el nimero de evaluaciones de intervalos serfa 20 4+ 28+ ... 42! = 2/+1 1
Noétese que siempre se hace la evaluacién de toda la regién de bisqueda, S, en el paso 2
del Algoritmo 3.1.1. Si se realiza una divisién miltiple, como la representada en la Figura
3.5(d), de forma que se generan s = 2! subcajas a la vez, se realizarfan 2! + 1 evaluaciones
de intervalos, con un ahorro de 2! — 2 evaluaciones.

En la Figura 3.6, el nivel el 4rbol de bisqueda [ es igual a cuatro. Usando una biseccién
simple, se necesitan realizar 2471 —1 = 31 evaluaciones en total, mientras que si se usa una
divisién miltiple con s = 2* = 16, el ntimero de evaluaciones de la funcion de inclusion
es 2* +1 = 17. El ahorro es por tanto de 2* — 2 = 14 evaluaciones. El porcentaje de
ahorro viene dado por la expresion (2 —2)/(2!*! — 1), que converge a 0.5 cuando [ tiende
a infinito.

2.- Por otro lado, se realizarian computaciones innecesarias si una subcaja, que puede
ser rechazada después de una biseccién simple, se divide usando una divisién multiple. El
peor caso respecto a la complejidad de la divisién miltiple, comparada con la biseccion
simple, se da cuando se alcanza el nivel [ del drbol de biusqueda, debido a la Regla de
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Terminacion, y en cada biseccién simple se produce una subcaja que es eliminada. Asi,
usando una biseccién simple se requieren 2/+1 evaluaciones, mientras que con una divisién
miltiple se requerirfan 2/ 4+ 1 evaluaciones. El porcentaje de evaluaciones innecesarias
debidas a una division miltiple, comparadas con las obtenidas mediante biseccién simple,
es (2! —21)/(2] + 1). Este porcentaje puede ser arbitrariamente alto para un valor de [
suficientemente grande. |

Para el Algoritmo 3.1.1, con una divisién multiple del tipo (d), la mejora del rendi-
miento del algoritmo que podria obtenerse, comparado con el uso de una biseccién simple,
estd cerca del 45%, mientras que el porcentaje de posibles evaluaciones innecesarias adi-
cionales estd sobre el 89%. En otras palabras, la posible pérdida de rendimiento es casi
dos veces mayor que la posible mejora.

La consecuencia del Teorema 3.3.1 es, que es importante conocer qué método de divi-
sién es mas apropiado para cada fase de la resolucién del problema. Nuestra propuesta de
un método de division adaptativo se basa en resultados experimentales que muestran que
usando una biseccién simple, las cajas alrededor de los minimos globales son similares a
las que se obtendrian, si se hubiera utilizado un método de divisién multiple, por lo que
mereceria la pena aplicarlo. Un ejemplo de estos experimentos se muestra en la Figura
3.7, donde se ha realizado un zoom sobre uno de los minimos globales de las funciones
Goldstein-Price, Six-Hump-Camel-Back y Levy3. Las cajas fueron generadas usando el
Algoritmo 3.1.1, es decir, usando una biseccién simple.

En las gréificas puede observarse que:

e Alrededor de un punto minimizador global se han generado muchas cajas, por lo que
una divisién multiple parece ser ventajosa frente a una biseccién simple.

e Fuera de la regién de atraccién a un minimo, se incrementa el nimero de cajas
rectangulares, por lo que realizar una biseccién simple parece lo mas apropiado.

Para establecer el nivel de divisién se va a utilizar, el pardmetro pf*(X), como estima-
dor de la distancia de un minimo a la regién definida por una caja concreta, y dos umbrales
Py y Py del pardmetro pf*(X). Dependiendo de los valores de Py, Py (0 < P;,P, < 1)y
pf*(X), la caja X se dividira de la siguiente forma:

e Las cajas con pf*(X) < P; se dividirdn de forma andloga a la Figura
3.5(a) (Biseccion simple).

e Las cajas con P; < pf*(X) < Py se dividiran en 2" subcajas de forma,
andloga a la Figura 3.5(b).

e Las cajas con pf*(X) > P; se dividirdn en 4" subcajas de forma ansloga
a la Figura 3.5(d).
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Problena Goldstein=Price ¥max = 0,25 Ymax = =0,75 Problena Goldstein=-Price ¥max = 0,09 Ymax = =0,91

¥nin = 0,25 Ynin = -1.25 & = 0.0010 Xnin = -0.09 Ynin = 1,09 g = 0.0010

Problena Six-Hump-Canel-Back ¥nax = 0.35 Ynax 0.50 Problena Six-Hump-Canel-Back ¥nax = 0.14 Ynax 0.66

¥nin = -0,15 Ynin = 1,00 £ = 0,0010 Xnin = 0,04 Ynin = -0,76 £ = 0,0010
Problena Levy=3 ¥max = 5,08 Ymax = =1,32 Problena Levy=3 Xmax = 5,00 Ymax = =1,40

¥nin = 4,88 Ynin = -1,52 & = 0.0010 Xnin = 4,95 Ynin = -1.45 g = 0.0010

Figura 3.7: Zooms sobre un punto minimizador global de las funciones Goldstein-Price,
Six-Hump-Camel-Back y Levy3.
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3.3.1 Resultados numéricos

La pruebas numéricas se han llevado a cabo sobre un PC Pentium II (233 MHz y 256Mb de
RAM), con el Sistema Operativo Linux. Los programas fueron codificados en C y se usaron
las rutinas BIAS [90] para implementar la Aritmética de Intervalos. La unidad de tiempo
estandar, tiempo de CPU necesario para evaluar 1000 veces la funcion real Shekel-10 en
(4.0,4.0,4.0,4.0)", es de 0.037 segundos.

Se han usado para estos experimentos siete funciones de prueba estandar dentro de la
Optimizacién Global: Six-Hump-Camel-Back (abreviada como C), Goldstein-Price (GP),
Hartman-3 (H3), Levy 3 (L3), Shekel-5 (S5), Shekel-7 (S7) y Shekel-10 (S10), que se
describen en el Apéndice A.

También se han usado seis estrategias de division para el Algoritmo 3.1.1 (linea 12),
que se describen a continuacion:

1D : Siempre se divide de forma andloga a la (Figura 3.5(a)).

1DA  : Siempre se divide de forma andloga a la (Figura 3.5(b)).

2DA  : Siempre se divide de forma andloga a la (Figura 3.5(c)).

3DA  : Siempre se divide de forma andloga a la (Figura 3.5(d)).

P1PsA : Se han optimizado los pardmetros P; y Py para todas las funciones
(P1 y Py son los mismos para todos los problemas).

P1P2 : P; y Py se han optimizado para cada problema.

En la estrategia PPy, los pardmetros P; y Ps se determinaron separadamente pa-
ra cada problema mediante un algoritmo estocastico de Optimizacién Global, llamado
SASS (Single Agent Stochastic Search) [170, 176, 23]. La funcién objetivo que se ha
usado, intentando minimizar el ndmero de evaluaciones de la funcion de inclusion, es
f(P1,Py) = EX(Py,P9)+FExz(P1,P2), donde EX(P1,P2) y Ex(Py,P2) devuelven el nime-
ro de evaluaciones de F(X) y de F(m(X)), respectivamente, realizadas por el Algoritmo
3.1.1, usando una Regla de Division basada en los parametros P; y P3. La optimizacion
de estos pardmetros se ha realizado mediante un método estocédstico porque es muy dificil,
si no imposible, el obtener las funciones EX (P, Py) y Fz(P1,P3) de forma analitica.

En el estudio realizado, los pardmetros P, y Py se mantienen constantes durante toda
la ejecucion del Algoritmo. En trabajos futuros se investigard el uso dindmico de estos
parametros.

Se ha introducido el método P;P2A para intentar encontrar los valores Py y Ps que
minimicen el costo computacional de la solucion para todos los problemas de prueba, de
forma andloga al método P P5. Las optimizaciones mencionadas para afinar los valores de
los pardametros P; y Py requirieron una gran cantidad de computaciones, incluso para los
algoritmos de Ramificacién y Acotacién relativamente més simples, ya que para una sola
ejecucion del algoritmo SASS, todos los problemas de prueba deben ser resueltos varios
cientos de veces. Esta es la razén por la que sélo se ha usado un nidmero pequeno de
funciones de prueba.

En las Tablas 3.1 a 3.5 se ha usado la siguiente notacién para las columnas:
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CPU : Tiempo de ejecuciéon en segundos.

EX : Numero de evaluaciones de F(X).

Ex : Numero de evaluaciones de F(m(X)).

AF : Numero de cajas en el drbol final.

AM : Numero miximo de cajas en el arbol de trabajo.

En las Tablas 3.1 a 3.3, el valor de Ex es igual que el niimero de cajas extraidas del
arbol de trabajo, es decir, el niimero de iteraciones, ya que sélo se evalia F(m(X)) sobre
las cajas seleccionadas.

En las Tablas 3.1 a 3.1, puede observarse que en la mayoria de los casos, los métodos de
divisiéon 2DA y 3DA no mejoran los resultados obtenidos mediante una biseccién simple,
en términos de tiempo de CPU y niimero de evaluaciones de F'(X), pero en la mayoria
de los casos necesitan un nimero menor de evaluaciones de F(m(X)). Esto es debido a
que las versiones 2DA y 3DA generan un nimero mayor de cajas en cada divisiéon y por lo
tanto mas pequenas que si se usa una biseccién simple. La mayoria de las cajas generadas
se eliminan directamente, por lo que el nimero de cajas seleccionadas del arbol de trabajo,
antes de que se cumpla el criterio de terminacién, es menor. En la Tabla 3.4 se muestra el
promedio de los resultados obtenidos, donde se confirma este comportamiento.

Para los problemas S5, S7 y S10, que son simples de resolver, el método 1D es mejor
que el 1DA porque en muchos casos, cuando una caja es dividida, una de las subcajas se
elimina. Para las demds funciones, el método 1DA parece ser mejor que el 1D. Esto se
debe a que generalmente se necesitan mas divisiones para poder eliminar cajas.

El método PP5 tiene en todos los casos el menor ntmero de evaluaciones de intervalos
de todas las variantes del algoritmo investigadas. La mejora es proporcional a la precisién
requerida. El método P1PsA, aunque es peor que el método P{Ps, da mejores resultados
que los métodos estdticos en promedio.

3.3.2 Evaluacién de los resultados numéricos

En la Tabla 3.4 se muestra un resumen de los resultados numéricos obtenidos en las Tablas
3.1, 3.2 y 3.3, para ver el comportamiento de la eficiencia con diferentes complejidades del
problema. La Tabla 3.4 muestra los valores medios y la eficiencia relativa de los distintos
métodos de divisién, comparando los resultados con los obtenidos con el método 1D.
Estos valores medios representan el comportamiento del algoritmo para resolver problemas
similares a los del conjunto de prueba.

Desde el punto de vista del usuario, lo mas importante es el nimero de evaluaciones de
la funcion de inclusion, puesto que los problemas reales son normalmente més complejos
de resolver que los de prueba. Debido a las propiedades del algoritmo, siempre se necesitan
méas evaluaciones de F(X) que de F'(m(X)). Las consecuencias de los resultados pueden
resumirse en:

1. Respecto a los valores de EX, las divisiones multiples y estaticas, 2DA y 3DA,
son definitivamente peores que el método bdsico 1D, mientras que el método 1DA
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Tabla 3.1: Resultados numéricos de las seis variantes del Algoritmo 3.1.1 para e = 107

| Problema |CPU| EX | Ex |AF| AM| Pq | Py |
C-1D 0.090 | 2731 | 1365 | 528 | 348
C-1DA 0.060 | 2589 | 647 | 528 | 286
C-2DA 0.110 | 5518 | 613 | 554 | 429
C-3DA 0.120 | 6865 | 429 | 550 | 316
C-P,P5A 0.063 | 2461 653 | 528 | 286 | 0.0405 | 1.0000
C-P1Py 0.047 | 2055 | 403 | 556 | 200 | 0.1854 | 0.3249
GP-1D 0.100 | 2537 | 1268 | 679 | 244

GP-1DA 0.060 | 2037 | 509 | 679 | 202
GP-2DA 0.070 | 2863 | 318 | 974 | 201
GP-3DA 0.050 | 2209 | 138 | 682 | 120
GP-P1P2A | 0.057 | 1979 | 510 | 679 | 202 | 0.0405 | 1.0000
GP-P,P; 0.043 | 1591 | 286 | 680 | 186 | 0.1423 | 0.3085
H3-1D 0.060 | 727 | 363 | 118 62
H3-1DA 0.030 | 553 69 | 154 36
H3-2DA 0.100 | 2026 75 | 382 65
H3-3DA 0.057 | 1153 18 | 189 35
H3-P,P>A | 0.030 | 549 97 | 154 36 | 0.0405 | 1.0000
H3-P,P» 0.030 | 543 73 | 154 36 | 0.0073 | 1.0000
L3-1D 0.560 | 2571 | 1285 | 72 | 544
L3-1DA 0.360 | 1929 | 482 | 75| 820
L3-2DA 1.030 | 6562 | 729 | 99 | 723
L3-3DA 0.773 | 4849 | 303 | &4 | 1711
L3-P;P>A | 0.357 | 1859 | 505 | 75| 820 | 0.0405 | 1.0000
L3-P,P» 0.357 | 1865 | 484 | 75| 833 | 0.0163 | 0.3417

S5-1D 0.007 79 39 | 16 12
S5-1DA 0.010 | 113 7| 16 26
S5-2DA 0.020 | 406 5| 16| 115
S5-3DA 0.050 | 1025 4| 32 64
S5-P;P,A | 0.010 | 113 71 16 26 | 0.0405 | 1.0000
S5-P1 P, 0.007 79 39 | 16 12 | 1.0000 | 1.0000
S7-1D 0.007 83 41 16 14

S7-1DA 0.010 | 113 71 16 28
S7-2DA 0.030 | 406 5| 16 | 117

S7-3DA 0.060 | 1025 4 | 47 75
S7-P;P,A | 0.010 | 113 7| 16 28 | 0.0405 | 1.0000
S7-P1P, 0.007 83 41 16 14 | 1.0000 | 1.0000
S10-1D 0.010 87 43 | 16 14
S10-1DA 0.010 | 113 7| 16 32
S10-2DA 0.037 | 406 5| 16| 128
S10-3DA 0.080 | 1025 4| 47| 101
S10-P;P2A | 0.010 | 113 71 16 32 | 0.0405 | 1.0000

S10-P,P» 0.010 87 43 | 16 14 | 1.0000 | 1.0000
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Tabla 3.2: Resultados numéricos de las seis variantes del Algoritmo 3.1.1 para e = 1072,

| Problema |CPU| EX | Ex | AF |AM| P, | P, |
C-1D 0.240 7919 | 3959 424 | 668
C-1DA 0.200 | 8597 | 2149 424 | 1098
C-2DA 0.240 | 13006 1445 894 | 955
C-3DA 0.270 | 15665 979 438 | 944
C-P,P,A 0.200 | 9073 1137 438 | 1030 | 0.0347 | 0.2851
C-P.Py 0.167 | 6633 1529 424 | 2032 | 0.1422 | 0.3379
GP-1D 1.760 | 43923 | 21961 | 12106 | 4413

GP-1DA 0.960 | 32153 | 8038 | 12107 | 3087
GP-2DA 1.203 | 53227 | 5914 | 16988 | 3041
GP-3DA 1.840 | 92897 | 5806 | 16591 | 3353
GP-P1P>A | 0.660 | 26277 | 2592 | 12123 | 1438 | 0.0347 | 0.2851
GP-P,P, 0.647 | 25665 | 2648 | 12123 | 1450 | 0.1070 | 0.2853
H3-1D 1.267 | 15905 | 7952 | 2516 | 1296
H3-1DA 0.560 | 10249 | 1281 | 2517 | 961
H3-2DA 2.030 | 42229 | 1564 | 8208 | 1769
H3-3DA 2.790 | 61249 957 | 7760 | 1112
H3-P,P,A | 0.560 | 10085 | 1488 | 2517 | 1152 | 0.0347 | 0.2851
H3-P,P, 0.550 | 9951 | 1247 | 2517 | 9359 | 0.0176 | 0.3910
L3-1D 1.113 | 4963 | 2481 502 | 544
L3-1DA 0.680 | 3633 908 502 | 820
L3-2DA 1.120 | 7066 785 553 | 723
L3-3DA 1.520 | 9857 616 | 1000 | 1711
L3-P;P>A | 0.940 | 5571 727 508 | 1711 | 0.0347 | 0.2851
L3-P,P, 0.640 | 3455 826 504 | 833 | 0.0227 | 0.3229

S5-1D 0.017 233 116 19 15
S5-1DA 0.020 401 25 38 26
S5-2DA 0.030 968 7 16 | 115
S5-3DA 0.060 | 1281 5 38 64
S5-P1P>A | 0.040 859 63 45 64 | 0.0347 | 0.2851
S5-P, P, 0.017 233 116 19 15 | 1.0000 | 1.0000
S7-1D 0.030 313 156 40 33

S7-1DA 0.030 433 27 36 28
S7-2DA 0.087 | 1378 17 51 | 132

S7-3DA 0.077 | 1281 5 26 75
S7-P1P>A | 0.050 873 42 61 75 | 0.0347 | 0.2851
S7-P1Py 0.027 415 32 26 28 | 0.0166 | 1.0000
S10-1D 0.040 331 165 40 31
S10-1DA 0.037 465 29 26 32
S10-2DA 0.140 | 1864 23 62 | 132
S10-3DA 0.100 | 1281 5 96 | 101
S10-P;PyA | 0.070 891 37 58 | 101 | 0.0347 | 0.2851
S10-P, P, 0.037 427 31 96 32 | 0.0111 | 1.0000
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Tabla 3.3: Resultados numéricos de las seis variantes del Algoritmo 3.1.1 para e = 1073.

| Problema | CPU| EX | Ex | AF | AM | Py | P, |
C-1D 1.457 42695 | 21347 6616 | 4892
C-1DA 0.820 33413 8353 6616 | 4342
C-2DA 0.850 44848 4983 7968 | 3260
C-3DA 0.860 48945 3059 6642 | 2430
C-PP,A 0.620 29769 3535 6642 | 2522 | 0.0353 | 0.2705
C-P.P, 0.617 28469 4301 6642 | 2144 | 0.0489 | 0.3055
GP-1D 6.920 181125 | 90562 9517 | 17840
GP-1DA 4.397 169209 | 42302 9517 | 15101
GP-2DA 5.040 258688 | 28743 14489 | 11601
GP-3DA 6.230 | 357873 | 22367 9529 | 14422

GP-P1P2A 3.250 | 140349 | 24270 9517 | 9943 | 0.0353 | 0.2705
GP-P,P; 3.173 | 119933 | 27978 9518 | 15917 | 0.0967 | 0.3081
H3-1D 38.170 | 454569 | 227284 | 71893 | 36438
H3-1DA 15.820 | 283409 | 35426 | 71894 | 28158
H3-2DA 66.663 | 1379809 | 51104 | 225050 | 48435
H3-3DA 25.767 | 557889 8717 | 73520 | 8166
H3-P,P>A | 13.683 | 260265 | 18548 | 73520 | 8575 | 0.0353 | 0.2705
H3-PP, 13.480 | 262145 | 14791 | 73520 | 8586 | 0.0149 | 0.2712

L3-1D 10.430 44865 | 22432 7693 | 5896
L3-1DA 6.207 32765 8191 7693 | 5017
L3-2DA 10.890 67735 7526 | 13841 | 5773
L3-3DA 13.320 87265 09454 | 15357 | 4557
L3-P1P>A 5.250 30373 4385 7705 | 3110 | 0.0353 | 0.2705
L3-P,P» 5.220 30129 4397 7705 | 3103 | 0.0520 | 0.2676
S5-1D 0.047 627 313 70 66
S5-1DA 0.040 769 48 70 58
S5-2DA 0.147 3079 38 74 282
S5-3DA 0.150 3329 13 70 71
S5-P1PyA 0.050 1067 69 70 64 | 0.0353 | 0.2705
S5-P1 P, 0.037 619 64 70 58 | 0.0257 | 1.0000
S7-1D 0.347 3743 1871 490 432
S7-1DA 0.293 4801 300 923 329
S7-2DA 1.040 17335 214 1447 520
S7-3DA 1.470 24833 97 1006 151
S7-P1PyA 0.433 6835 292 1006 152 | 0.0353 | 0.2705
S7-P1P, 0.223 3235 602 922 326 | 0.0842 | 1.0000
S10-1D 0.533 4607 2303 623 534
S10-1DA 0.490 6161 385 643 362
S10-2DA 1.517 20251 250 1692 643
S10-3DA 2.400 32513 127 1143 175
S10-P;P2A | 0.630 7675 361 1143 1721 0.0353 | 0.2705
S10-P1P» 0.350 3841 709 643 362 | 0.0906 | 1.0000
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Tabla 3.4: Resumen de los resultados numéricos para los distintos tipos de divisién. Los
valores medios de las distintas ejecuciones se muestran en las columnas (Med.). También
se muestran los valores relativos comparados con los obtenidos con el tipo de divisién 1D.

CPU EX Ex AM
€ subd. Med. /1D Med. /1D | Med. /1D | Med. /1D
107! 1D 0.1191 1259 629 177
1DA 0.0771  65% 1064  84% 247 39% 204 116%
2DA 0.1996 168% 2598  206% 250  40% 254  144%
3DA 0.1700 143% 2593  206% 129  20% 349  197%
PiP2A | 0.0767 64% 1027 82% 255  41% 204 116%
PP 0.0716  60% 200 72% 196 31% 185  105%
1072 1D 0.6381 10512 5256 1000
1DA 0.3553  56% 7990  76% | 1780 34% 865  86%
2DA 0.6929 109% | 17048 162% | 1394 27% 981  98%
3DA 0.9510 149% | 26216 249% | 1196 23% | 1051 105%

PiP2A 0.3600 56% 7661 73% 869 17% 796 80%
PiP2 0.2979 47% 6683 64% 918 1% 764 76%

10~ 1D 8.2720 104604 52302 9443
1DA 4.0096 48% 75790 2% | 13572 26% 7624 81%
2DA 12.3067 149% | 255964 245% | 13265 25% | 10073 107%
3DA 7.1710 87% | 158950 152% 5691 11% 4282 45%
PiP2A 3.4166 41% 68048 65% 7351  14% 3505 37%
PPy 3.3000 40% 64053 61% 7549  14% 4357 46%

obtiene una mejor eficiencia en promedio. Esta mejora es mayor cuanto menor es
el pardmetro de parada e (los problemas de prueba son méas dificiles de resolver).
Las dos variantes adaptativas (P1P2A y P1P2) mejoran ain mds los resultados y el
método a medida, P P52, es siempre el mejor.

Esto indica que para el usuario merece la pena establecer los pardmetros P; y P2 del
algoritmo para el conjunto de problemas a resolver (basdndose en ejemplos pequenos
pero representativos). La mejora del niimero de evaluaciones F'(X) esperada estd,
dependiendo de €, entre un 18 y un 35% para el método P1PsA y entre un 28 y un
39% para el PPs.

2. El nimero de evaluaciones de F/(m(X)) se mejora con todas las nuevas variantes del
algoritmo. Esto es debido a que la division multiple permite eliminar mas subcajas
mediante el Test del Punto Medio, por lo que el nimero de cajas en las que se
evalia F'(m(X)) es menor. Como el niimero de evaluaciones de F(m (X)) es igual al
numero de cajas extraidas del arbol de trabajo (y divididas si no alcanzan la Regla de
Terminacion), las mejoras son mayores que las conseguidas para las evaluaciones de
F(X), ya que éstas deben realizarse sobre todas las subcajas generadas. El método
P1P3 no da el menor niimero de evaluaciones de F(m(X)) para e = 107! y e =
10~3. Estos resultados son acordes con la funcién optimizada para encontrar los
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pardmetros Py y Po: f(P1,P2) = EX(Py,Py) + Ex(P1,P2). Las mejoras obtenidas
con los métodos P1PyA y PPy estdn entre un 59 y un 86% y entre un 69 y un
86%, respectivamente. El ahorro de evaluaciones crece conforme decrece el valor del
parametro de terminacion e.

3. El valor del tiempo de CPU requerido permite prever la mejora respecto EX y
Ex. Asi, la variante PP, es siempre la mejor. Para ¢ = 107" y ¢ = 1072, los
métodos P1P2A y 1DA obtienen tiempos de respuesta similares, aunque el nimero
de evaluaciones de la funcidn de inclusion realizadas por el método P1P2A es en
promedio menor. Esto puede ser debido al bajo nimero de evaluaciones realizadas
y al coste adicional que supone el célculo del pardmetro pf*(X), que también se
calcula mediante Aritmética de Intervalos, para evitar los errores de redondeo de
la Aritmética Computacional. Para ¢ = 1073 las diferencias entre el nimero de
evaluaciones de la funcion de inclusion realizadas por los métodos P1PsA y 1DA son
mayores, siendo el método P1P2A el segundo mejor, después del P1P,. La mejoras
para los métodos P;PsA y P1P5 estdn entre un 36 y un 59% y entre un 40 y un 60%,
respectivamente.

Para € = 1073, el método 3DA obtiene un menor tiempo de ejecucién que el método
1D, aunque el nimero de evaluaciones realizado es superior. Esto puede ser debido a
que el tamafio maximo del drbol de trabajo en el método 3DA es menos de la mitad
que el requerido por el método 1D, por lo que su gestiéon requiere menos tiempo.

4. El nimero méximo de nodos en el arbol de trabajo (AM) refleja los requerimientos
de memoria de las distintas variantes del algoritmo. La principal pregunta para el
usuario es si un problema puede resolverse con una capacidad de memoria dada.
Aunque se puede realizar intercambio con memoria principal, su precio, en tiempo
de CPU, es muy alto en muchos casos. Para ¢ = 10~!, los valores obtenidos para los
métodos P1P2A y P1P5 son peores que para el 1D, pero las diferencias son pequenas.
Las nuevas estrategias de divisién adaptativa decrementan los requerimientos de
memoria para € = 1072 y € = 1073, Las mejoras obtenidas con los métodos P;PsA
y P1P3 estdn entre un 20 y un 63% y un 24 y un 54%, respectivamente.

En la Tabla 3.4 no se han incorporado los valores medios de las cajas en los arbo-
les finales (AF) porque reflejan mds las caracteristicas especiales de cada problema y la
eficiencia de las distintas variantes del algoritmo se ven poco afectadas por este valor.

El valor actualizado del limite superior del minimo global f*, estd siempre disponible
y su evaluacién es poco costosa. Sin embargo, en algunos casos, el usuario conoce el valor
exacto del minimo global de la funcién, por ejemplo, debido a un conocimiento previo de
la estructura del problema. Esta informacién puede mejorar la eficiencia del algoritmo no
solo porque el Test de Corte sea mas efectivo, sino también, porque las decisiones acerca
del nivel de divisién a realizar son mas precisas.
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Tabla 3.5: Resumen de los resultados numéricos para los distintos tipos de divisién, co-
nociendo el minimo global de la funcién (f* = f*). Los valores medios de las distintas
ejecuciones se muestran en las columnas (Med.). También se muestran los valores relativos
de los deméds métodos de divisién, comparados con los obtenidos con el tipo de divisién
1D.

CPU EF Ef AM

107" 1D 0.1124 1241 620 146

1DA 0.0709 63% 1042 84% 243 39% 109 75%

2DA 0.1559  139% 2286 184% 220 36% 150  103%

3DA 0.1610 143% 2543 205% 127 21% 97 67%

P.:P>A 0.0713 63% 1028 83% 183 30% 90 62%

PiP2 0.0639 57% 867 70% 188 30% 92 63%
1072 1D 0.6190 10466 5232 964

1DA 0.3434 55% 7939 6% 1776 34% 739 7%

2DA 0.6723  109% 16713  160% 1383  26% 763 79%

3DA 0.9363 151% 26193  250% 1196  23% 723 75%

PiP2A 0.2966 48% 6904 66% 924 18% 472 49%
PiP2 0.2796 45% 6560 63% 862 16% 423 44%

10~ 1D 8.1406 104571 52285 9423
1DA 3.9591  49% | 75727  72% | 13568 26% | 7485 = 79%
2DA 12.2567 151% | 254747 244% | 13244 25% | 9668 103%
3DA 7.0474  87% | 156991 150% | 5679 11% | 4087 = 43%
PiPoA | 32781  40% | 66981  64% | 6918 13% | 3343  35%
PP, 3.2124  39% | 63280 61% | 7501 14% | 4159  44%

Todo el experimento se ha repetido para el caso en el que se conoce de antemano el
valor de f*. Los resultados de este experimento se muestran en la Tabla 3.5. Comparando
estos resultados con los obtenidos en la Tabla 3.4, se puede observar la mejora prevista
para los métodos estéticos (1D a 3DA) y dindmicos (P1P2A y P;P3). Todos los indicadores
de la eficiencia son mejores que los de la Tabla 3.4 en términos absolutos. Las tendencia de
los valores relativos respecto al método 1D es basicamente la misma, pero las diferencias
en ambas direcciones son mas pequenas. De nuevo, la divisiéon adaptativa P, P5 es la mejor,
seguida del método P1PsA. Las mejoras son mayores cuando se requieren resultados més
precisos.

Haciendo un resumen general de los resultados de los experimentos numéricos, puede
concluirse, que la estrategia de divisién adaptativa mejora sustancialmente los requeri-
mientos de memoria y la complejidad computacional del Algoritmo 3.1.1. Siempre que sea
posible, deberia usarse el valor del minimo global f* para decidir el nivel de divisién a
realizar, pero también se puede usar con éxito una aproximacion de f*, incluso la obtenida
mediante el Test del Punto Medio. Si se pueden optimizar los valores de P; y P2, enton-
ces el método P1Ps es la mejor opcidn. Si esto no es posible, se pueden usar los valores
obtenidos para la versiéon P1P3A del algoritmo como buenas elecciones.
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Aligual que los estudios acerca de la seleccion de la mejor coordenada para ser dividida
[8, 7, 35, 158], creemos que nuestros resultados sobre la mejora de la eficiencia del Algo-
ritmo bdsico de Optimizacién Global basado en intervalos, se mantendra vilida para un
rango mas amplio de estos algoritmos, donde se usen conjuntos diferentes de dispositivos
aceleradores y otros cambios algoritmicos como los discutidos en [7, 34, 35, 158, 88].

3.4 Criterio de Eliminaciéon Heuristico en Algoritmos
de Optimizacion Global basados en Intervalos

En la secciéon anterior se vio cémo se puede disminuir el nimero de evaluaciones nece-
sarias para resolver problemas de Optimizacion global basados en intervalos cambiando
la Regla de Division utilizada, pero siempre manteniendo la rigurosidad de la soluciones
obtenidas, es decir, se mantiene la propiedad de que la convergencia a los minimos globales
esta garantizada.

En esta seccién se propone una modificacion del Algoritmo 3.1.1 basada en relajar
la Regla de Eliminacion de forma que el ntmero de cajas eliminadas sea mayor, decre-
mentiandose asi el nimero de cajas procesadas. Estos nuevos criterios de eliminacién estan
motivados porque existen muchos problemas para los que los algoritmos de Optimizacién
Global basados en intervalos tienen unos requerimientos de memoria muy grandes. Esto
ocurre cuando la precisién requerida y/o la dimensién del problema son muy grandes, es-
pecialmente si no se usa informacion sobre las derivadas de la funcién objetivo. Para evitar
estos problemas de memoria, Madsen y Zerchaninov presentaron una version estocastica
y por lo tanto heuristica, de un algoritmo de Optimizacién Global con Ramificacién y
Acotacién, pero los problemas a resolver debian ser diferenciables [112].

Cuando los requerimientos de memoria del Algoritmo 3.1.1 crecen demasiado y se
decide eliminar algunas de las subcajas que se encuentran en el arbol de trabajo, con la
consiguiente pérdida de rigurosidad, se plantea la siguiente cuestién: jcudl seria el mejor
criterio para elegir dichas cajas?.

El criterio tradicional de seleccién estd basado en F(X), porque las cajas con menor
F(X) tienen mds probabilidad de contener un minimo global. Esto seria completamente
cierto si F'(X) = f(X). Pero esto no es siempre cierto debido a las sobreestimaciones de
f(X) obtenidas en F'(X). Estas sobreestimaciones son proporcionales a w(X), debido a
la propiedad de a-convergencia de la Aritmética de Intervalos en la obtencién de F/(X).
Por estos motivos, una caja puede ser seleccionada por ser mas grande que las demés, en
vez de porque contenga realmente un minimo global. Por lo tanto, no se puede usar un
criterio de eliminacién basado en rechazar aquellas cajas con un mayor valor de F'(X).

3.4.1 EIl pardmetro pf*(X) como criterio de eliminacién

A partir de los experimentos realizados en las Figuras 3.2 y 3.3, se puede observar que las
cajas generadas a partir de una caja que contiene un minimo global pueden clasificarse
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en dos categorias: las que siguen conteniendo un minimo global y las que no lo contienen.
Para las tltimas, el valor de pf* decrece conforme decrece w(X) y aumenta la distancia
al minimo global. Este fenémeno también ocurre para las cajas que se encuentran fuera
de la region de atracciéon a un minimo global.

En esta seccién se estudiard el comportamiento de los valores del pardmetro pf* du-
rante la ejecucion del Algoritmo 3.1.1 y su uso, para determinar qué cajas son las mejores
candidatas para ser eliminadas [16, 18].

En los siguientes experimentos, se ha usado un valor de f* = f* y una Regla de Division
basada en realizar una biseccién de todas las coordenadas a la vez (1DA), ya que en la
Seccidon 3.3 se mostré en la mayoria de los casos como el mejor método de divisién estatico
para el conjunto de problemas de prueba. En estos experimentos no se usard el método de
divisién adaptativo, debido a que se pretende que los experimentos estén afectados por el
menor nimero de parametros posible.

En la Figura 3.8 se muestran los valores de pf*(X) generados secuencialmente durante
la ejecucién del Algoritmo 3.1.1 para el problema Six-Hump-Camel-Back, con € = 1072
y € = 107%. Los valores de pf*(X*) < 0 no se han dibujado, ya que las cajas X’ han
sido eliminadas, bien por el Test del Punto Medio, o bien por el Test de Corte. En ambas
graficas de la Figura 3.8, las cajas se han clasificado en dos clases, dependiendo de si el
valor de pf* de su caja madre era mayor o menor que su propio valor de pf*. En las
graficas se muestran también los valores de pf*, para las cajas que contenfan un minimo
global durante la ejecucién del algoritmo.

En la Figura 3.8 puede observarse que en las primeras iteraciones del algoritmo, i.e.,
cuando las cajas procesadas son grandes y los minimos globales no estdn todavia bien
definidos, aparece una nube irregular de valores de pf*. Por otro lado, en las tltimas
iteraciones, cuando los minimos globales estdn mas definidos, aparecen formas regulares,
como bandas, de los valores de pf*. También puede observarse que durante la ejecucién
del algoritmo, las cajas que contienen los minimos globales tienen los valores de pf* mds
altos.

En la Figura 3.9 se muestran varios ejemplos de los posibles comportamientos de pf*,
para una caja y sus descendientes, tal como aparecen en nuestros experimentos. Las cajas
que contienen un minimo global se han representado mediante un circulo. La grafica supe-
rior izquierda muestra los valores de pf* de una caja y de sus descendientes en la primera
etapa de ejecucién del algoritmo. En esta etapa los valores de pf* tienen un comporta-
miento irregular. La primera caja que contiene un minimo global de la gréifica superior
derecha es la ultima que contenia un minimo global en la grafica superior izquierda. Ahora
se observa un comportamiento mas regular de los valores de pf* para sus descendientes.
Solamente las cajas con los mayores valores de pf* contienen un punto minimizador. En
las graficas inferiores se muestran algunas de las cajas generadas en las ultimas iteraciones
del algoritmo. En la grafica inferior izquierda, la primera caja contiene un minimo global
y sélo sus hijas y nietas que tienen los valores de pf* més altos siguen conteniendo un
minimo global. Obsérvese también que las diferencias entre los valores de pf* son muy
pequeiias (< 0.01). En la grafica inferior derecha, la caja inicial no contiene ningtin minimo
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Figura 3.8: Valores de pf*(X) durante la ejecucién del Algoritmo 3.1.1, con una Regla de
Division 1DA y f* = f*, para el problema Six-Hump-Camel-Back.
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Figura 3.9: Valores de pf*(X) de las descendientes (hijas y nietas) de algunas cajas en
diferentes fases de ejecucion del Algoritmo 3.1.1 para el problemas Six-Hump-Camel-Back
con € = 1074,

global, decrementéndose significativamente los valores de pf* para las cajas hijas y nietas.
Experimentos similares realizados sobre los distintos problemas de prueba han mostrado
los mismos resultados.

A partir de los experimentos realizados se pueden distinguir tres etapas en la ejecucién
del algoritmo, a las que llamaremos inicial, intermedia y final.

La etapa final se caracteriza por un comportamiento regular del pardmetro pf*; las
cajas procesadas estan en la region de atraccion de un minimo global y por lo tanto los
respectivos valores de pf*(X) dependerdn de la cercania de X a un minimo global y del
tamano de X. Basandonos en los experimentos anteriores, es claro que en esta etapa, si
existe una caja X con un decremento en el valor de pf*(X), por encima de un umbral, con
respecto al valor de pf*(X') de su caja madre, entonces la caja X es una buena candidata
para ser eliminada.
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Algoritmo 3.4.1 : Algoritmo basico de Optimizacién Global basado en intervalos.
1 funct OGBésico(S, f, F,¢e,T, Q)

2 fr=F(S) Limite superior de f*
3 T:={S} Arbol de trabajo
i Q:={0} Arbol Final
5 while (T # {0})
6 X := SelecionaCaja(T) F(X)=min{F(X?), VX' €T}
7 T:=T—-{X};
8 f*i=min{f* F(m(X))} Actualizacion de f*
9 if (f* = F(m(X))) Se ha mejorado el valor de f*
10 T := TestdeCorte(T, f*) VX' eT,f*<FEX)=T:=T-X’
11 Q := TestdeCorte(Q, f*)
12 Divide(X, X!, ..., X?)
13 fori:=1tos
14 if (f* < F(X?') next; Test del Punto Medio
15 InsertaCajaArbol (X, T,Q,¢€)
16 return Q

En la etapa intermedia las cajas s6lo pueden eliminarse si han habido dos decrementos
consecutivos del valor de pf*, es decir, pf*(X) < pf*(X') < pf*(X"), donde X, X' y X"
son la caja actual, su caja madre y su caja abuela, respectivamente.

La etapa inicial, si existe, se caracteriza por un decremento el valor de pf* desde una
caja madre a su hija. Esta etapa termina cuando aparece un incremento en el valor de
pf*.

Nuestra propuesta de algoritmo, teniendo en cuenta todas las consideraciones anterio-
res, establece un criterio heuristico de eliminacién basado en las etapas inicial e intermedia.
La etapa final no se tiene en cuenta, ya que los requerimientos acerca del valor de pf*
estan incluidos en los de la etapa intermedia y se han usado estos ultimos para las etapas
intermedia y final. Si a partir de la etapa inicial se producen dos decrementos consecutivos
en los valores de pf* y el decremento total es mayor que un umbral, que denotaremos por
Dc, entonces la caja actual se elimina. El algoritmo basico de Optimizacion Global basado
en intervalos, mostrado en el Algoritmo 3.1.1, puede reescribirse cambiando las lineas 15 y
16 por una llamada al procedimiento InsertaCajaArbol(X,T,Q,¢€), tal como se muestra
en el Algoritmo 3.4.1.

En el procedimiento InsertaCajaArbol, que se muestra en el Algoritmo 3.4.2, la caja
actual no se inserta en el drbol de trabajo o en el arbol final, si cumple el nuevo criterio
de eliminacién heuristico.

Los dos siguientes teoremas caracterizan las propiedades de convergencia del Algoritmo
3.4.1-3.4.2:
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Algoritmo 3.4.2 : InsertaCajaArbol con el nuevo criterio de eliminacién heuristico.

1 proc InsertaCajaArbol(X,T,Q,¢€)
var static Comienzo := Falso
if ( Comienzo = Falso A pf*(X) > pf*(X'))
then Comienzo := Clierto
if ( Comienzo = Cierto A pf*(X) < pf*(X')
A pfH(X') <pfH(X")
A pf*(X") = pf*(X) > Dc)
then return Nuevo criterio de eliminacion
if (w(X) < o)
then @ :=Q + {X}; Almacenar X en Q
else T: =T+ {X}; Almacenar X en T

© B N S > AN e

NN N
¥~ O

end

Teorema 3.4.1 Para cada problema de Optimizacion Global (3.1) existe un nimero in-
finito de funciones de inclusion que asequran la convergencia del Algoritmo 3.4.1-83.4.2 al
conjunto de puntos minimizadores globales cuando se conoce f*.

Demostracion.
Considérese la clase de funciones de inclusidn:

F(X) =[f{(X) - aw(f (X)), [(X) + buw(f(X))] (3.10)

donde a,b > 0 son unas constantes dadas y f(X) es el minimo del rango de f(z) en X.
F(X) es una funcién de inclusion de f(z) puesto que z € X implica que f(z) € F(X).
Para una funcién continua f(z), la funcidn de inclusion asi definida, tendrd la propiedad
de convergencia cuadratica. El caso ideal en el que @ = b = 0 no es usual, sin embargo
puede ocurrir que a = 0, incluso en las implementaciones realizadas en un computador
donde la representacion de datos es finita; por ejemplo, en los casos en los que la funcién
objetivo tiene la forma f(x) = (g(x))? + ¢, siendo ¢ una constante.

Considérese ahora un intervalo X en la region de bisqueda S que contiene un punto
minimizador global z*. Como f* = f*, el pardmetro pf*(X) estard definido por:

— a
F(X)= %
PFX) =100

(3.11)
Entonces, el valor de pf*(X) es independiente de las caracteristicas del intervalo X para
la secuencia de cajas que convergen al minimo global, permaneciendo el valor de pf*(X)
constante, con lo que las nuevas ideas de eliminacién heuristica no pueden aplicarse.

La secuencia de intervalos seleccionados para su proceso puede incluir intervalos que no
contengan puntos minimizadores globales. Tales casos pueden ocurrir cuando una subcaja
es relativamente grande y asi, las sobreestimaciones del limite inferior de f(X) obtenidas

leo@miro.ualm.es



3.4. CRITERIO DE ELIMINACION HEURISTICO EN ALGORITMOS
90 DE OPTIMIZACION GLOBAL BASADOS EN INTERVALOS

en F(X) (cuando a > 0) pueden causar que esta caja tenga el menor valor de F(X), de
todas las cajas almacenadas en el arbol de trabajo. No obstante, la secuencia de cajas
seleccionadas no puede incluir una subsecuencia que converja a un punto & con f(&) > f*,
puesto que para esa secuencia de cajas, w(X?) y también w(F(X?)) convergen a cero, por
lo que la relacién F(X*) < f* s6lo se puede mantener para un nimero finito de elementos
de la secuencia.

Para el caso a = 0, todas las cajas activas son, exclusivamente, aquellas que contienen
un punto minimizador global, puesto que s6lo para esas cajas F(X) puede alcanzar el
valor del limite inferior minimo de f*. ]

De acuerdo con el Teorema 3.4.1 existe una clase bastante grande de funciones de
inclusion que aseguran la convergencia del Algoritmo 3.4.1-3.4.2. El siguiente teorema es-
tablece los casos en los que el Algoritmo 3.4.1-3.4.2 no converge a los puntos minimizadores
globales.

Teorema 3.4.2 Considérese el problema de Optimizacion Global (3.1), con un unico
minimo global =*. Entonces existe una funcion de inclusion isétona y a-convergente F'(X)
de f(x) tal que el Algoritmo 3.4.1-3.4.2 no converge a z*.

Demostracién.

Considérese un problema que cumple las condiciones establecidas en el teorema y las
cuatro primeras cajas de la secuencia de cajas seleccionadas: X!, X2, X3 y X%, que con-
verge a x*. Se asume que la funcidn de inclusion original G(X) es is6tona y a-convergente.
Tales funciones de inclusion obviamente existen y se pueden generar, por ejemplo, me-
diante la extensién natural a intervalos [153].

El valor de pf*(X) puede establecerse a cualquier valor entre cero y uno decrementando
el limite inferior de la funcion de inclusion o incrementando el limite superior. Si la funcion
de inclusion se altera solo para las cuatro primeras cajas seleccionadas, es decir, F(X) =
G(X) para las demds cajas, entonces la propiedad de a-convergencia se mantiene. De forma
similar se puede mantener la propiedad de isotonicidad si se establecen los nuevos valores de
F(X?") de forma que F(X") D F(X*!), i =1,2,3 y 4. Si se establece F(X) de forma que
pfH(X") > pf*(X?) y que pf*(X*) < pf*(X?) < pf*(X?) y pf*(X?) = pf*(X*) > De,
entonces la caja X* serfa eliminada y de esta forma el Algoritmo 3.4.1-3.4.2 no podria
converger al punto z* € X*. Como para estos cuatro intervalos seleccionados se cumple
que F(X?) < G(X?), los intervalos serian seleccionados en el mismo orden que si se hubiera,
usado G(X). [

Aunque el Teorema 3.4.2 investiga sélo el caso en el que existe un solo minimo global
en la regién de busqueda, se puede usar el mismo razonamiento para problemas con un
nimero grande (finito) de puntos minimizadores.

La demostraciéon del Teorema 3.4.2 indica también, que aunque puede haber proble-
mas reales en los que el Algoritmo 3.4.1-3.4.2 no converge a lo minimos globales, este
comportamiento requiere una secuencia de valores de la funcidn de inclusion en las cajas

leo@miro.ualm.es



CAPITULO 3. ALGORITMOS SECUENCIALES DE O_PTIMIZACION GLOBAL BASADOS
EN ARITMETICA DE INTERVALOS Y RAMIFICACION Y ACOTACION 91
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Figura 3.10: Valores deﬁF(X) durante la ejecucién del Algoritmo 3.4.1-3.4.2, con una
Regla de Division 1DA, f* = f* y Dc = 0.04, para el problema Six-Hump-Camel-Back.
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que contienen el minimo global, que es raro que ocurra para valores relativamente grandes
de Dc y mads, cuanto mayor es el valor de Dc. Nétese que para un valor de Dc = 1 el
Algoritmo 3.4.1-3.4.2 seria equivalente al Algoritmo (riguroso) 3.1.1.

La Figura 3.10 muestra el comportamiento del Algoritmo 3.4.1-3.4.2 con un valor de
Dc = 0.04, para el problema de prueba Six-Hump-Camel-Back. Comparando las Figuras
3.8 y 3.10, puede observarse que el coste computacional (ntimero de evaluaciones de la
funcion de inclusion) del Algoritmo 3.4.1-3.4.2 es, aproximadamente, un 90% menor que
el del Algoritmo 3.1.1.

3.4.2 Resultados numéricos

Las pruebas numéricas se han desarrollado sobre el mismo conjunto de problemas de
prueba que en la Seccién 3.3.1 y el mismo entorno de trabajo. En las Tablas 3.6 y 3.7 se
ha anadido, a la notacién usada en las Tablas 3.1 a 3.3, la cabecera NCM, que indica el
nimero de cajas con algiin punto minimizador global durante la ejecucién del algoritmo.
Este valor se ha usado para chequear si con los nuevos criterios de eliminacion heuristicos
se elimina alguna caja que contiene un punto minimizador.

En la Tabla 3.6 se muestran los resultados rigurosos del Algoritmo 3.1.1. La propiedad
mdas importante a destacar es, que el nimero de cajas que contienen puntos minimizadores
globales durante la ejecucién del algoritmo es muy pequeno, comparado con el niimero de
cajas evaluadas (EX) y con el nimero de cajas extraidas del arbol de trabajo (Ex). Estas
diferencias crecen con la precisién requerida. Los valores de NCM son un limite inferior de
EX y lo que se busca son algoritmos en los que el valor de EX se acerque lo méas posible
a los valores de NCM, sin eliminar cajas que contengan el minimo global.

Para el problema Hartman-3 (véase el Apéndice A), el Algoritmo 3.1.1 se ejecuté sélo
con una precisién de € = 5 - 1074, porque para ¢ = 10~% el computador se quedaba sin
memoria disponible. Esta es también la razén de porqué el conjunto de funciones de prueba
tienen una baja dimensionalidad.

En la Tabla 3.7 se muestran los resultados obtenidos mediante el uso del nuevo criterio
de eliminacién heuristico. Comparando las Tablas 3.6 y 3.7, puede observarse que en
general, todos los valores han mejorado. Solamente para los casos del problema S5 con
e =10"!y e = 1072, y los problemas S7 y S10 con € = 10!, todos los valores son iguales
y para S5y S10 con € = 1072, todos los valores son iguales, excepto para el ntimero de
cajas en el drbol final (AF), que es menor con el nuevo algoritmo. Se puede afirmar que la
eficiencia del nuevo algoritmo es un 80% mejor que la del Algoritmo bésico en problemas
computacionalmente costosos, obteniéndose de esta forma mejores resultados para unos
recursos computacionales fijos.

En la Tabla 3.8 se muestran, abreviados como Med.1, la media del tiempo de CPU,
del nimero de evaluaciones de F(X) (EX) y de F(m(X)) (Ex) de los datos presentados
en la Tabla 3.6. También se muestran los valores relativos (abreviados como Rel.Med.2
(=Med.2/Med.1) de la Tabla 3.7, comparados con los de la Tabla 3.6. Puede observarse
que la mejora crece con la precisién y que para la mayor precisién usada, e = 1074, Ia
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Tabla 3.6: Resultados numéricos para el Algoritmo 3.1.1 con un método de divisién 1DA
y f* conocido.

[Prob. | ¢ [ CPU | EX | Ex | AF | AM | NCM
C 10T [ 0.060 [ 2589 647 | 528 ] 280 13
1072 | 0190 | 8597 | 2149 | 424 | 856 | 19

1073 | 0.790 | 33413 | 8353 | 6614 | 4322 | 27

10~* | 5.507 | 218477 | 54619 | 52876 | 34988 | 33

GP 107 | 0053 2037 | 509 678 [ 198 | 19
1072 | 0.920 | 32145 | 8036 | 12100 | 3069 | 31

1073 | 4.300 | 169201 | 42300 | 9512 | 14535 | 43

10-* | 19.487 | 689085 | 172271 | 135096 | 90773 | 59

H3 107 | 0030 465 58 99 29 1
1072 | 0.560 | 10233 | 1279 | 2505 | 924 7

1073 | 15.78 | 283409 | 35426 | 71892 | 28048 | 10

5-107% | 48.267 | 858545 | 107318 | 202804 | 85812 | 11

L3 10| 0330 | 1865 | 466 68| 254 59
1072 | 0.657 | 3633 908 501 | 291 | 86

1072 | 6.047 | 32765 | 8191 | 7692 | 5009 | 122

104 | 46.06 | 247441 | 61860 | 61280 | 40448 | 149

S5 10-t | 0.003 113 7 1 1 7
1072 | 0.010 161 10 1 1 10
1072 | 0.037 705 44 45 27 14
107% | 0.453 9377 586 1100 419 17
S7 10-t | 0.010 113 7 3 1 7
1072 | 0.030 385 24 9 15 10
1072 | 0.290 4609 288 480 200 14
1071 | 7.980 | 125281 7830 | 21293 | 6304 17
S10 10-t | 0.010 113 7 3 1 7
1072 | 0.037 417 26 18 16 10
1072 | 0.470 3985 374 601 252 14

1071 | 12.513 | 157681 9855 | 26260 | 8014 17

mejora es del 88%. Todos los minimos globales fueron localizados en todos los casos.

El nuevo criterio de eliminacién heuristico se ha probado también en el problema EX2,
tomado de Csendes y Ratz [35], que es una simplificacién de la estimacién paramétrica de
un problema real [142] y cuya formulacién se encuentra en el Apéndice A. Se ha introducido
este problema para resaltar el uso del nuevo criterio de eliminacién en problemas donde los
dispositivos aceleradores mas avanzados, como el método de Newton basado en intervalos,
tienen muchas sobreestimaciones en la funcién de inclusion y por lo tanto su efectividad no
es tan buena como la deseada. Debido a estas sobreestimaciones, se ha cambiado el criterio
de terminacién de w(X) < € a w(F (X)) < e. Este criterio de terminacién es el usado en
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Tabla 3.7: Resultados numéricos para el Algoritmo 3.4.1-3.4.2 con un método de divisién
1DA, f* conocido y Dc = 0.04.

[Prob. | ¢ [CPUJ| EX | Ex | AF | AM | NCM |
C 107 [0.023] 1053] 263 2] 78] 13
1072 | 0.027 | 1101 | 275 22 78| 19

1072 | 0.090 | 3533 883 712 | 406 27

107% | 0.613 | 23253 | 5813 | 5646 | 3414 33

GP 1071 1 0.030 | 1045 261 304 93 19
1072 | 0.100 | 3921 980 83 | 250 31

1072 | 0.187 | 6781 | 1695 909 | 451 43

10=* | 1.780 | 60321 | 15080 | 14265 | 8441 99

H3 1071 | 0.010 225 28 44 18 4
1072 | 0.190 | 3345 418 903 | 271 7

1073 | 1.817 | 33025 | 4128 | 3321 | 2475 10

5-107% | 3.327 | 59593 | 7449 | 8289 | 4324 11

L3 10~1 [ 0.300 | 1709 427 61 | 251 99
1072 | 0.557 | 3097 774 235 | 251 86

1072 | 1.537 | 8409 | 2102 910 | 684 122

107% | 6.040 | 32433 | 8108 | 6654 | 4090 149

S5 10~ ] 0.003 113 7 1 1 7
1072 | 0.010 161 10 1 1 10
1072 | 0.033 705 44 18 27 14
107% ] 0.323 | 6689 418 545 | 321 17
S7 10~ | 0.010 113 7 3 1 7
102 | 0.030 385 24 ) 15 10

1073 | 0.257 | 4081 255 318 | 183 14
1074 | 2.073 | 32737 | 2046 | 1255 | 1396 17
S10 10~ | 0.010 113 7 3 1 7
1072 | 0.037 417 26 7 16 10
1072 | 0.383 | 4913 307 357 | 216 14
1074 | 2.680 | 33905 | 2119 | 1408 | 1411 17

[35] y permite obtener resultados més fiables cuando las sobreestimaciones de la funcion
de inclusion son considerables, lo que incrementa también el nimero de evaluaciones de
intervalos requeridas. Se ha introducido este problema para mostrar cémo el algoritmo
también puede trabajar con otros métodos de divisién (1D, biseccién de la coordenada
mayor) y sin conocer de antemano el minimo global f*.

La Tabla 3.9 contiene los resultados numéricos obtenidos con el algoritmo bdsico, sin
el nuevo criterio de eliminacién. El problema para un valor de ¢ = 0.1 no pudo ser resuelto
debido a los enormes requerimientos de memoria. La ejecucién del programa se par6 des-
pués de mas de una semana sin haber finalizado. Se usé cerca de 1Gb de memoria de
intercambio, ademds de los 256 Mb de memoria RAM. Esta es la razén obvia por la que
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Tabla 3.8: Resumen de los resultados numéricos. Se muestran los valores medios (abrevia-
dos como Med.1) de los datos de la Tabla 3.6. También se muestran los valores relativos
(abreviados como Rel.Med.2 = Med.2 / Med.1) de los valores medios de los datos en la
Tabla 3.7 comparados con los de la Tabla 3.6.

CPU EX Ex

€ Med.1 Rel.Med.2 | Med.l1 Rel.Med.2 | Med. Rel.Med.2
107! 0.0709 77.72% 1042 59.88% 243 58.85%
102 0.3434 39.57% 7939 22.36% 1776 20.16%
10—3 3.9591 15.53% 75727 11.59% | 13568 9.91%
10—* | 20.0381 12.00% | 329412 10.80% | 59139 9.91%

Tabla 3.9: Resultados numéricos para el problema EX2 con el algoritmo basico de Optimi-
zacion Global (Algoritmo 3.1.1, pagina 63), sin conocer f*, usando como Regla de Division
una biseccién simple (1D) y como Regla de Terminacion w(F (X)) <e.

[« [CPU| EX | Ex | AF | AM [ NCM | [ 7] |
0.50 | 53.39 | 377767 | 188883 | 55020 | 29495 | 25 | [0.08584908, 0.21462488]
0.10 i : : - - - -

Tabla 3.10: Resultados numéricos para el problema EX2 con el nuevo criterio heuristico
de eliminacién (Algoritmo 3.4.1-3.4.2), sin conocer f*, usando como Regla de Divisidn una
biseccién simple (1D), como Regla de Terminacion w(F(X)) < ey Dec = 0.004.

[« JCPU | EX | Ex | AF | AM | NCM | [, F] |
050 | 1157 | 83153 | 41576 | 6374 | 5015 | 25 | [0.08584008, 0.21462483]
0.10 | 37.66 | 267701 | 133850 | 10193 | 23799 | 35 | [0.17129792, 0.21273191]
[
[

0.05 | 5853 | 415505 | 207752 9548 | 33013 40 | [0.19055822, 0.21258066]
0.01 | 178.75 | 1250593 | 625296 | 133600 | 70992 63 | [0.20757242, 0.21246471]

no se dan resultados para valores menores de e.

La Tabla 3.10 muestra los resultados numéricos del nuevo algoritmo. Los resultados
comparables, para e = 0.5, indican una mejora cercana al 80% en la mayoria de los indices.
Un hecho, ain mas importante, es que el algoritmo con el nuevo criterio de eliminacién
es capaz de resolver el problema para una precision aceptable, lo que era imposible para
el algoritmo bdsico. Aunque nuestro algoritmo es mucho més simple, los resultados son
comparables, y para algunos indices mejores, que los obtenidos en [7, 35].

Los resultados numéricos de las Tablas 3.9 y 3.10 confirman que los resultados obtenidos
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en los problemas estindar de prueba son vélidos para problemas mucho méds dificiles
de resolver. Otro aspecto importante es que se ha obtenido una mejora cercana a un
orden de magnitud en los indicadores de la eficiencia y que se mantuvo la rigurosidad del
algoritmo bésico: todas las cajas que contenian puntos minimizadores globales no fueron
eliminadas por el nuevo algoritmo. Aunque todos los minimos globales de los problemas
usados fueron encontrados, esto no puede probarse para todos los casos posibles, de acuerdo
con nuestros resultados tedricos. Otra técnica para mantener la rigurosidad del algoritmo
puede consistir en almacenar las cajas eliminadas por el nuevo algoritmo en un fichero
para su posterior chequeo. También debe tenerse en cuenta que el nuevo algoritmo puede
aplicarse a problemas diferenciables y no diferenciables, donde los dispositivos aceleradores
presentados en la Seccién 1.3, de los que no se ha hecho uso, no pueden aplicarse.

3.5 Nuevos criterios de seleccién basados en pf*(X)

En las secciones anteriores se han observado las siguientes caracteristicas de los algoritmos
de Optimizacién Global basados en intervalos y en el uso del pardmetro pf*(X) para su
mejora.:

e La Regla de Seleccion basada en elegir para su procesamiento aquella caja X con un
valor menor de F(X) del arbol de trabajo, estd motivada principalmente por:

— Parece razonable pensar que la caja X con un menor valor de F(X) tiene
mas probabilidad de contener un minimo global, aunque como se comenté en
la Seccién 3.4 (pagina 84), esto no es siempre cierto. Bajo esta suposicién, el
aplicar el Test del Punto Medio sobre esta caja podria aportar una mejora del
valor de f*. Con esta mejora se conseguiria, por un lado, la posible eliminacién
de algunas cajas gracias al Test de Corte y por otro lado, reducir el intervalo
[/*, f*] que contiene el minimo global, f*.

— Al seleccionar y dividir la caja X con un menor valor de F(X) se consigue
aumentar el valor del limite inferior de f* (f*), si la funcion de inclusion es
isétona.

e Debido a las sobreestimaciones de f(X) obtenidas por F(X), el nimero de cajas
activas alrededor del minimo global puede ser muy grande. Este ntimero depen-
derd principalmente de las distintas combinaciones de: las sobreestimaciones obteni-
das, del tamano de las cajas activas y de la pendiente en las cercanias de los puntos
minimizadores globales, para cajas pequenas.

De las consideraciones anteriores se puede deducir :

— Es importante encontrar rapidamente el valor f* o la mejor aproximacién que
se pueda obtener de él (f*). Obsérvese que si f* es conocido, el nimero de cajas
evaluadas es independiente de la Regla de Seleccion usada, cuando se quieren

encontrar todos los puntos minimizadores globales.
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— No es menos importante el hecho de que se realicen muchas evaluaciones de
la funcion de inclusion alrededor de los minimos globales, ya que esto puede
ocurrir incluso si se conoce f*.

e El pardmetro pf* ha demostrado ser un buen estimador de la cercania de una caja
al minimo global o de cuanta regién de atraccién a un minimo contiene una deter-
minada caja. Por lo tanto, parece razonable usar una Regla de Seleccion basada en
el pardmetro pf*. A continuacién se estudia este tipo de Regla de Seleccion.

3.5.1 Mejor Primero basado en pf*(X)

En la Figura 3.11 se muestra la ejecucién del algoritmo bdsico (Algoritmo 3.1.1), con
una Regla de Division basada en biseccién de todas la coordenadas (1DA), una Regla de
Seleccion basada en escoger primero la caja con el mayor valor de pf*(X) y sin conocer
el valor de f*.

En la grafica superior se muestra la ejecucion del algoritmo para el problema Glodstein-
Price. Para este ejemplo, el algoritmo tarda en seleccionar las cajas que contienen un
minimo global. Esto es debido a que, aunque el método de seleccién usado sea del tipo
Primero el Mejor (pf*), este se comporta realmente como una busqueda en profundidad
(Seccién 1.5.1, pagina 28), ya que el valor de pf* crece porque se reduce el tamaiio de las
cajas que se encuentran cerca de, o contienen, un minimo. La desventaja de las busquedas
en profundidad es que si se entra en una rama del drbol de bisqueda que no lleva a la
soluciéon 6ptima, se tarda mucho en salir de ella. Esto es lo que ocurre en el problema
Goldstein-Price, ya que sélo tiene un minimo global y en la divisién de toda la regién de
busqueda (la primera divisién), el minimo se encuentra compartido en el borde de dos de
las cuatro cajas generadas, por lo que la regién de atraccién a ese minimo se ha dividido
entre esas dos cajas, decreciendo el valor de pf*. Esta bajada de pf* permite que una de
las cajas generadas que no contiene el minimo global tenga el mayor valor de pf*, debido
a la regién de atraccién hacia un minimo local. La busqueda continda sobre la regién
del minimo local mientras los valores de pf* de las cajas generadas en esta regién sean
mayores que alguno de los valores de pf* de las cajas que contienen el minimo global. El
principal problema de esta fase consiste en que se trabaja sélo sobre la regién que contiene
un minimo local, siendo imposible obtener, mediante el Test del Punto Medio, un valor
de f* que permita eliminar cajas que contengan este minimo local. Se obtendrs un valor
de f* menor que el del minimo local, cuando el algoritmo se ejecute sobre la regién de
atraccién del minimo global. Llegado este momento, ya se habran evaluado muchas cajas
alrededor del minimo local e incluso algunas de ellas pueden haber alcanzado la Regla de
Terminacion, por lo que habrd que eliminarlas del arbol final mediante el Test de Corte.

En la grafica superior de la Figura 3.11 puede observarse que una vez que se sale de la
regién de atraccion al minimo local y se selecciona una caja que contiene el minimo global,
la siguiente secuencia de cajas seleccionadas converge al minimo global, con crecimientos
continuos en los valores de pf*. Una vez que se alcanza la Regla de Terminacion para la
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Problema Goldstein—Price
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Figura 3.11: Valores de pf*(X) durante la ejecucién del Algoritmo 3.1.1, realizando bisec-
ci6n en todas las coordenadas (1DA), sin conocer f* y seleccionando la caja X con mayor

valor de pf*(X) primero.
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caja que contiene el minimo global en esta secuencia, el algoritmo contintia trabajando
sobre las cajas que se generaron en este proceso, hasta que una nueva caja que contenga
el minimo global tenga un mayor valor de pf*. Pueden observarse cuatro secuencias de
cajas seleccionadas que convergen hacia el minimo global. Esto es debido a que, aunque
s6lo existe un minimo global, éste es compartido por cuatro cajas. También se observan
varias secuencias de cajas seleccionadas con algin crecimiento de pf* que no contienen un
minimo global, por lo que puede deducirse que convergen hacia minimos locales.

Una vez que todas las posibles cajas que contienen un minimo global han sido proce-
sadas, hay que evaluar las cajas que restan y que no han podido ser eliminadas por el Test
de Corte. Para la gran mayoria de estas cajas, el valor de pf* decrece con su tamaiio.

En la grafica inferior de la Figura 3.11 se muestra la ejecucién del algoritmo anterior
para el problema Levy 3. En este caso, el algoritmo converge rdpidamente hacia uno de los
minimos globales. Se ha introducido esta grafica porque en ella puede verse claramente:

e La convergencia hacia los nueve minimos globales.

e El trabajo que se realiza alrededor de un minimo global, después de alcanzar la Regla
de Terminacion para la(s) caja(s) que contiene(n) el minimo global.

e El trabajo final sobre las cajas restantes que no han sido eliminadas y que pueden
contener algin minimo local.

3.5.2 Modelo de seleccién hibrido basado en pf*(X)

Tal como se vio en la Seccién 1.5.1 (pagina 29), el modelo de seleccién hibrido trata de
obtener las ventajas del método de Busqueda en Profundidad y de Primero el Mejor.
Mediante el uso de una busqueda en profundidad se pretende obtener rapidamente un
mejor valor de f*. Para que esta bisqueda en profundidad tenga éxito, hay que usar dos
buenos criterios de seleccién:

e El primero establece la caja inicial a partir de la cual se realizard una busqueda en
profundidad. Esta seleccion se realiza normalmente mediante una estrategia Primero
el Mejor.

e Dentro de la buisqueda en profundidad hay que establecer cudl de las cajas gene-
radas, a partir de la seleccionada, es la que se elige para continuar la bisqueda en
profundidad.

Un fallo en la seleccién de la caja inicial en la que se aplicard una busqueda en pro-
fundidad tendra un coste que dependera de la profundidad de la busqueda y del nivel de
divisién. Para problemas con pocas dimensiones, usando una biseccion de sélo dos o tres
coordenadas y con la precisién usada en los ejemplos (e = 10~?), una biisqueda en profun-
didad tiene muy poco peso en el valor del nimero final de evaluaciones de intervalos. Para
estos casos, dependiendo del valor de f*, puede que incluso no se alcance la profundidad
establecida por la Regla de Terminacion. Para problemas dimensionalmente complejos y
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Figura 3.12: Valores de pf*(X) durante la ejecucién del Algoritmo 3.1.1, realizando bi-
seccion en todas las coordenadas (1DA), sin conocer f* y usando un método de seleccion
hibrido, basado en Primero el Mejor w(X) - pf*(X), seguido de una biisqueda en profun-
didad basada en pf*(X). En la grifica inferior se muestran las cien primeras iteraciones
de la gréfica superior.
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grandes requerimientos de precision en las soluciones, el costo de una bisqueda en pro-
fundidad fallida debe tenerse en cuenta, principalmente cuando no se han encontrado
anteriormente buenos valores de f*.

En la fase de seleccion Primero el Mejor, se ha elegido aquella caja X, con un valor
mayor de w(X)-pf*(X). De esta forma se eligen cajas grandes, para comenzar la biisqueda
en profundidad en niveles altos del 4rbol de biisqueda y de entre las cajas de mayor tamartio
se eligen aquellas que tienen un mayor valor de pf*(X). El criterio de seleccién en la fase
de Bisqueda en Profundidad es més facil de establecer porque las cajas candidatas tienen
todas el mismo tamano. De esta forma, la caja X seleccionada es aquella con un mayor
valor de pf*(X).

En la grafica superior de la Figura 3.12 se muestra la ejecucién del Algoritmo 3.1.1
para la funcién Goldstein-Price, con la nueva regla de seleccién hibrida, sin conocer f*
y realizando una biseccién de todas las coordenadas de la caja seleccionada (1DA). Para
este ejemplo, cuando se usa el nuevo criterio de seleccion, todas las cajas que contenian
un minimo global en cualquier momento de la evaluacién del Algoritmo 3.1.1, son ahora
evaluadas al principio del nuevo algoritmo, lo que permite obtener rapidamente el mejor
valor de f* que se obtendria con el algoritmo bésico. Las ejecuciones realizadas sobre otros
problemas de prueba han mostrado resultados similares.

En la gréafica inferior de la Figura 3.12 se muestran los valores de f* de las cien
primeras cajas seleccionadas. La primera busqueda en profundidad realizada converge
hacia un minimo local, tal como ocurrié en la grafica superior de la Figura 3.11, pero en
este caso, el nimero de evaluaciones de intervalos realizado sobre la regién de atraccion al
minimo local es casi inapreciable, debido al nuevo criterio de seleccién hibrido. La siguiente
bisqueda en profundidad se realiza sobre una de las cajas que contiene el minimo global.
Esta busqueda en profundidad converge hacia el minimo global, obteniendo rapidamente
el mejor valor posible de f*. Debido a esto, no aparecen mejoras de f* después de este
punto en la ejecucién del algoritmo. Las siguientes bisquedas en profundidad se realizan
sobre: otra caja con el minimo global, varias bisquedas sobre minimos locales, otras dos
bisquedas sobre cajas con minimos globales, etc. Si se hubiera decidido parar el algoritmo
cuando se llevan ejecutadas cien iteraciones, los resultados hubieran sido los correctos. El
problema estriba en saber cudl es el momento apropiado en que el algoritmo debe parar,
de forma que no se pierdan cajas que contengan el minimo global, o si se pierden, que
sea porque el minimo global se compartia con otras cajas que no han sido eliminadas. El
problema de decidir cudndo seria conveniente parar el algoritmo, si se usa una Regla de
Seleccion hibrida, sigue siendo un problema abierto en el que hay que seguir investigando.

La ventaja del modelo hibrido frente al basado en Primero el Mejor pf*(X), es que
permite evaluar el Test del Punto Medio de una manera mas o menos equitativa entre las
subregiones de bisqueda. Asi se obtiene una informacién més global de las evaluaciones
puntuales de la funcidn de inclusion, evitando una busqueda intensiva sobre zonas de
atraccion a minimos locales, tal como ocurria en la grafica superior de la Figura 3.11.
Ademds, no se pierde la ventaja de obtener un buen valor de f*, gracias a las bisquedas
en profundidad realizadas.
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Figura 3.13: Valores de pf*(X) durante la ejecucién del Algoritmo 3.1.1, realizando una
biseccién de todas las coordenadas (1DA), sin conocer f* y usando un método de selec-
cién hibrido basado en Primero el Mejor w(X) - pf*(X), seguido de una bisqueda en
profundidad basada en pf*(X) y un criterio de eliminacién heuristico con D¢ = 0.04.

Regla de Seleccién hibrida y el nuevo criterio de eliminacién heuristico

Con la Regla de Seleccion hibrida se consigue obtener un buen limite superior de f*
rapidamente, pero se siguen haciendo muchas evaluaciones alrededor de los minimos. Para
reducir el nimero de iteraciones, se puede usar la Regla de Eliminacion heuristica (Seccion
3.4.1), con la consiguiente pérdida de rigurosidad del algoritmo.

En la Figura 3.13 se muestran los valores de pf*(X) cuando se aiiade el criterio de
eliminacién heuristico a la Regla de Seleccion hibrida. Ahora no sélo se obtiene rapidamente
un buen limite superior de f*, sino que también se reduce considerablemente el nimero
de iteraciones del algoritmo.

Aungque el criterio de eliminacion heuristico permite reducir el nimero de evaluaciones
de intervalos, no es suficiente en la mayoria de los casos, cuando se requiere una gran
precision en las soluciones. Esto es debido a que el ntimero de cajas evaluadas crece ex-
ponencialmente con la precisién requerida. Tanto en la Figura 3.13, como en la grafica
inferior de la Figura 3.10 (pagina 91), puede observarse que el ntimero de cajas que no
cumplen el criterio de eliminacién heuristico se incrementa exponencialmente conforme se
ejecuta el algoritmo. Por lo tanto, si se quieren resolver problemas con mucha precisién,
hay que establecer un limite en el crecimiento del arbol de bisqueda.
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3.6 Algoritmo de Optimizacion Global basado en Intervalos
con Restricciones Computacionales

Tal como se comenté en la Seccién 3.4, existen problemas que, debido a su dimensionalidad
y/o a la precisién requerida en las soluciones, son impracticables para los computadores
de uso comun en la actualidad, si se intentan resolver con el Algoritmo 3.1.1. En esta
seccién se presenta un algoritmo que por un lado tiene en cuenta las limitaciones de alma-
cenamiento de los computadores actuales y por otro lado hace uso de las ideas mostradas
en las secciones anteriores, para intentar mantener la convergencia del algoritmo hacia los
minimos globales [13].

La idea principal consiste en establecer en cada iteracién un ntimero maximo de cajas
que se pueden seleccionar para su division y asi asegurar que el algoritmo termina dentro
de los requerimientos de memoria establecidos. Para ello, cuando se rebasa este nimero,
hay que utilizar algin tipo de criterio de eliminacién heuristico, como el presentado en la
Seccion 3.4, con lo que se podria perder la rigurosidad en los resultados.

En este nuevo algoritmo se propone usar el pardmetro pf*, para determinar qué cajas
son las seleccionadas: aquellas cajas X con un mayor valor de pf*(X?) serdn seleccionadas
y divididas. Es importante que las cajas X’ tengan la misma forma y tamafo. De esta
forma, los valores de pf*(X*) se calculan bajo las mismas condiciones y se realizan unas
comparaciones mas equitativas de los mismos.

Esto estd en contraposicién con los métodos de seleccién: Primero el Mejor F(X),
Primero el Mejor pf*(X) y el modelo hibrido, ya que este tipo de métodos generan cajas
a distintos niveles del arbol de busqueda y por lo tanto, de distinto tamano y forma.
En el nuevo algoritmo se aplicard una Bisqueda en Anchura. Adn asi, el nuevo algoritmo
usard las ideas subyacentes los métodos de seleccién: Primero el Mejor pf*(X) y el modelo
hibrido. Obsérvese que como todas las cajas que se pueden seleccionar para su divisién
deben tener el mismo tamaiio, sélo hay que tener en cuenta el valor de pf*(X), mientras que
el modelo de seleccién hibrido también habia que tener en cuenta w(X). Usando el modelo
de seleccion hibrido se dividia la mejor caja y de las cajas generadas se continuaba sobre
aquella que tenia un mayor valor de pf*(X). La Regla de Seleccion del nuevo algoritmo
puede verse también como un modelo hibrido, en el que en vez de continuar solo sobre la
caja mas prometedora, en términos de pf*(X), se contintia sobre un nimero fijo de ellas,
que es determinado por el usuario. Para llevar a cabo esta estrategia, hay que distinguir
entre el conjunto de cajas a dividir y el conjunto de cajas generadas en las distintas
divisiones. De entre las cajas candidatas a ser divididas se selecciona un nimero que no
sea mayor que un umbral establecido, basandose en Primero el Mejor pf*(X) y se dividen.
En la siguiente iteracién las cajas generadas pasan a ser las candidatas a ser divididas.
Este proceso se repite hasta que no existan cajas para dividir. El umbral o nimero maximo
de cajas seleccionadas para su divisiéon, dependerd de los requerimientos de memoria del
problema y del grado de convergencia hacia los minimos globales que se quiera establecer.
Es claro que con un nimero mayor de cajas a dividir, las evaluaciones del Test del Punto
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Medio se realizan sobre una mayor regién de bisqueda y se tiene una mayor probabilidad
de convergencia.

Las cajas que se ha decidido apartar de la ejecucién del algoritmo pueden tratarse de
dos formas:

1. Almacenarlas temporalmente para procesarlas después de la ejecucién normal del
algoritmo. La ventaja de este método es que se asegura la rigurosidad de las solu-
ciones y la desventaja es que se mantienen los problemas debidos a las limitaciones
de memoria.

2. Eliminarlas directamente, con lo que se pierde la rigurosidad del método, a costa de
acelerar la ejecucién del algoritmo y cumplir los requerimientos de memoria impues-
tos. En este caso se supone que el nimero maximo establecido de cajas a dividir en
cada iteracion es suficiente para que esta busqueda en anchura, con limitacion del
ntmero de cajas en cada nivel del arbol de bisqueda, converja a la solucién.

En esta tesis se ha optado por el segundo criterio. El algoritmo de Optimizacién Global
basado en intervalos con restricciones computacionales se muestra en el Algoritmo 3.6.1,
el cual ha sido desarrollado a partir del Algoritmo 3.1.1.

Los parametros de entrada del Algoritmo 3.6.1 son los siguientes:

S : Regién de busqueda.

F : Extensién natural a intervalos de la funcién objetivo f.

€ : Criterio de parada (w(X) < e).

To : Arbol de trabajo.

T : Arbol temporal.

Q : Arbol final.

Ny, : Niumero maximo de cajas seleccionadas en cada iteracion
para su division.

+/— : Denotan la introduccién/extraccién de cajas del arbol.

Las principales diferencias entre el Algoritmo 3.6.1 y el Algoritmo 3.1.1 son: que se usa
un arbol temporal (77) para almacenar las cajas generadas a partir de las seleccionadas del
arbol de trabajo (Tp) y que la regla para seleccionar cajas del arbol de trabajo estd basada
en Primero el Mejor pf*(X). Aquellas cajas que tengan un valor igual de pf*(X) se
almacenan siguiendo un orden no decreciente del valor de F(X) y si tienen el mismo valor
de F(X) en un orden decreciente con respecto a la edad de las cajas. Mediante el uso de
un arbol temporal nos aseguramos que las cajas que se encuentran en el arbol temporal
tienen el mismo tamano y forma, ya que se generaron con la misma Regla de Division a
partir de cajas que se encontraban en el arbol de trabajo, que a su vez tenian el mismo
tamano y forma.

Al igual que en el Algoritmo 3.1.1, en el Algoritmo 3.6.1 se inicializa: el arbol de
trabajo con la regién de busqueda, el arbol final con conjunto vacio y el limite superior del
minimo global con el limite superior de la evaluacién de la funcion de inclusion sobre toda
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Algoritmo 3.6.1 : Algoritmo de Optimizaciéon Global basado en Intervalos con Restric-
ciones Computacionales.

1 funct MemLim(S, F, ¢, Ty, T1,Q, Np,)
2 fr=F(S) Limite superior de f*
3 Tp:={S} Arbol de trabajo
i Ty :={0} Arbol temporal
5 Q:={0} Arbol Final
6 while (Ty # {0})
7 NSelec:=0 Nimero de cajas seleccionadas de Tg
8 while (Tp # {0} A NSelec < Ny,)
9 X := SelecionaCaja(Tp) pf*(X) = max{pf*(X?9), VX! € Ty}
10 Tg = Tg—{X};
11 NSelec := NSelec + 1
12 f* = min{f*, F(m(X))} Actualizacion de f*
13 if (f* = F(m(X))) Se ha mejorado el valor de f*
14 Ty := TestdeCorte(Ty, f*) VX' €Ty, F* < F(X') = Ty :=Tp — {X'}
15 T, := TestdeCorte (T, f*)
16 Q := TestdeCorte(Q f_)
17 Divide(X, X!, ..., X?)
18 for i :=1to s
19 if (f* < F(X?') next; Test del Punto Medio
20 if (w(X?) <€) Q:=Q+{X'} Almacenar Xt en Q
21 else T} := Ty + {X"'} Almacenar Xt en T}
22 Ty =T Las posibles cajas en Ty son eliminadas
23 T, := {0}

24/ return Q

la regién de busqueda. El arbol temporal se inicializa al conjunto vacio. El bucle interior
del algoritmo (linea 8) se ejecuta mientras el drbol de trabajo tenga cajas y el nimero de
cajas seleccionadas de él sea menor que la variable N,,. Al salir de este bucle, las cajas
que se encuentren en el drbol de trabajo son eliminadas. Entonces, el drbol temporal se
convierte en el 4rbol de trabajo (linea 22) y el nuevo arbol temporal se inicializa al conjunto
vacio (linea 23). El bucle externo (linea 6) se ejecuta mientras haya cajas en el arbol de
trabajo, es decir, si se almacenaron cajas en el arbol temporal durante la ejecucién del
bucle interno, o lo que es lo mismo, si todas las cajas generadas no cumplen la Regla de
Terminacion ni de Eliminacion.

En el algoritmo hay que resaltar que cuando se mejora el valor de f* (linea 13), el Test
de Corte se aplica, no s6lo al drbol de trabajo y al final, sino también al temporal (lineas
14, 15 y 16).
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Problema Goldstein—Price
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Figura 3.14: Valores de pf*(X) durante la ejecucién del Algoritmo 3.6.1, realizando bisec-
cién en todas las coordenadas (1DA), sin conocer f* y N, = 20.

3.6.1 Resultados numéricos

Las pruebas numéricas se han desarrollado en el mismo entorno de trabajo que en la
Seccién 3.4.2, es decir, sobre un PC Pentium II (233 MHz y 256Mb de RAM) con el
Sistema Operativo Linux. Los programas fueron codificados en C y se usaron las rutinas
BIAS [90], para implementar la Aritmética de Intervalos. Se ha ampliado a treinta el
nimero de funciones de prueba, las cuales se describen en el Apéndice A. Se han podido
incluir problemas dimensionalmente méas complejos gracias a que con el nuevo algoritmo
se puede establecer las limitaciones de memoria en la resolucion de los mismos. Con este
amplio nimero de funciones de prueba se pretende demostrar la generalidad del nuevo
método.

La Figura 3.14 muestra grificamente los valores de pf*(X) de las cajas selecciona-
das y divididas por el Algoritmo 3.6.1 para el problema Goldstein-Price. En este ejem-
plo se ha usado un criterio de terminacién w(X) < 107!%. Este valor de € es el maxi-
mo que se puede establecer para un Pentium-II, ya que las cajas generadas al divi-
dir una caja de este tamamno, mantienen el tamano de la caja madre debido al redon-
deo directo usado en la Aritmética Computacional (Seccién 1.2.6, pdgina 17). Para es-
te experimento se ha usado un valor de N,, = 20, que permite obtener la solucién

[, ] = [2.999999999999257, 3.000000000000050], con unas 5000 evaluaciones de Fgp,

aproximadamente ( 3996 en X y 999 en m(X) ). El nimero de cajas finales fue de 80, de
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Tabla 3.11: Resultados numéricos para el Algoritmo 3.6.1 realizando una biseccién de las
dos dimensiones mas anchas de la caja seleccionada a la vez, sin conocer f* y e = 1078.

[Probl. [ CPU [ N,, | EX | Ex | [/ Fl |
GP | 0.04] 10| 1101] 275 | [2.999993965029506, 3.000000000000092]
S10 | 021| 10| 2161 | 540 | [-10.536409821845988, -10.536409816692032]
S7 0.17 | 10| 2153 | 538 | [-10.402040571469488, -10.402940566818650]
S5 024 | 20| 3801 | 950 | [-10.153199679953214, -10.153199679058211]
H6 129 | 40 | 12549 | 3137 | [-3.322368030956182, -3.322368011415509]
H3 0.2 | 10| 1565 | 391 | [-3.862782202980112, -3.862782147820753]
L3 023 | 10| 1141 | 285 | [-176.541795200601854,-176.541793136744104]
L5 024 | 10| 1113 | 278 | [-176.137580072493620,-176.137578001628754]
L8 0.11| 10| 977 | 244 |  [0.000000000000000, 0.000000000000000]
C 0.04 | 10| 1141 | 285 | [-1.031628487150618, -1.031628453480877]
C3 0.24 | 400 | 9149 | 2287 |  [-0.000000000000000, 0.000000000000000]
G2 0.04 | 10| 62| 155 | [-0.000000000000000, 0.000000000000001]
G10 | 40.76 | 200 | 145141 | 36285 |  [-0.000000000000000, ~0.000000000000004]
BR2 | 0.07| 10| 1125 281 |  [0.000000000000000, 0.000000000000000]
RB | 0.03| 10| 1065 | 266 |  [0.000000000000000, 0.000000000000000]
SRB | 0.02| 10| 617| 154 |  [0.000000000000000, 0.000000000000000]
P 0.02| 10| 985 | 246 |  [0.000000000000000, ~0.000000000000000]
TR | 0.01| 10| 685 171|  [0.000000000000000, 0.000000000000000]
S3.1 | 0.04| 10| 1305| 326 |  [0.000000000000000, 0.000000000000000]
MT | 0.02| 10| 949 | 237 | [-0.000000000000000, 0.000000000000000]
EX1 | 0.06| 10| 973 | 243 | [-1.076182009447070, -1.076182007071511]
EX2 | 18.04 | 600 | 147001 | 36750 |  [0.212450791854624, 0.212459838694385)]
BR | 0.06| 10| 1137 | 284 | [0.397887357720738, 0.397887357729743]
KW | 11.76 | 600 | 110849 | 27712 |  [0.000307485694808, ~0.000307485987806)]
R4 0.06 | 10| 1141 | 285 | [0.106891343149305, -0.106891341408143]
RS 160 | 10| 5493 | 1373 |  [0.000000000000000, 0.000000000000000]
HM3 | 311|200 | 19965 | 4991 | [-24.062499142799162, -24.062498884334261]
HM4 | 3.3 | 100 | 16033 | 4008 | [-36.093748714198512, -36.093748326501391]
BL 0.03| 10| 1101 | 275 |  [0.000000000000000, ~0.000000000000000]
CHI | 0.08| 10| 1237 | 309 | [-43.315862131678990, -43.315862072142579)]

las cuales una contenia el minimo global.

En la Tabla 3.11 se muestran los resultados de la evaluacién del Algoritmo 3.6.1 para
las treinta funciones de prueba mencionadas y un criterio de terminacién ¢ = 1078, El
método de divisién utilizado consiste en realizar una biseccién de las dos coordenadas
méas anchas de la caja seleccionada. El valor de N, se ha elegido aproximadamente, para
que al menos uno de los minimos globales se encuentre en el conjunto de cajas finales y
poder establecer asi los requerimientos de memoria necesarios para obtener al menos una
solucién para cada una de las funciones de prueba utilizadas.
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Figura 3.15: Ejecucion de cinco iteraciones del Algoritmo 3.6.1 con N,,, = 40 y una Regla
de Seleccion basada en pf*(X) (izquierda) y en el limite inferior de F'(X) (derecha).

A partir de los datos obtenidos puede deducirse que la mayoria de funciones de prueba
pueden resolverse con unos requerimientos de memoria muy pequenos, comparados con la
cantidad de memoria RAM que normalmente tiene cualquier computador personal. Por
ejemplo, para la funcién 5-dimensional EFX2, en la que se usé N,, = 600, el nimero
maximo de cajas en el arbol temporal, con una biseccidon de las dos dimensiones mayores
de las cajas seleccionadas, es en el peor de los casos de: 4 cajas generadas por 600 cajas
seleccionadas = 2400 cajas.

Con este tipo de algoritmo no sélo se reduce la cantidad de memoria necesaria, sino
que el nimero de evaluaciones de la funcion de inclusidn se acerca al minimo posible.
Por ejemplo, para la funcién GP con N,, = 40 y € = 1078, se obtuvieron las cuatro
cajas finales que contienen el minimo global con 5296 evaluaciones totales de intervalos.
El nlimero minimo de evaluaciones de intervalos, para obtener todas las soluciones, es igual
al ntimero de cajas que en cualquier momento de la ejecucién del algoritmo contienen un
minimo global. Para el ejemplo anterior, en el que se realizaron 5296 evaluaciones, este
nimero de cajas fue de 111.

Desde el punto de vista del usuario la selecciéon del valor de N, puede hacerse de
forma incremental hasta llegar a un valor suficientemente grande en el que no se produzcan
mejoras en el valor de f*. Un indice claro de que el valor de N,, es insuficiente es que el
arbol final se encuentre vacio.

/Qué pasaria si en vez de usar el mayor valor de pf*(X), se usa el menor valor de
F(X) como criterio de seleccién?.
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La gréafica izquierda de la Figura 3.15 muestra la ejecucién de cinco iteraciones del
bucle externo del Algoritmo 3.6.1, con una Regla de Seleccion basada en Primero el Mejor
pf*(X), mientras que en la grifica de la derecha se ha utilizado una Regla de Seleccion
basada en Primero el Mejor F(X). Las cajas blancas representan las cajas activas, mientras
que las cajas grises representan las cajas eliminadas. Desde el nivel de gris oscuro al claro
las cajas fueron eliminadas por el Test de Corte, el Test del Punto Medio y el nuevo criterio
de eliminacién usado el Algoritmo 3.6.1, respectivamente. Como puede observarse en la
Figura 3.15 usando una Regla de Seleccion basada en primero el menor valor de F(X)
las cajas que contenian el minimo global fueron eliminadas, lo que no ocurrié cuando se
us6 una Regla de Seleccion basada en primero el mayor pf*(X).

Estos mismos resultados se repitieron para varias de las funciones de prueba utilizadas,
donde sdlo incrementando el valor de N, se alcanzaban los mismos resultados que con una
Regla de Seleccion basada en pf*(X). Sin embargo, para otras funciones, incluso usando
una Regla de Seleccion basada en escoger primero la caja con el menor valor de F(X), se
obtenian los mismos resultados con el mismo valor de N,,.

3.7 Resumen

En este capitulo se ha demostrado que una buena eleccién de las reglas basicas de los
algoritmos de Ramificacién y Acotacién permite una mejora sustancial en los indicado-
res de la eficiencia. El nuevo parametro pf*(X) se ha mostrado como un buen criterio
para determinar cuanta regién de atraccién hacia un minimo contiene una determinada
subregion de busqueda. Este parametro se ha utilizado para establecer una nueva Regla
de Divisidn adaptativa, que ha aportado una mejora del 60% en tiempo de CPU, del 40%
en el numero de nodos de drbol de busqueda inspeccionados y un 50% en cuanto a los
requerimientos de memoria, para una precisién de € = 1072 en los problemas tratados,
en comparacién con el método de biseccién tradicionalmente utilizado en algoritmos de
Optimizacion Global basados en intervalos. Este pardmetro también se ha utilizado para
establecer una nueva Regla de Seleccion hibrida, que permite alcanzar rapidamente un
buen valor del limite superior del minimo global.

También se ha mejorado la Regla de Eliminacion gracias al nuevo pardmetro pf*(X): en
la primera propuesta, se ha obtenido una mejora del 80%. La segunda propuesta estd mo-
tivada por los grandes requerimientos de memoria que necesitan los problemas a resolver
cuando son dimensionalmente grandes o se necesita mucha precisiéon en los resultados.
La nueva Regla de Eliminacion, junto con una Regla de Seleccion basada en un modelo
hibrido, han permitido resolver un mayor nimero de problemas, con més precisiéon y con
unos requerimientos minimos de memoria.
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Capitulo 4

Algoritmos paralelos de
Optimizaciéon Global basados en
Aritmética de Intervalos y
Ramificacion y Acotacion

En este capitulo se realizara una introduccion a las arquitecturas paralelas y se describirdn
algunas de las caracteristicas méas destacables de los distintos modelos, exponiendo las me-
didas de rendimiento que normalmente se usan para evaluar la eficiencia de los algoritmos
paralelos. Se realizard una introduccion de la metodologia a seguir para paralelizar algorit-
mos secuenciales, donde uno de los problemas que pueden aparecer es el desbalanceo de la
carga computacional asociada a cada uno de los procesadores. En algunos casos, estos pro-
blemas deben ser tratados mediante técnicas de balanceo dindmico de la carga. También
se tendran en cuenta las posibles decisiones a tomar para la implementacién de algoritmos
paralelos de Ramificacién y Acotacién y las anomalias que se pueden encontrar. Poste-
riormente se describirdn, de forma resumida, las implementaciones paralelas de algoritmos
de Optimizacién Global basados en intervalos realizadas por otros autores. Finalmente se
propone un nuevo criterio de balanceo de la carga en algoritmos paralelos de Optimiza-
cién Global basados en intervalos y se presentan los resultados de las implementaciones
paralelas realizadas, mostrando los indicadores de eficiencia de los nuevos algoritmos sobre
problemas de prueba computacionalmente poco costosos.

4.1 Algunas nociones sobre paralelismo

El rendimiento de los computadores convencionales (mono-procesador) se ha incrementado
sustancialmente en poco tiempo, dobldndose la frecuencia del reloj en el procesador cada
18 meses. El aumento de las prestaciones del procesador hace necesario un aumento en el
rendimiento de la Aritmética Computacional y una disminucién de los tiempos de acceso
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a memoria. Con estas mejoras, el nimero de problemas resueltos mediante un computador
convencional es mayor, pero ain existe un gran nimero de problemas computacionalmente
complejos que no pueden ser resueltos por dichos computadores, o cuyo tiempo de resolu-
cién sobre computadores mono-procesador sigue siendo muy alto. Un ejemplo de este tipo
de problemas lo constituyen los algoritmos de Optimizacién Global basados en Aritmética
de Intervalos y Ramificacién y Acotacién, especialmente en aquellos casos en los que se
desea obtener una solucién rigurosa, principalmente cuando las funciones a optimizar son
no diferenciables.

Para intentar resolver un mayor nimero de problemas complejos existen dos tipos de
computadores de alto rendimiento, los computadores vectoriales y los computadores pa-
ralelos [79, 136]. En los computadores vectoriales se obtiene una ganancia en velocidad
mediante el uso de varias cadenas (“pipelines”) de unidades funcionales en la Unidad
Aritmético Légica (ALU) de la Unidad Central de Proceso (CPU). Se entiende por “pi-
peline” el desglosar las operaciones aritméticas, como la obtencién de datos, comparacién
de exponentes, desplazamientos de mantisa, normalizacién etc, y su ejecucion paralela en
diferentes componentes de la ALU, para muchos datos homogéneos (por ejemplo, la suma
de los componentes de dos vectores). Usando computadores vectoriales se pueden obte-
ner ganancias en velocidad considerables para muchos problemas, con las herramientas
adecuadas (compiladores de procesamiento vectorial). En general, estos computadores no
son adecuados para su uso en la resoluciéon de problemas de Optimizacién Global ya que,
generalmente, las funciones a evaluar son no lineales. No obstante, con los computado-
res vectoriales se obtiene una gran eficiencia si se realizan muchas operaciones lineales
(operaciones sobre vectores o matrices).

A partir de aqui se hablara de computadores paralelos y su uso eficiente para la re-
solucién de problemas computacionalmente costosos. Esta seccidon describe algunas de
las nociones fundamentales sobre las arquitecturas paralelas existentes, como evaluar el
rendimiento de los algoritmos paralelos y los modelos de paralelizacién de algoritmos se-
cuenciales.

4.1.1 Clasificacién de las Arquitecturas Paralelas

Un computador paralelo estd compuesto por un niimero de procesadores, p, que colaboran
en la resolucion de un problema. El usuario espera que el tiempo de ejecucion obtenido en
un computador paralelo con p procesadores sea 1/p veces el tiempo de respuesta usando
un solo procesador. Esta aceleracién o ganancia de velocidad ( “speed-up”) no se alcanza
en todos los casos, ya que la administracién de los procesadores, asi como la comunica-
cién entre los mismos, consumen tiempo. Las medidas de rendimiento de los algoritmos
paralelos seran tratadas en el apartado 4.1.2.

Los computadores paralelos se clasifican de acuerdo a diferentes criterios:
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SECUENCIA DE INSTRUCCIONES Y DATOS

La clasificacion de los computadores paralelos a partir de las secuencias de las instrucciones
y de los datos es debida a Flynn [53]. Se diferencian las siguientes clases de computadores:

SISD (Simple Instrucciéon / Simple Dato): Este tipo de computador es el computador
serie estdndar segiin Neumann. Los computadores de este tipo tienen una secuencia
simple de instrucciones que operan sobre una secuencia simple de datos. Sélo se dis-
pone de una CPU. Los algoritmos usados en este tipo de computadores son llamados
algoritmos secuenciales. Una de las mejoras incorporadas en los computadores SISD
es el paralelismo a nivel de instruccién (“pipeline”), lo que permite reducir el nime-
ro de ciclos de reloj necesarios para la ejecucién de un conjunto de instrucciones.
Ejemplos de computadores SISD son los computadores personales o las estaciones
de trabajo (naturalmente con una sola CPU).

SIMD (Simple Instruccién / Multiples Datos): Todos los elementos de proceso del com-
putador paralelo realizan las mismas instrucciones de un solo programa y las ejecutan
sobre diferentes datos de entrada. Sobre un computador paralelo del tipo SIMD con
p = n - m elementos de proceso se pueden sumar dos matrices n X m con una sola
suma en punto flotante por elemento de proceso. Por lo tanto el tiempo total para
realizar la suma de las dos matrices, vendra determinado por el tiempo necesario pa-
ra realizar una suma en punto flotante. Los computadores SIMD tienen normalmente
un gran numero de elementos de proceso, debido a su estructura simple, siendo reco-
nocidos normalmente como sistemas de procesamiento paralelo masivo. Ejemplos de
computadores SIMD son la Connection Machine CM-2 y los MasPar MP-1 y MP-2.

MISD (Multiples Instrucciones / Simple Dato): Existen pocos ejemplos de esta clase de
computadores en la actualidad. Este modelo estd basado en la ejecucion de diferentes
instrucciones (programas) sobre el mismo conjunto de datos. Normalmente se usan
como sistemas tolerantes a fallos, donde debe garantizarse la respuesta del sistema,
o en maquinas de propdsito especial, como por ejemplo, para aplicar varios filtros de
frecuencia a una misma senal.

MIMD (Muiltiples Instrucciones / Multiples Datos): Cada uno de los procesadores del
computador paralelo ejecuta su propio programa y por lo tanto pueden operar, inde-
pendientemente unos de otros, sobre datos diferentes. Una maquina MIMD también
puede programarse para operar como si perteneciese a cualquiera de las otras cate-
gorias. Frecuentemente se usan computadores estidndar (computadores personales o
estaciones de trabajo) como nodos individuales del computador paralelo, haciendo
uso de las nuevas tecnologias del mercado. Un aspecto importante en los compu-
tadores paralelos son las comunicaciones entre los nodos del mismo. La red de in-
terconexion suele ser uno de los componentes mas caros del sistema. Ejemplos de
computadores MIMD son el Intel Paragon, IBM SPx, el Cray T3D.
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BUS

Pl ... P M.L. M

Figura 4.1: Bus de datos (M = memoria; P = Procesador).

TIPO DE ALMACENAMIENTO

Los computadores paralelos se pueden clasificar dependiendo de como esté estructurada
la memoria:

Memoria compartida: Los procesadores del computador paralelo comparten una me-
moria central de almacenamiento que es accesible por todos los procesadores me-
diante una red de interconexién. Pueden aparecer conflictos de acceso a memoria, en
particular, cuando el nimero de procesadores es alto. Asi, por ejemplo, se introducen
retardos si dos procesadores quieren escribir en la misma posicién de memoria. La
red de interconexion entre los procesadores y la memoria puede ser un bus (Figura
4.1). Tanto la memoria principal como el bus tienen un ancho de banda fijo que debe
repartirse entre los distintos procesadores, lo que limita la escalabilidad de este tipo
de sistemas. Para reducir el acceso a memoria principal y mejorar el rendimiento,
se introdujeron memorias caches, locales a cada procesador. Un factor importante
que se debe mantener en los computadores paralelos de memoria compartida es la
coherencia de cache. Para permitir un mayor paralelismo en el acceso a memoria
principal, la memoria principal puede constituirse por un conjunto de médulos a los
que se accede mediante una red de interconexién que enrute las peticiones de los dis-
tintos procesadores hacia los distintos médulos de memoria, como por ejemplo una
red crossbar-switch (Figura 4.3(a)). De esta forma, pueden realizarse varias comu-
nicaciones procesador-memoria en paralelo. Ejemplos de computadores de memoria
compartida son el C.mmp y el NYU Ultracomputer.

Desde el punto de vista del programador, este modelo es el mas simple, debido a que
la comunicacién entre los distintos procesos paralelos se hace implicitamente como
resultado de las operaciones de acceso a memoria.

Memoria distribuida: Muchos de los computadores paralelos de hoy en dia usan memo-
ria distribuida. Cada procesador tiene su propia memoria local, a la cual no pueden
acceder otros procesadores directamente. Las ventajas de este modelo frente al de
memoria compartida son: (i) Cada procesador puede usar todo el ancho de banda
para el acceso a su memoria local. (ii) Es mas escalable; el tamano del sistema s6lo
estd limitado por el tipo de red de interconexién utilizada para conectar los proce-
sadores entre si. (iii) No hay problemas de coherencia de cache. La programacion de
este tipo de sistemas es mds costosa, ya que el intercambio de datos entre procesa-

leo@miro.ualm.es



CAPITULO 4. ALGORITMOS PARALELOS DE OPTIMIZACION GLOBAL BASADOS EN
ARITMETICA DE INTERVALOS Y RAMIFICACION Y ACOTACION 115

dores se hace mediante el paso de mensajes, a través de una red de interconexion.
Las operaciones més utilizadas en el paso de mensajes son enviar y recibir. De una
forma simple, enviar significa crear un mensaje con datos locales y un identificador
del proceso al que se le enviara dicho mensaje. Recibir implica reservar memoria local
para almacenar los datos del mensaje transmitido. El paso de mensajes introduce
ademas dos tipos de sobrecarga: el producido por el tiempo necesario para construir
un mensaje y enviarlo, y el debido a que el proceso receptor debe interrumpir su
ejecucion para tratar el mensaje recibido. En este modelo, los programadores de-
ben tener en cuenta dénde se almacenan los datos, lo que introduce el concepto de
localidad, en el disenio de algoritmos paralelos.

Un computador paralelo de memoria distribuida puede estar compuesto por pro-
cesadores heterogéneos, que difieran en su velocidad de proceso (y en la velocidad
de las comunicaciones), y programarse mediante librerias de paso de mensajes (por
ejemplo PVM [60] o MPI [169]). Un ejemplo de este tipo de organizacién, parecida
a la que se ha usado en la implementacién de los algoritmos paralelos disenados en
este trabajo, consta de conjunto de estaciones de trabajo con una red de intercone-
xi6n Ethernet o Fast-Ethernet. Su principal desventaja es la baja velocidad de la red
de interconexion, comparada con la velocidad de cédlculo de los procesadores [117].
La principal diferencia entre un conjunto, o cluster, de estaciones de trabajo y los
computadores paralelos, como por ejemplo el SP2 de IBM, es que los dltimos estan
provistos una red de interconexién mucho més rapida. En estos ultimos también se
pueden usar las rutinas de paso de mensaje de las librerias PVM o MPI, con lo que
se consigue una alta portabilidad para este tipo de programas paralelos. Ejemplos
de computadores paralelos con memoria distribuida son la Connection Machine 5
(CM5), el Computing Surface 2 de Meiko (CS2), Paragon de Intel con i860, NCube
y otros.

Memoria Compartida-Distribuida: En este modelo la memoria esta distribuida fisi-
camente en cada uno de los procesadores, pero existe un soporte hardware para
permitir un espacio de direcciones globales, e incluso para la gestiéon de la cohe-
rencia entre las caches locales de cada nodo. Esta filosofia auna la sencillez de la
programacién de un modelo de memoria compartida y la escalabilidad que propor-
cionan los sistemas de memoria distribuida. Los computadores paralelos con memoria
compartida-distribuida se pueden organizar en dos grandes bloques:

Computadores NUMA (Non Uniform Memory Access): Con espacio de direccio-
nes fisico estatico, entre las que encontramos arquitecturas sin coherencia de
cache, como el Cray T3D con procesadores DEC-Alpha 21064, con coherencia
parcial de cache, como el Cray T3E con el mismo procesador, o con coherencia
de cache CC-NUMA (Cache Coherent Non Uniform memory Access) como el
Origin 2000 de SGI, con procesadores R10000.

Computadores COMA (Cache Only Memory Architecture): Con espacio de di-

leo@miro.ualm.es



116 4.1. ALGUNAS NOCIONES SOBRE PARALELISMO

recciones fisico dindmico, donde la memorias distribuidas son convertidas en
caches. En este caso particular de computadores NUMA no hay jerarquia de me-
moria en cada procesador. Esto ocurre en la KSR-1 de Kendall Square Research
y en la arquitectura I-ACOMA propuesta por investigadores de la Universidad
de Illinois [178].

Simular un computador de paso de mensajes con p procesadores, sobre uno de memoria
compartida con el mismo numero de procesadores es facil, ya que sélo hay que dividir el
espacio de memoria compartida entre los p procesadores. Un procesador envia un mensaje
a otro escribiendo en la particion de memoria del otro procesador. Sin embargo, emular
un computador de memoria compartida sobre uno de paso de mensajes es costoso, ya que
acceder a la memoria de otro procesador requiere enviar y recibir mensajes.

TOPOLOGIA: RED DE INTERCONEXION

El factor méas importante a tener en cuenta en el diseno de sistemas paralelos es el conjunto
de enlaces que utilizan los procesadores, las memorias y dispositivos de Entrada/Salida
para comunicarse. Estos enlaces definen la red de interconexion o topologia de una maqui-
na, de la cual dependerd cémo los procesadores intercambian datos y a qué coste. Tanto a
nivel fisico como 1égico, el aumento del nimero de procesadores del sistema, debe ir acom-
panado de un grafo de interconexién que permita transmisiones de datos entre ellos, en un
tiempo razonable [150]. En estas condiciones, normalmente es necesario que los algoritmos
paralelos se adapten a la topologia de la maquina donde se va a realizar la ejecucién. Sin
embargo, la tendencia actual lleva hacia sistemas que tratan de realizar una simulacién
eficiente de cualquier tipo de red.

Matematicamente una red de interconexién se puede ver como un modelo de grafo
G=(V,A) dirigido o no: los elementos a comunicar estan localizados en los vértices (nodos)
del grafo recursivo, potencialmente infinito, y se comunican a través de los arcos (aristas).
El uso préactico de estas estructuras estd limitado, tanto por restricciones de cableado,
como por principios de diseno y fabricaciéon. Para tener una medida de la efectividad de
las redes en la implementacién de algoritmos paralelos eficientes sobre el hardware real se
han introducido las siguientes definiciones:

Grado : Numero de aristas por nodo. Dos nodos son vecinos si existe una arista que los
conecta. El grado de un nodo estd definido por el niimero de vecinos que tiene. Para
obtener un sistema escalable, es mejor si el nimero de aristas por vértice es una
constante independiente del ntimero de nodos.

Diametro : El didmetro de una red es la distancia mas larga entre dos nodos cualesquiera.
Los didmetros bajos, al menos logaritmicos con respecto al nimero de procesado-
res, son mejores, ya que la complejidad de los algoritmos paralelos que requieren
comunicaciones entre pares de vértices arbitrarios, es menor.
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Figura 4.2: Topologias de redes estandar en computadores paralelos.

Ancho : Es el minimo ntmero de aristas que deben ser eliminadas con el fin de dividir la
red en dos mitades (ancho de biseccién). Son mejores las redes con un ancho grande,
ya que permite mayores alternativas de enrutado.

En los ejemplos siguientes, los enlaces entre nodos son punto a punto, es decir, no son
buses que se comparten entre varios nodos, como el mostrado en la Figura 4.1.

Algunas de la topologias estaticas mas utilizadas son las representadas en la Figura
4.2, que serdn descritas brevemente a continuacién:
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Malla : En una malla rectangular de n x n procesadores (se establece cuadrada por
simplicidad), los nodos estdn organizados en un plano (generalizando hiperplanos de
dimensién ¢). Cada nodo (7, ) se comunica con los nodos (1 +1,5) e (i,7 £ 1). El
grado de cada vértice es cuatro, constante para cualquier niimero de procesadores,
el didmetro es igual a 2(n — 1) y el ancho es igual a n. Este tipo de red ha sido
utilizado en computadores como el Maspar MP-1 y en el Intel Paragon XP/S.

Anillo : En un anillo de procesadores, cada nodo (7) tiene como vecinos a ((i4+1) mod n)
e ((t—1) mod n). Tiene un grado de 2, un didmetro de n/2 y un ancho de 2. No ha
sido utilizada como organizacién en ningin tipo de maquina paralela de propdsito
general. Sin embargo es muy adecuada en los cédigos de cadena de montaje (pipeline)
con realimentacion.

Arbol binario : La topologia de drbol binario de nivel k utiliza 2¥*! — 1 procesadores
formando, como su nombre indica, un drbol binario. Cada nodo interior puede co-
municarse con sus dos hijos y cada nodo distinto del raiz lo puede hacer con su
padre. Su didmetro es 2(k — 1) pero su ancho, igual a 1, es muy bajo. Al igual que la
topologia en anillo, debido a su pequena biseccién, suelen ocurrir cuellos de botella
y no es usado como organizacién general.

Hipercubo : Esta topologia consta de 2¥ procesadores formando un hipercubo de di-
mensién k. Si se denotan los nodos con los indices 0,1, ..., 2% — 1, dos vértices son
adyacentes, si sus etiquetas difieren exactamente en un unico bit. El didmetro de un
hipercubo k-dimensional es k y su ancho 2¥~!. Este tipo de configuracién tiene un
didmetro bajo y un ancho grande. Sus buenos resultados quedan desvirtuados por
su grado no constante k, que limita su escalabilidad. Esta deficiencia se ha intentado
soslayar con topologias de hipercubos conectados en ciclos, en los que en cada vértice
se sitda un anillo de procesadores. Se ha usado como topologia de propdsito general,
cuando el niamero de procesadores se encuentra dentro de unos limites, como por
ejemplo en la Connection Machine CM-200.

De Brujin : Una red de Brujin est4 formada por 2¥ nodos. Si cada nodo se identifica por
su representacion binaria bg_1bg_o...b1by, los dos nodos alcanzables directamente
mediante arcos (aristas dirigidas) tienen las direcciones siguientes: by _o...b1bg,0 y
bp_o...b1bg, 1. Esta es la red que mejor comportamiento muestra con un grado de
2, y por lo tanto un factor constante en el niimero de enlaces, un diametro k y una
biseccién 2¥ /k. Los procesadores del Triton/1, un procesador paralelo desarrollado
en la Universidad de Karlsruhe, estan conectados mediante este tipo de organizacion
[75].

Los dos ultimos ejemplos de redes de interconexién, que se van a describir en esta
seccién, son ejemplos de redes de interconexién que pueden reconfigurarse dindimicamente.
Este tipo de redes, basadas en conmutadores de enlaces, se han usado tradicionalmente
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Figura 4.3: (a) Crossbar switch. (b) Red Butterfly.

para conectar procesadores con médulos de memoria, pero también se usan para conectar
procesadores entre si [11]. Los conmutadores se configuran dindmicamente para poder
conectar los nodos emisor y receptor. De esta forma, la informacién se comunica del nodo
emisor al receptor, a través de uno o mas conmutadores, pudiendo realizar al mismo tiempo
varias de estas comunicaciones:

Crossbar switch : Un ejemplo se muestra en la Figura 4.3(a). En este ejemplo, el cross-
bar se configura dindmicamente para conectar un procesador con una memoria. Si
cada procesador se quiere conectar con una memoria diferente, entonces no existen
conflictos de acceso a memoria. Si dos procesadores quieren acceder a la misma me-
moria, uno debe bloquearse hasta que el crossbar se reconfigure. Un crossbar tiene
un didmetro corto, pero una escalabilidad muy pobre. Por ejemplo, para p proce-
sadores y p memorias se necesitan p? conmutadores. Para afiadir otro procesador y
otra memoria se necesitan anadir 2p — 1 conmutadores. Ejemplos de computadores
paralelos que usan un crossbar switch son el Cray Y-MP y el Fujitsu VPP 500.

Red Bayan : Es una red multietapa de conmutadores, que tiene el mismo nimero de
entradas y de salidas, con conmutadores de m x m. Ejemplos de redes Bayan son las
redes Omega y las redes Butterfly, ambas con conmutadores de 2 x 2. Un ejemplo de
una red Butterfly se muestra en la Figura 4.3(b). El didmetro de una red Butterfly
de k entradas es logy, k y se necesitan O(k - log, k) conmutadores, por lo que en este
tipo de redes, aumentar el nimero de entradas y de salidas es menos costoso que en
una red basada en un crossbar switch, pero el nimero de conexiones que se pueden
realizar en paralelo es menor. Un ejemplo de computador paralelo basado en una red
Butterfly es el BBN Butterfly.

Una descripciéon mas general de los distintos tipos de redes de interconexién y su modo
de funcionamiento puede encontrarse en [44].
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4.1.2 Medidas de rendimiento de algoritmos paralelos

El uso de un computador paralelo para la resolucién de un problema numérico sélo tiene
sentido, si el tiempo total de resolucién del problema en el computador paralelo se redu-
ce significativamente, en comparacién con el tiempo requerido para su resolucién en un
computador secuencial. Seria deseable que el tiempo secuencial del algoritmo se reduzca
alrededor de un factor p, si se usan p procesadores para resolverlo en paralelo. Una medida
para obtener la aceleracién producida por el algoritmo paralelo, frente al secuencial, se
denota por la ganancia de velocidad o “speed-up”, que se define como:

Definicién 4.1.1 Se define la ganancia de velocidad o “speed-up”S(p) como la relacion
entre el tiempo total de resolucion del algoritmo en un computador secuencial, tsec, ¥
el tiempo total requerido para resolverlo en un computador paralelo con p procesadores,

tpar (p):

Si se calcula la relacién entre la ganancia en velocidad obtenida y el ntimero de proce-
sadores, se obtiene la eficiencia del algoritmo:

Definicién 4.1.2 La eficiencia E(p) representa la ganancia de velocidad por procesador:

S(p)

E(p) = 7

Comentarios:

1. Para el cédlculo de la ganancia en velocidad debe usarse el mejor algoritmo serie
conocido, por lo tanto, aquel que necesita un menor ts... Frecuentemente, el mejor
algoritmo serie no es inico, o el mejor algoritmo serie no se ha implementado todavia,
por lo que su medida no es posible. Una técnica de uso comun es la de usar, como
algoritmo serie, el algoritmo paralelo sobre un solo procesador.

2. Generalmente se cumple que 1 < S(p) < p. En algunos casos se consigue una ga-
nancia de velocidad superlineal con S(p) > p. Para el problema de Ramificacién y
Acotacién que tratamos en esta tesis, esto puede deberse a que en el algoritmo serie
se examinan mds subproblemas que en el algoritmo paralelo, lo que nos hace pensar
que el algoritmo serie puede ser mejorado. Otra de las causas por las que es posible
obtener un speed-up superlineal se debe a que en la mayoria de los computadores
paralelos cada procesador tiene una pequenia memoria (cache) rdpida y una canti-
dad mayor de memoria mas lenta. Cuando un problema se ejecuta sobre un nimero
grande de procesadores, muchos de sus datos se encuentran en la memoria cache,
por lo que se reduce el nimero de fallos de cache, decreciendo asi el tiempo necesario
de acceso a los datos.
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3. La caracterizacion exacta de un algoritmo paralelo eficiente no es ficil. Muchos facto-
res pueden contribuir a limitar la ganancia de la velocidad. Un pardmetro importante
es el tamano del problema de entrada, ya que si no hay bastante carga computacio-
nal para el nimero de procesadores disponibles, la ganancia de velocidad sera baja.
Otro factor importante, determinado por la cantidad de cddigo secuencial en los
algoritmos paralelos, se describe en la Ley de Amdahl [3]:

Definicion 4.1.3 La Ley de Amdahl establece que la parte de cédigo intrinsecamente
secuencial limita la ganancia en velocidad de un algoritmo paralelo. Sea s la fraccion
de operaciones de un algoritmo paralelo que deben realizarse de forma secuencial
(0 < s<1). La Ley de Amdahl establece que la mdzima ganancia en velocidad Sy, (p)
que se puede conseguir mediante un modelo paralelo de p procesadores ejecutando
dicho algoritmo es:

Es decir, para un problema de tamano fijo, cada algoritmo paralelo es ineficiente
asintéticamente con el nimero de procesadores.

Otra causa del aumento del tiempo de ejecucion provocado por el codigo secuencial
es la debida al retardo que se produce en la activacién de los deméds procesadores,
cuando acaba el c6digo secuencial. Este fendmeno se conoce con el nombre de efecto
drbol.

4.1.3 Paralelizacién de algoritmos serie

Cuando se aborda el problema de la paralelizacién o implementacién paralela de un algo-
ritmo, en algunas ocasiones, el algoritmo paralelo, o la mejor solucién paralela, puede ser
muy diferente de la sugerida por el algoritmo serie. Para el diseno de algoritmos paralelos
puede seguirse una metodologia que divide la fase de disefo en cuatro etapas [54]:

Particion: La computacién a realizar y los datos necesarios para esta computacién se
dividen en diversas tareas. Las diferentes estrategias a seguir pueden ser:

Descomposicién de Datos : Primero se descomponen los datos y después se les
asocia la computacién necesaria.

Descomposiciéon Funcional : Primero se descompone la computacion en diferen-
tes tareas, estableciéndose los datos que cada tarea tiene asociados.

En esta etapa se ignoran aspectos practicos, tal como el ntimero de procesadores
en la arquitectura final, centrando la atencién en reconocer las partes paralelas del
algoritmo.
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Comunicacién: Se determinan las comunicaciones necesarias para coordinar la ejecu-
cién de las distintas tareas, definiendo estructuras y algoritmos de comunicacién
adecuados. Distintas opciones de los tipos de comunicaciones a realizar son:

Local/Global: En las comunicaciones locales, cada tarea se comunica con un con-
junto pequeno de otras tareas. Las comunicaciones globales implican que cada
tarea se comunique con otras muchas o con todas las demas.

Estructurada/ No Estructurada: En las comunicaciones estructuradas, una ta-
rea y sus vecinas forman una estructura regular, como un arbol o una malla.
En las comunicaciones no estructuradas la representacién de las comunicaciones
puede ser un grafo arbitrario.

Estaticas/Dindmicas: Las comunicaciones son estdticas cuando las tareas que in-
tervienen en una comunicaciéon no cambian durante el tiempo de ejecucién. Las
tareas que deben comunicarse entre si mediante estructuras de comunicacién
dindmicas, se determinan por los datos computados en tiempo de ejecucién y
pueden ser muy variables.

Sincronas/Asincronas: En las comunicaciones sincronas, los productores (tareas
que generan datos) y consumidores (tareas que utilizan los datos generados
por los productores) se ejecutan de una forma coordinada, esperdndose unos
a otros para intercambiar datos. En las comunicaciones asincronas no existe
una coordinacién entre productor y consumidor, ya que los productores no
pueden determinar cuando los consumidores pueden requerir datos, por lo que
los consumidores tienen que pedir datos explicitamente a los productores.

Aglomeracion: Las tareas y las estructuras de comunicacion, definidas en las dos pri-
meras etapas del diseno, se evalian respecto a los requerimientos de funcionamiento
y costes de la implementacion en una arquitectura particular. Si es necesario las
tareas pueden combinarse en tareas mayores para mejorar el rendimiento o reducir
costes de desarrollo. También hay que determinar si merece la pena tener datos y/o
computacion replicados. El nimero de tareas obtenido en esta fase, aunque reducido,
debe ser suficiente para el nimero de procesadores a utilizar.

Proyeccion: Cada tarea se asigna a un procesador intentando maximizar el uso del pro-
cesador y minimizar los costes de comunicacién. La proyecciéon puede especificarse
estaticamente o determinarse en tiempo de ejecucién, mediante estrategias de ba-
lanceo dindmico de la carga. En computadores de memoria distribuida que usan
paso de mensajes, las tareas que se comunican frecuentemente se sitian en proce-
sadores cercanos, o incluso en el mismo procesador. Por otro lado, las tareas que
pueden ejecutarse en paralelo deben situarse en distintos procesadores para explotar
su paralelismo. Ambas decisiones, en algunas ocasiones, entran en conflicto.

En la realizacién de un algoritmo paralelo a partir de uno serie se pueden usar dos
alternativas:
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Paralelismo implicito

Este tipo de paralelismo es mas facil para el programador, porque se deja al compilador que
realice la mayor parte de la paralelizacion. De esta forma, los programas existentes pueden
paralelizarse casi sin ser cambiados. Existen lenguajes de programacién y compiladores
que permiten realizar un paralelismo implicito como es el caso del HPF (High Perfor-
mance FORTRAN). Estos extienden los lenguajes de programacién tradicionales, como el
FORTRAN 90, con sentencias paralelas (por ejemplo con el comando FORALL). Desafor-
tunadamente, la conversiéon automaética de programas secuenciales, a versiones paralelas
eficientes, es muy dificil porque el compilador debe analizar y comprender las dependencias
entre las distintas partes del cddigo secuencial, para asegurar una proyeccién eficiente en
el computador paralelo. El compilador debe dividir el programa secuencial y analizar las
dependencias entre las distintas partes. El andlisis de dependencias es complicado debi-
do a las estructuras de control como bucles, sentencias de salto condicional y llamadas a
subrutinas, ademds de que normalmente existen muchas formas de escribir un programa
secuencial, para una determinada aplicacién. Por estos motivos, en la mayoria de los casos,
la intervencién del programador es necesaria.

Paralelismo explicito

En el modelo de paralelismo explicito, es el programador el encargado de determinar
las opciones concretas en cada una de las etapas del diseno de algoritmos paralelos. Un
escenario comun estd compuesto por computadores paralelos formados por nodos que
son procesadores que se usan en estaciones de trabajo de altas prestaciones, o incluso las
propias estaciones, conectadas mediante una red de comunicacién rapida. Ejemplo de estos
computadores son el SP2 de IBM con nodos RS/6000 o el Cray T3E con nodos basados
en los Alpha de DEC. El ntimero medio de nodos estd entre 10 y 100. En este tipo de
computadores, las comunicaciones entre nodos se realizan normalmente mediante el uso de
paso de mensajes. En cuanto a los algoritmos, éstos se caracterizan por usar normalmente
una descomposiciéon de datos, donde se realiza una mezcla de grandes fases de célculo,
con posibles intercambios de datos entre procesadores, y en algunas ocasiones, fases de
balanceo de la carga.

4.1.4 Balanceo de la carga

El objetivo de un programa paralelo es realizar una buena divisién del problema, para
balancear la carga computacional entre los procesadores y minimizar la necesidad de co-
municacién entre procesos. Normalmente las técnicas de balanceo de la carga han sido
propuestas para su uso en algoritmos paralelos basados en la descomposicién de datos que
se ejecutan sobre computadores de memoria distribuida. Esta descomposicion de datos
puede realizarse de dos formas:
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Balanceo estatico de la carga: Podemos hablar de una distribucién de la carga estati-
ca, si la carga computacional del problema se puede conocer antes de resolverlo.
La soluciéon mas simple es la de dividir el problema en p subproblemas que tengan
aproximadamente la misma carga computacional, resolviendo cada uno de estos sub-
problemas en cada procesador, intentando también minimizar las comunicaciones.
La principal ventaja del balanceo estatico de la carga es que no produce ninguna
sobrecarga computacional en tiempo de ejecucién.

Balanceo dinamico de la carga: Se aplica a problemas donde la carga computacional
se crea y/o se destruye dindmicamente, durante la ejecucién del algoritmo parale-
lo. Hay que intentar balancear la carga, es decir, que la carga computacional de los
subproblemas tratados en cada procesador sea aproximadamente igual, evitando que
haya procesadores ociosos o en espera de trabajo, mientras otros tienen mucho tra-
bajo por realizar. Para resolver este tipo de problemas se usan estrategias dinamicas
de distribucién de la carga computacional. Estas estrategias producen un incremento
de la carga computacional del programa paralelo en tiempo de computacion. Por este
motivo, hay que establecer un compromiso entre un balanceo 6ptimo de la carga y
la sobrecarga producida por el balanceo.

Generalmente los algoritmos de balanceo dindmico de la carga consisten en cuatro
componentes:

Medida de la carga: La carga computacional se cuantifica normalmente mediante
un indice positivo, que toma el valor cero cuando un procesador estd ocioso, e
incrementa su valor, cuando se incrementa la carga computacional. Este indice
es una estimacién de la carga computacional y se basa en algunos pardmetros
medibles, como la cantidad y el tamano de las operaciones a realizar. Debido
a que la medida de la carga se hace frecuentemente, su cdlculo debe ser muy
eficiente, por lo que normalmente se usan heuristicas para su estimacion.

Los problemas tratados en esta tesis estdn basados en algoritmos de Ramifi-
cacion y Acotacién, que tienen como principal inconveniente, la necesidad de
realizar un balanceo dindmico de la carga. Para estos algoritmos, la carga de
un procesador se define mediante una funcién de carga, ¢, que depende del
nimero de subproblemas locales y de la calidad de los mismos. Si se denota por
p; al procesador 7 y se usa como estimador de la calidad de una subregién de
busqueda, X?, i =1,--- ,k, el valor de F(X"), entonces algunas de las posibles
funciones de la carga asociada al procesador p; pueden ser:

c(pi) = k (4.1)

c(p) = min {P(X')} (42)
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c(pi) = ) (JF = E(X7))? (4.3)

K
clpr) =Y el TEXD (4.4)

Intercambio de informacién: Para tomar decisiones sobre la necesidad de balan-
ceo, un procesador tiene que conocer la carga de los demds procesadores. Este
intercambio de informacién puede hacerse de forma centralizada o distribuida.
En la versién distribuida, cada procesador debe tener informacién de la carga
de los procesadores vecinos, si se establece una estrategia local, o una informa-
cién de todos los procesadores, si se usa una estrategia global. Normalmente la
estrategia global es impracticable para sistemas con un gran ntmero de pro-
cesadores. En el modelo centralizado un procesador estd dedicado a recoger y
mantener la informacién de la carga del sistema. Normalmente este procesador
tiene la responsabilidad de tomar las decisiones para balancear la carga en los
otros procesadores. Las estrategias centralizadas obtienen un buen rendimiento
en sistemas de pequena escala. En sistemas de una escala mayor, el procesador
dedicado al balanceo de la carga suele ser un cuello de botella para las comuni-
caciones. Para remediar este problema se han propuesto estructuras jerarquicas
de este tipo de procesadores dedicados.

Hay que establecer un compromiso entre tener un valor actualizado de la carga
de los demas procesadores y reducir el nimero de comunicaciones. Las estrate-
gias mas utilizadas son las siguientes:

Por demanda : Un procesador pregunta a los demdas sobre su carga antes de
iniciar una operacién de balanceo.

Periédicamente : Los procesos se intercambian periédicamente informacion
sobre su carga.

Por cambio de carga : Cuando el estado de la carga de un procesador cambia
un cierto grado, el procesador comunica el cambio a los demas.

Ademsds de la informacion de la carga actual, se pueden realizar nuevos balan-
ceos de la carga a partir de los resultados de operaciones de balanceo previas.
También existen algoritmos que distribuyen la carga de forma aleatoria, en
tiempo de ejecucién, sin ningin tipo de informacién sobre la carga del sistema.

Regla de inicializacion: Indica cudndo debe inicializarse una operacién de balan-
ceo. En esta decision se debe sopesar la ventaja de inicializar el balanceo, frente
a la sobrecarga computacional que éste conlleva. Este tipo de decisiones suelen
ser heuristicas, debido a que se basan en el dltimo valor conocido de la car-
ga computacional de los demds procesadores, que normalmente es impreciso.
El balanceo de la carga puede inicializarse por un procesador con mucha car-
ga computacional (inicializada por emisor), por un procesador con poca carga
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computacional (inicializada por receptor) o periédicamente. En las versiones
inicializadas por emisor y receptor hay que establecer unos umbrales maximos
y minimos de la carga computacional, a partir de los cuales debe inicializarse la
operacion de balanceo. Estos umbrales dependeran de la estrategia establecida
para el intercambio de informacién sobre la carga computacional.

Operacién de balanceo: La operacién de balanceo estd definida por la siguientes
reglas:

Regla de localizacién: Determina el conjunto de procesadores que van a in-
tervenir en el balanceo de la carga, definiendo de esta forma el dominio de
balanceo.

Regla de distribuciéon: Determina cémo distribuir la carga en el dominio de
balanceo.

Regla de seleccién: Determina qué trabajos forman la carga que se va a dis-
tribuir.

Ejemplos concretos de algoritmos de balanceo estatico y dindmico de la carga pueden
encontrarse en [110, 186].

4.2 Algoritmos de Ramificacion y Acotacion paralelos

Los algoritmos de Ramificacién y Acotacién (Branch and Bound) se utilizan para encon-
trar soluciones 6ptimas mediante la generacién de arboles de bisqueda, donde a menudo,
una busqueda exhaustiva en todo el arbol es impracticable. Estdn basados en una des-
composicién sucesiva del problema original en subproblemas mas pequenos y disjuntos,
hasta encontrar la solucién éptima, evitando visitar algunos subproblemas en los cuales
se sabe que no se encuentra dicha solucién. El procesamiento paralelo ha sido considerado
ampliamente como una fuente adicional de mejora en la eficiencia de la bisqueda, ya que
los problemas que se generan durante la ejecucién de los algoritmos de Ramificacion y
Acotacién son disjuntos y se pueden resolver simultanea e independientemente, pudiéndo-
se usar un conjunto de procesadores para resolver concurrentemente varios subproblemas
en cada iteracion.

Los algoritmos de Ramificacion y Acotacion difieren de otras aplicaciones de la Ciencia
y la Ingenieria en que:

e Los conjuntos de datos son irregulares y de distinto tamaino.
e La carga de trabajo generada no es uniforme.
e En algoritmos paralelos de Ramificacion y Acotacion el trabajo realizado puede de-

pender del nimero de procesadores que se usen.

Por estos motivos la programacién se convierte en un trabajo preciso en el que hay
que tener en cuenta las siguientes posibilidades:
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Sobrecarga de la busqueda: Los algoritmos de bisqueda paralelos tienen sobrecargas
debido a diferentes motivos. Estas incluyen sobrecargas en las comunicaciones y
tiempos ociosos debido a desbalanceo de la carga y a conflictos de acceso a memoria,
si se usan estructuras de datos compartidas. Asi, si las implementaciones paralelas
y secuenciales del algoritmo realizan la misma cantidad de trabajo, es normal que
la ganancia en velocidad para p procesadores S(p) < p. Sin embargo, la cantidad de
trabajo realizada en la implementacién paralela a menudo difiere de la realizada por
la version secuencial, principalmente, porque se exploran diferentes partes del drbol
de busqueda T'.

Definicion 4.2.1 Sea W el trabajo realizado por el algoritmo de bisqueda secuencial
y Wy el realizado por la version paralela con p procesadores. Se define el factor
de sobrecarga de la biusqueda del sistema paralelo como la relacion entre el trabajo
realizado por la version paralela y la secuencial, o W,/W [65].

Asi, el limite superior de S(p) viene dado por p- W/W,. En la préctica, la ganancia
de velocidad puede ser menor, debido a otras sobrecargas de la paralelizacién. En
la mayoria de los algoritmos de busqueda paralelos el factor de sobrecarga de la
bisqueda es mayor de uno. Sin embargo, en algunos casos es menor que uno, dando
lugar a ganancias de velocidad superlineales. Si el factor de sobrecarga es menor
que uno, en media, entonces el algoritmo serie no es el més rapido para resolver el
problema.

Decisiéon entre comunicaciéon y computacién: En los algoritmos de Ramificaciéon y
Acotacién paralelos hay que tomar la decisién clasica entre comunicacién y compu-
tacién. Como se mencioné anteriormente la sobrecarga de la busqueda para muchos
algoritmos es mayor que uno, lo que implica que la implementacién paralela realiza
méas trabajo que la secuencial. Se puede reducir la sobrecarga de la bisqueda para
estas implementaciones a costa de incrementar las comunicaciones y viceversa. Por
ejemplo, si la regiéon de busqueda se divide estdticamente entre los procesadores y
estos realizan una busqueda independiente, por lo tanto sin comunicaciones, estos
realizaran en conjunto una busqueda mayor que en la versién secuencial del algo-
ritmo. Esta sobrecarga de lo busqueda puede reducirse, en mayor o menor medida,
dependiendo de las comunicaciones realizadas entre procesadores. Si en los algorit-
mos de Ramificacién y Acotacion paralelos, los procesadores se dedican a buscar en
distintas ramas de T', un pardmetro importante a comunicar es la mejora encontrada
en el limite superior de la solucién, f*. Este intercambio de informacién permitira a
mas procesadores hacer uso de la Regla de Eliminacion y reducir asi la sobrecarga
de la busqueda, pero aumentando la sobrecarga de las comunicaciones.

Escalabilidad y algoritmos escalables: La ganancia de velocidad no se incrementa
linealmente con el niimero de procesadores si se usa la version paralela para resolver
un problema de tamano fijo. En estos casos, la linea de ganancia de velocidad tiende
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a saturarse. Este fendmeno es cierto para todos los sistemas paralelos y es descrito
mediante la Ley de Amdahl (Definicién 4.1.3, pigina 121).

Para muchos algoritmos paralelos, si se incrementa el tamano del problema, W, con
un numero fijo de procesadores, p, entonces la eficiencia se incrementa, aproximando-
se a uno, porque la sobrecarga total del proceso paralelo crece menos que W. Para
estos algoritmos paralelos la eficiencia puede mantenerse a un determinado valor (en-
tre 0 y 1) con el incremento del nimero de procesadores, si el tamano del problema
también se incrementa. Estos algoritmos son calificados como escalables en [65]. El
porcentaje en el que el tamano del problema debe crecer, con respecto al ntimero de
procesadores, para mantener la Eficiencia fija, determina el grado de escalabilidad de
los algoritmos paralelos y estd determinado por la funcion de isoeficiencia [93, 94].

Como el reparto del trabajo entre los procesadores es una parte importante del algo-
ritmo de Ramificacién y Acotacién paralelo, el modo de almacenamiento de la estructura
de datos D, que contiene los subproblemas activos, es un pardametro a considerar. Otro
parametro a determinar es cudndo se accede a la estructura de datos D. Este acceso puede
hacerse en momentos arbitrarios durante la ejecucion, o los procesadores deben esperarse
unos a otros, es decir, el algoritmo puede ser sincrono o asincrono. La taxonomia presentada
en [32] estd basada en estos pardmetros. En [39] se consideran otros pardmetros adicio-
nales, como la unidad de trabajo y la posibilidad de interrumpir un procesador durante
su ejecucién. A continuacién se hace una descripcién mas detallada de estos pardmetros,
siguiendo las referencias anteriormente mencionadas.

Memoria compartida versus distribuida: Hay que establecer cémo se almacenan los
subproblemas activos. Los extremos de la posible elecciéon son el modelo de memoria
compartida, denominado SDOM (Shared Data-Object Model) en [32] y el modelo
de memoria distribuida, denominado DDM (Distributed Data Model) por los mis-
mos autores. Este pardametro estd estrechamente relacionado con la eleccion de una
arquitectura particular (Seccién 4.1.1, pagina 114).

e En el modelo distribuido, cada procesador mantiene su propia estructura de
datos local D;. Los procesadores se comunican mediante intercambios de sub-
problemas entre las estructuras de datos locales, que se organizan como listas
ordenadas de problemas. Cuando se selecciona un nodo del subdrbol de bisque-
da local, éste se obtiene de la estructura de datos local D; y los generados a
partir de él son almacenados en D;. La simplicidad de este modelo puede dar
lugar a pensar que los algoritmos paralelos de Ramificacién y Acotacién son, en
este caso, sencillos: cada procesador realiza una bisqueda secuencial en partes
diferentes y disjuntas del drbol de bisqueda 7T'. Sin embargo, no se conoce de
antemano la estructura de 7', y como los problemas son generados y selecciona-
dos de un modo no predecible, en los algoritmos de Ramificacién y Acotacién
paralelos aparecen irregularidades durante la bisqueda. Es probable que el al-
goritmo distribuido produzca una sobrecarga en la bisqueda, si se compara con
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el algoritmo secuencial, ya que una regiéon de 7', que no se considere en el caso
secuencial, puede ser asignada a un procesador para su evaluacién. Ademds,
un procesador puede quedarse sin trabajo al quedarse su estructura de datos
local vacia. Las medidas a tomar para evitar estos problemas estan basadas en
técnicas de balanceo dindmico de la carga (véase la Seccién 4.1.4), donde la
carga computacional debe redistribuirse de forma equitativa entre los procesa-
dores. Esta carga computacional puede definirse de varias formas, pero siempre
teniendo en cuenta los subproblemas almacenados en las estructuras de datos
locales, D;. Varios experimentos han mostrado que este balanceo de la carga de-
be basarse en una funcién heuristica h (Seccién 1.5.1, pagina 27), de forma que
se tenga en cuenta la calidad o coste de los subproblemas [1, 4, 61, 87, 93, 109].

e En el modelo de memoria compartida existe una sola estructura de datos D,
que contiene el conjunto de nodos activos de T', almacenados como una lista
ordenada de problemas. En este caso no se tiene en cuenta la estructura del
arbol de busqueda, evitando asi los problemas inherentes a la irregularidad
del mismo. Los procesadores deben comunicarse a través de la estructura de
datos global, D [104]. En todo momento los procesadores mantienen D en un
estado consistente con todos los subproblemas activos. La ventaja es clara:
como D contiene todos los subproblemas a resolver, los procesadores pueden
trabajar sobre los subproblemas mas prometedores. De este modo se realiza
un balanceo de la carga cualitativo y cuantitativo. La desventaja es que los
procesadores tienen que realizar accesos frecuentes a la estructura de datos D,
que se encuentra en la memoria compartida. El acceso a esta estructura de
datos se convierte en un cuello de botella, cuando el niimero de procesadores
es suficientemente grande.

Por lo anteriormente mencionado, los algoritmos de bisqueda tienen como estructura
de almacenamiento logica las estructuras de datos globales. Estas se usan normal-
mente en maquinas de memoria compartida. Implementaciones directas de estas
técnicas de busqueda en computadores basados en paso de mensajes, dan a menu-
do como resultado un aumento de los costes de comunicaciéon para acceder a las
estructuras de datos compartidas. Para reducir las comunicaciones pueden usarse
estructuras de datos distribuidas, pero estas estructuras pueden producir un incre-
mento en la sobrecarga de la busqueda. Los computadores de memoria compartida no
son muy escalables, particularmente si todos los procesadores tienen la misma acce-
sibilidad a toda la memoria global. Por este motivo, la mayoria de los computadores
de memoria compartida estan basados en una arquitectura de memoria distribuida,
con hardware especial para soportar un direccionamiento global, como por ejem-
plo el Cray T3D [33]. Aunque el acceso a las memorias remotas estd soportado por
hardware, su coste excede el coste de un acceso a memoria local en dos ordenes de
magnitud, por lo que, incluso en estos sistemas, las estructuras de datos necesarias
para computadores basados en paso de mensajes son utiles.
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Los dos modelos SDOM y DDM pueden verse como los extremos de un amplio
espectro, existiendo otros modelos intermedios. Por ejemplo, los procesadores pueden
dividirse en grupos, donde cada grupo se comporta de acuerdo al modelo de memoria
compartida y entre grupos se aplica el modelo de memoria distribuida.

Unidad de trabajo: Otro pardmetro a elegir es la unidad de trabajo. Hasta ahora se
ha asumido implicitamente que D, global o local, era actualizada cada vez que un
subproblema ha sido evaluado. También puede permitirsele a un procesador realizar
una buisqueda limitada a partir de un subproblema, es decir, generar un subarbol
de pocos niveles a partir del nodo seleccionado del arbol de busqueda, y sélo en-
tonces actualizar D con los nodos hojas de ese subarbol. De esta forma decrece la
necesidad de realizar comunicaciones, pero al mismo tiempo decrece la calidad de
los datos almacenados en D. Este es otro ejemplo de decisién entre computacién y
comunicacién.

Modo de sincronizacién: Un procesador tiene dos opciones cuando completa su unidad
de trabajo: esperar a que los demds procesadores también completen su unidad de
trabajo, o continuar sobre otra unidad de trabajo. Esperar a los demds procesadores
puede ser favorable, especialmente en un modelo de memoria compartida, ya que
los problemas seleccionados por los procesadores en cada iteracion son los mejores,
debido a que un procesador tiene un conocimiento completo sobre el estado del
problema a la hora de seleccionar una nueva unidad de trabajo. De esta forma las
implementaciones sincronas limitan la cantidad de trabajo innecesario que se pueda
realizar, pero también produce estados de espera en los procesadores. En el caso
asincrono, un procesador puede no tener conocimiento de la informacién generada
por otro procesador. Esto puede dar lugar a resolver subproblemas cuya resolucién
no serfa necesaria en un modelo sincrono. Por otro lado, las ventajas que ofrece son:
un mayor potencial de ganancia de velocidad que el modelo sincrono, se solapan
comunicacion y computacién y no hay puntos de sincronizacién para acceder a la
estructura de datos.

Modo de interrupcién: Para habilitar el uso de la informacién generada por otros pro-
cesadores, un procesador tiene que detectar la actualizacién de D. Existen dos modos
basicos en los que un procesador se da cuenta de una actualizacién: el procesador
chequea D en intervalos regulares de tiempo (normalmente en modelos SDOM) o es
interrumpido cuando D es actualizada (normalmente en modelos DDM). Si se recibe
una interrupcién, el procesador deja de trabajar sobre la unidad de trabajo actual,
chequea D y decide si continia trabajando sobre la unidad de trabajo actual, o si
realiza otra tarea que supuestamente es més apropiada. En el dltimo caso, la unidad
de trabajo actual se almacena en D.

La eleccién de estos pardametros no es siempre facil. Los parametros dependen de facto-
res como el tipo de problema, es decir, la especificacién de las reglas basicas de Ramificacién
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y Acotacién, del ejemplo concreto del problema (el tamano del conjunto de nodos activos
puede variar mucho) y la arquitectura utilizada, ya que no todas las arquitecturas soportan
unas especificaciones arbitrarias de los pardametros, los protocolos de comunicaciéon pueden
ser rapidos o lentos, etc.

4.2.1 Anomalias de los algoritmos de Ramificacién y Acotacién paralelos

La naturaleza heuristica de los Algoritmos de Ramificacion y Acotacion aparece cuando
en la seleccién del siguiente subproblema a tratar hay que decidir, entre varios con la
misma prioridad, cudl tiene mayor probabilidad de ser un camino critico minimo. Varios
subproblemas pueden tener la misma prioridad, por ejemplo, el mismo limite inferior, si
se considera una regla de seleccién de Primero el Mejor. Debido a la naturaleza de los
problemas, es dificil, si no imposible, el predecir qué direccién de la busqueda se debe
tomar para reducir, tanto como sea posible, el trabajo a realizar. A mediados de los 80,
varios autores se dieron cuenta de la existencia de anomalias en la ganancia de velocidad
debidas a la Regla de Seleccion utilizada, cuando existian varios problemas con el mismo
limite inferior, igual a f* [97, 98] (Notas histéricas pueden verse en [147]). De hecho, Fox
et al. en los 70 ya habian observado que incluso en el caso de un solo procesador, cuando
varios nodos tienen el mismo limite inferior, algunas estrategias Primero el Mejor no son
éptimas [55].

Definicién 4.2.2 Se define I(p) como el nimero de iteraciones llevadas a cabo con p pro-
cesadores en un problema de Ramificacion y Acotacion. Se define la ganancia de velocidad
con respecto al nimero de iteraciones realizado Sr(p) = I(1)/1(p) [32].

Generalizando, cuando se usa un modelo de comunicacién sincrono, la ganancia de ve-
locidad S7(p) estd determinada solamente por la dificultad del problema (tamario y forma
de T'), ya que usando un modelo sincrono la ejecucién estd completamente definida. En
la préctica, cuando se usan varios procesadores, normalmente son inevitables situaciones
del tipo 1 < S;(p) < p, como se vio anteriormente, principalmente cuando el nimero de
procesadores es grande respecto a la dificultad del problema. Las anomalias de la ganancia
de velocidad son de dos tipos: Anomalias Aceleratorias, donde S;(p) > p y Anomalias De-
trimentales, donde Sy(p) < 1 [97, 98, 106]. Es obvio que se desea preservar las anomalias
aceleratorias y evitar las detrimentales. Dentro de los subproblemas con el mismo limite
inferior, pueden existir unos que estén mas cerca de la solucion que otros. Por lo tanto, si
el algoritmo paralelo explora los mejores subproblemas primero se obtendran anomalias
aceleratorias y viceversa.

Estas anomalias han sido tedrica y extensivamente estudiadas para algoritmos paralelos
de Ramificacién y Acotacién sincronos [10, 97, 98, 99, 55, 105, 106, 114]. El caso asincrono
se ha tratado en [29, 30, 38], siempre en el modelo SDOM, debido a las dificultades que
presenta el estudio del caso asincrono en un modelo DDM.
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Condiciones para prevenir anomalias detrimentales

Estas condiciones aparecen en algoritmos que usan una estrategia de seleccién Primero
el Mejor, para encontrar una tnica solucién éptima. En [97, 98] se demostrd, que para
algoritmos de Ramificacion y Acotacidn paralelos sincronos, el nimero de iteraciones rea-
lizadas por el algoritmo secuencial no se incrementaba en la version paralela, con p > 1,
si la funcién de acotacién (Definicién 1.5.1, pagina 27) li(v) # f*, no siendo v un nodo
solucién [106]. Ademds, la funcién de prioridad heuristica h, que establece la ordenacién
de los subproblemas en la estructura de datos D para su procesamiento, debe cumplir que:

1. h(v) # h(v') siv #0', v, € V.
2. h(v) < h(v'), si v' es descendiente de v.

Es decir, si la funcién de prioridad heuristica h es inyectiva y ademads es consistente con
la funcién de acotacién li ( h(vi) < h(ve) = li(vy) < li(ve), Yvi,v2 € V).

Si existen relaciones de dominancia, éstas deben ser consistentes con la funcién de prio-
ridad heuristica h (Definicién 1.5.6, pagina 31). Bajo estas condiciones los nodos divididos
por el algoritmo secuencial, también llamados nodos primarios, no pueden ser eliminados
por un test de dominancia [38]. El uso de una regla de prioridad heuristica no ambigua es
una condicién suficiente, ya que garantiza que al menos un nodo primario es descompuesto
en cada iteracion de la ejecucion del algoritmo sincrono, y que una vez que todos los nodos
primarios son descompuestos o eliminados, la ejecucién sincrona termina. La demostracion
para el caso sincrono puede encontrarse en [106].

En [114] se definen reglas del tipo FIFO, LIFO y Consistentes para ordenar los nodos
con el mismo valor de la funcién de prioridad h, demostrando que la regla FIFO es
practica y tedricamente menos propensa a cualquier tipo de anomalias de los algoritmos
paralelos sincronos, usando la regla de seleccién Primero el Mejor.

Condiciones para preservar anomalias aceleratorias

Las anomalias aceleratorias son una consecuencia del hecho de que los algoritmos de Rami-
ficacion y Acotacion paralelos pueden ser mds eficientes en sus selecciones heuristicas, ya
que descomponen simultdneamente varios subproblemas en cada iteracién y por lo tanto
el 4rbol de bisqueda generado es menor que el del algoritmo secuencial. Esto sélo puede
ocurrir si se eliminan algunos de los nodos primarios. En [105, 106] se muestra que las
anomalias de tipo aceleratorio ocurren en los siguientes casos:

e Cuando se usa una Regla de Seleccion en anchura o en profundidad.

e Para la Regla de Seleccion Primero el Mejor, cuando varios nodos tienen el mismo
valor de la funcién de prioridad heuristica, es decir, cuando la funciéon de priori-
dad heuristica h no es completamente consistente con la funcién de acotacién Ili.
La funciéon h es completamente consistente con [i, si f(v1) < f(ve) = li(v1) <
l’i(’vg), Yui,vp € V.
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Observando las condiciones para prevenir anomalias detrimentales, el que la funcién
h sea completamente consistente con la funcién lz puede dar lugar también a anomalias
detrimentales. En ejemplos practicos las anomalias detrimentales pueden estar escondidas
detras de anomalias aceleratorias.

Anadir més procesadores puede dar lugar a encontrar mas rapidamente un mejor limi-
te superior de la solucién (f*) y por lo tanto evitar la evaluacién de subproblemas que
podrian evaluarse sin la utilizacién de estos nuevos procesadores. Se asume implicitamen-
te que si el problema en cuestion es suficientemente grande, el ntimero de subproblemas
activos es suficiente para mantener ocupados a los procesadores en todo momento [25]. Re-
sultados sobre anomalias mostraron que arboles de bisqueda densos con caminos criticos
minimos cortos producian mejores rendimientos, usando algoritmos paralelos, que para
arboles poco densos con caminos criticos minimos largos [97]. Andlisis tedricos y expe-
rimentales han demostrado que las anomalias son raras cuando se buscan las soluciones
Optimas usando una Regla de Seleccion Primero el Mejor y el problema es suficientemente
grande, por ejemplo, para el problema de la Mochila [97, 31], el problema del Viajante de
Comercio [141, 147, 149], el problema de Cobertura de Vértices [183], para los problemas:
de la Mochila, Programacion Entera y Cobertura de Vértices [184] y para problemas de
Asignacion Cuadrdtica [107, 137, 160].

4.3 Paralelizaciones existentes de algoritmos
de Optimizacion Global basados en intervalos

En esta seccién se describirdn los métodos de paralelizacion usados en los pocos algorit-
mos paralelos de Optimizacion Global basados en intervalos y Ramificaciéon y Acotacion
existentes y sus resultados:

4.3.1 Henriksen y Madsen

El problema de tener varias listas de trabajo distribuidas desaparece si se usa una estra-
tegia maestro-esclavo, donde todas la cajas estdn almacenadas en la lista de trabajo del
procesador maestro, al igual que f*. En este modelo, implementado por Henriksen y Mad-
sen [73, 74], el procesador maestro envia cajas a los procesadores esclavos y recoge de éstos
los resultados (véase la Figura 4.4). Inicialmente la regién de buisqueda S se divideen p—1
cajas, siendo p — 1 el ntimero de procesadores esclavos. No existe comunicaciones entre
los procesadores esclavos. Debido a esto, las mejoras de f*, obtenidas por un procesador
esclavo, se comunican a los demds procesadores esclavos mediante el procesador maestro.

Una desventaja de este método es que el procesador maestro tiene mucho trabajo para
gestionar las peticiones y devoluciones de resultados de los procesadores esclavos. Las
comunicaciones con el procesador maestro pueden llegar a ser un cuello de botella, si el
nimero de procesadores esclavos crece por encima de un umbral. Otro inconveniente es que
la longitud maxima de la lista estd determinada por la memoria del procesador maestro;
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Figura 4.4: Esquema del método maestro-esclavo.

la memoria de los procesadores esclavos casi no se usa. Henriksen y Madsen aplicaron
una estrategia de selecciéon basada en una Busqueda en Profundidad segin el tamano
de las cajas, ya que sus requerimientos de memoria son menores que otras estrategias. El
procesador esclavo se queda con una de las cajas generadas, resultado de la ultima divisién
y envia la otra al procesador maestro, con lo que se reducen las comunicaciones, ya que
s6lo debe pedir cajas al procesador maestro cuando las dos cajas generadas se eliminan.
Para obtener una buena eficiencia usando una Busqueda en Profundidad hay que conocer
de antemano un buen f*. En su algoritmo, Henriksen y Madsen usan el minimo global,
f*, para inicializar f*, pero este valor normalmente se desconoce antes de ejecutar el
algoritmo. Henriksen y Madsen proponen usar un método de Optimizacién Local para
obtener una buena estimacién inicial de f*.

En [73] se comparan los resultados numéricos para dos funciones de prueba, con el
mismo algoritmo, pero con distintas reglas de seleccidon: usando una busqueda basada en
Primero el Mejor F(X) y una Bisqueda en Profundidad. Los resultados de la Bisqueda
en Profundidad siempre fueron mejores, obteniendo una ganancia de velocidad de 28 y
16.5 con 14-32 procesadores, para cada una de las funciones, mientras que usando una
bisqueda basada en Primero el Mejor F'(X) se obtuvieron unas ganancias de velocidad de
16 y 3, para las mismas funciones. Henriksen y Madsen argumentan que si se conoce f*,
la Bisqueda en Profundidad es mejor debido principalmente a que el tiempo de gestién de
la lista de trabajo es menor.

4.3.2 Eriksson y Lindstrom

Eriskson y Lindstrom proponen diferentes estrategias descentralizadas de balanceo dindmi-
co, inicializadas por emisor y receptor, teniendo en cuenta la cantidad y la calidad de las
cajas que migran. Los experimentos se realizaron sobre un Intel iPSC/2 [49], donde los
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procesadores se organizaron formando un anillo. En cada procesador se ejecutaron dos
procesos: un organizador y un esclavo. El proceso esclavo sélo pide y recibe cajas del or-
ganizador para su evaluaciéon. El proceso organizador usa una estrategia de seleccién de
la lista de trabajo basada en Primero el Mejor F(X). Ademds, el proceso organizador
estd encargado del balanceo de la carga y de detectar la terminacién del algoritmo parale-
lo. Si se encuentra un mejor f*, el proceso esclavo lo comunica a todos los demds procesos
esclavos de los otros procesadores.
Existen varias implementaciones, dependiendo de si el organizador pide o da cajas :

Organizador-Pide: El organizador pide cajas de un subconjunto de nodos cuando no
tiene cajas o le quedan pocas. Este esquema esta dirigido por la cantidad de cajas en
la lista de trabajo local. Si algiin procesador se queda sin cajas, envia una peticién
de cajas al siguiente en el anillo. Las peticiones son reenviadas hacia adelante por
los procesadores, incorporando la peticion de cada nuevo procesador, que tampoco
tenga cajas. En su implementacién un procesador con bastante trabajo no envia las
cajas por el anillo, sino directamente al nodo que pidié trabajo y a los que en el
camino del mensaje tampoco tenian cajas. Esta conexién directa se realiza gracias
a que se usé una red de comunicaciones cut-through [44].

Organizador-Da: El organizador manda cajas a nodos con menos carga, sin peticion
previa de los nodos receptores. El organizador debe tener alguna informacién de la
carga del sistema. Este esquema estd dirigido por la calidad de las cajas en la lista
de trabajo local. En el modelo Organizador-Da, se usaron los siguientes esquemas:

Distribucién aleatoria: Si el ntiimero de cajas en la lista local excede un determi-
nado umbral fijo, el proceso organizador envia la caja mas prometedora de la
lista a otro procesador elegido aleatoriamente.

Distribucién aleatoria adaptativa: Intenta mejorar la anterior. El receptor in-
forma al emisor si la caja recibida se inserta al principio de su lista o no (si
ahora es la mas prometedora o no). Si el emisor recibe un mensaje afirmativo,
decrementa su umbral con lo que distribuye cajas mas frecuentemente. Si recibe
un mensaje negativo, incrementa dicho umbral.

Hibrido: Es una mezcla de los dos anteriores.

En la funcién con peor comportamiento de las seis de prueba, la eficiencia presentada
por Eriksson y Lindstrom estd por encima del 60% hasta 16 procesadores. Para otras
funciones la eficiencia estd por encima del 80% hasta 32 procesadores. Para 64 procesadores
el comportamiento es variable con la funcién y con el tipo de esquema usado, siendo la
distribucion aleatoria adaptativa la que aporté mejores resultados.
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4.3.3 Moore, Hansen y Leclerc

Moore, Hansen y Leclerc usaron una estrategia parecida a la la Eriksson y Lindstrom,
donde todos los procesadores ejecutaban el mismo programa, pero usaban un conjunto de
estaciones de trabajo conectadas mediante una red Ethernet [122]. Cuando un procesador
se queda sin cajas en su lista de trabajo, se elige otro procesador aleatoriamente, para
mandarle una peticién de cajas y si este contesta que no puede mandar ninguna, se manda
el mismo mensaje al que tiene un indice de procesador siguiente. Un procesador con cajas
que recibe una peticién, devuelve la mitad de su lista de trabajo, pero nunca un nimero
mayor que un umbral establecido, para evitar mensajes largos. Este balanceo de la carga
estd dirigido por la cantidad de cajas en la lista de trabajo y no por su calidad. El método
de seleccion utilizado se basa en una Busqueda en Anchura. Para la funcién de prueba en
la que se mostraron resultados de eficiencia se alcanzé una ganancia de velocidad de 170
con 32 procesadores, pero esto fue debido a que el algoritmo secuencial era ineficiente.

En un articulo posterior de Leclerc [103], usando un algoritmo secuencial muy parecido
al de Moore et al [122], pero aplicando una estrategia Primero el Mejor F(X) y un balanceo
dirigido por la calidad de las cajas, se obtuvo una mejora de un 78% en la resolucién del
problema anterior, comparado con los resultados obtenidos con el algoritmo de Moore et
al [122]. La resolucién de este problema en la nueva versién paralela del algoritmo sélo
alcanzé la mitad de la ganancia de velocidad lineal.

4.3.4 Berner

Sonja Berner [8] intenta combinar en su algoritmo las ventajas de los modelos centralizado
y distribuido (véase la Figura 4.5). En esta implementacién, cada procesador tiene su
propia lista de trabajo y usa una estrategia Primero el Mejor F'(X) para seleccionar cajas
de la lista de trabajo. Al contrario que en el modelo distribuido, se elige un procesador para
actuar como mediador centralizado. Este procesador no trabaja sobre las cajas, sino que
espera peticiones de los deméds procesadores para enviarles cajas. El mediador centralizado
establece un umbral, maz, que cambia dindmicamente dependiendo del tamano de su lista
de trabajo y de las peticiones recibidas. Este umbral se usa para asegurarse que no se queda
sin cajas y para no almacenar demasiadas. Los procesadores con un niimero de cajas mayor
que maz envian algunas de ellas al mediador centralizado. Se eligen la segunda, cuarta,
etc, de la lista de trabajo para ser enviadas. La lista se encuentra ordenada por los valores
no decrecientes de F(X). De esta forma se mandan cajas prometedoras pero también se
mantienen cajas prometedoras en la lista de trabajo. Si un procesador encuentra un valor
mejor de f* debe comunicarlo a los demés procesadores. Ademds de estas comunicaciones
hay que sumar las debidas a la actualizacién por parte del mediador centralizado de la
variable max, que deben conocer los demdas procesadores.

La idea del mediador centralizado fue tomada de Smith y Schnabel [168], donde se
usé para paralelizar un método cliasico de Optimizaciéon Global. En [168] se probaron
también otros modelos de balanceo de la carga, obteniéndose los mejores resultados con
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Figura 4.5: Estructura de comunicacién con un mediador centralizado.

el modelo basado en el mediador centralizado.

En esta estrategia el mediador centralizado realiza menos trabajo que el procesador que
actia como maestro en una estrategia maestro-esclavo, ademas de aprovechar la memoria
de los demas procesadores. Comparada con una estrategia distribuida, cuando un proce-
sador se queda sin trabajo, no existe la necesidad de pedir cajas a varios procesadores. El
principal inconveniente es que el mediador centralizado no realiza computo, sélo control,
pero esta pérdida de coémputo se ve compensada por la reduccién de las comunicaciones.

El algoritmo anterior es una simplificacién del algoritmo real usado por Berner en el
que introduce las siguientes mejoras:

e En la fase inicial, donde cada procesador obtiene su subregién de bisqueda a partir de
la region inicial, cada procesador inicializa una bisqueda local desde el punto medio
de su caja con lo que se obtiene un mejor valor de f*, por lo que se descartardn més
cajas gracias al Test del Punto Medioy de Corte. Después de obtener un buen f*, se
realiza un balanceo de la carga sincrono para realizar una buena distribucion de las
cajas. Esto mejora el algoritmo para funciones con un tiempo de ejecucién alto, pero
no para aquellas menos costosas, ya que el obtener un buen f* no se ve compensado
por el tiempo necesario para realizar la bisqueda local y el balanceo sincrono.

e Para obtener un buen balanceo, en cuanto a la calidad de las cajas, y mantener un
nivel relativamente bajo en las comunicaciones, cuando un procesador encuentra un
mejor valor de f* lo comunica a los demés procesadores, junto con el valor F(X)
de su mejor caja. Normalmente, los procesadores que encuentran mejores valores de
f* tienen mejores cajas, por lo que otro procesador que reciba esta informacién y
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vea que la calidad de sus cajas es suficientemente baja, respecto a la del procesador
emisor, le pedird cajas para mejorar la calidad de su lista de trabajo.

e Algunas veces el mediador centralizado puede tener menos cajas que peticiones. De-
bido a que el trabajo necesario para investigar completamente una caja no se conoce
de antemano, Berner propone que el mediador centralizado divida algunas cajas, en
vez de dejar a los procesadores esperando.

El algoritmo implementado por Berner se ejecuté sobre una Connection Machine CM5
con 32 procesadores. En su trabajo, Berner usé un amplio niimero de problemas de prueba
que clasificé en tres categorias: pequenos (tse. < 100 sg), medianos (100 sg < tse. < 1000
sg) y grandes (1000 sg < tgec < 17000 sg). Para los problemas grandes se observé que la
ganancia de velocidad crece con la complejidad de los problemas usados, alcanzando para
algunos problemas una ganancia de velocidad superlineal. Para los problemas medianos,
con 16 procesadores, sdlo dos problemas de los siete examinados no alcanzaron una ga-
nancia de velocidad superlineal. Para 32 procesadores la eficiencia obtenida estaba entre
el 43% y el 115%. En cuatro de los siete problemas se alcanzé una ganancia de velocidad
superlineal. Para problemas pequenos, la eficiencia no fue tan buena. En el peor de los
casos se obtuvo una eficiencia del 18% con 32 procesadores, pero el tiempo secuencial de
este problema era de 4.7 sg.

La principal conclusién de Berner es que los problemas con un solo minimo global son
poco paralelizables, principalmente cuando las cajas que no contienen el minimo global
pueden eliminarse rapidamente. Por otro lado, si existen al menos p minimos globales y
éstos se encuentran en cajas distintas, cuando el nivel del arbol de biisqueda es pequeno,
entonces es posible realizar una buena paralelizacién, ya que el niimero de cajas es suficiente
para mantener a todos los procesadores ocupados.

4.4 Nuevo criterio de balanceo de la carga en algoritmos
paralelos de Optimizacion Global basados en intervalos

Las implementaciones paralelas que han sido comentadas en este capitulo, se podrian
caracterizar globalmente porque la heuristica utilizada para obtener un buen balanceo
de la carga computacional se basa en la evaluacién de los valores del limite inferior de la
funcion de inclusién en cualquier intervalo X (F(X)). Este valor ha sido utilizado como un
estimador de la carga computacional asociada a cualquier hoja del arbol de subproblemas.
Ademds, la mayoria de las implementaciones hacen uso de dispositivos aceleradores tales
como el test de monotonia, el test de concavidad, o el Método de intervalos de Newton,
con lo cual se restringe el conjunto de posible funciones sobre las que puede ser aplicado,
al conjunto de funciones diferenciables.

Los resultados experimentales del Capitulo 3 han mostrado que el pardmetro pf*(X)
es un buen estimador de la cantidad de regién de atracciéon hacia un minimo que contiene
una determinada caja X, el cual estd directamente relacionado con el trabajo que hay que
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realizar en dicha caja. Por este motivo, en esta tesis se propone como estimador de la carga
computacional de una caja X, el valor del producto w(X)-pf*(X) [12, 14]. Este estimador
tiene también en cuenta el tamano de la caja, siguiendo la heuristica de que habra que
realizar més trabajo computacional sobre las cajas grandes con un valor de pf*(X) alto,
que en las cajas pequenas, que se encuentren cerca del criterio de terminacién, y con un
valor pequeno de pf*(X).

En los algoritmos de Ramificacién y Acotacién, la primera decisién a considerar es
c6mo y con qué problemas se inicializan cada uno de los EP. En [72] los métodos de
inicializacion estudiados fueron:

Raiz : La raiz del arbol de bisqueda se asigna a un solo EP, que comienza la ejecucion
del algoritmo de Ramificaciéon y Acotacién. Los subproblemas generados a partir
de la raiz del arbol de busqueda se distribuyen a los otros EPs, de acuerdo con
el esquema de balanceo de la carga aplicado en el algoritmo. Los otros EPs, al
recibir los subproblemas, actdan de igual forma. Después de un tiempo, todos los
EPs deben tener subproblemas en los que trabajar. La ventaja de esta estrategia
es que no hay que introducir en el algoritmo un cédigo especifico para la etapa de
inicializacién. El principal inconveniente es que muchos de los EPs estan ociosos, en
espera de subproblemas.

Enumerativa : Cada EP comienza la ejecucion del algoritmo partiendo del problema
total, es decir, de la raiz de arbol, hasta obtener al menos p subproblemas en su
lista de trabajo. Entonces cada EP’, i = 1,...,p, continta trabajando sobre el
subproblema X?, eliminando los demds. Si se crearon k subproblemas, con k > p,
el EP' continuard trabajando sobre los problemas X' : (I modp) = i — 1. La
principal ventaja del método enumerativo frente al raiz es que no se realiza ningin
tipo de comunicacion entre los FPs. Sin embargo, se realiza un trabajo redundante,
porque todos los E'Ps procesan los mismos subproblemas, realizando una evaluacién
idéntica.

Selectiva : Este método evita las desventajas de la inicializacion enumerativa. Al contra-
rio que la inicializacién enumerativa, en vez de generar todo el arbol de bisqueda
hasta una cierta profundidad, cada EP genera sélo una rama del drbol. Los cami-
nos del arbol de buisqueda que cada E'P toma son distintos y se dirigen hacia el
subproblema apropiado para inicializar el EP correspondiente. Cada EP tiene un
ndmero que lo identifica, F Pid. Si denotamos por nEP al nimero de EPs que en
un momento dado toman el mismo camino en el arbol de busqueda y size el nimero
de subproblemas generados en cada divisién, entonces el elemento de proceso E Pid
selecciona el subproblema denotado por g, con:

g = ((EPid —1) mod size) + 1 (4.5)
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En la siguiente iteracion, se actualizan las variables siguiendo las ecuaciones:

delta — { 1, g<(nEP mod size)
0, en otro caso

EPid = [EPid/size|
nEP = |nEP/size| + delta

(4.6)

La etapa de inicializacién termina cuando size < nFEP. Entonces, cada EP toma
un numero de subproblemas igual a |size/nEP|. El dltimo EP toma el resto de los
subproblemas. La ventaja de una inicializacién selectiva frente a la enumerativa es
que el trabajo redundante es menor. Sin embargo, los £Ps no se inicializan con los
mejores subproblemas, ya que unas ramas del drbol se generan independientemente
de las otras. Por este motivo, un EP puede quedarse sin trabajo rapidamente al
terminar la fase de inicializacién, si sus subproblemas iniciales son eliminados cuando
se recibe un mejor valor de f*, generado en otro EP.

Directa : Este modo de inicializacién evita la construccién explicita del arbol de busque-
da. Debido a que cada E'P debe inicializarse con un subproblema distinto, todos los
subproblemas iniciales se toman directamente de una cierta profundidad del drbol de
busqueda, en vez de comenzar la bisqueda por la raiz. Esta profundidad se elije de
forma que el nimero de subproblemas en esta profundidad sea mayor que el niimero
de EPs. De esta forma, cada EP genera directamente un subproblema como mini-
mo. Si existen mas subproblemas que EPs, entonces algunos £ Ps deben tener méas
de un subproblema inicial para asegurar la correcta ejecucién del algoritmo. Esta
estrategia tiene, como en los dos métodos anteriores, la ventaja de que no se realizan
comunicaciones en la etapa de inicializacién, pero ademas cada EP no realiza un
trabajo redundante. Sin embargo, al igual que en la inicializacién selectiva, cada EP
no trabaja sobre los mejores subproblemas iniciales.

Los andlisis y experimentos realizados en [72] demuestran que el método de iniciali-
zacion directa aporta mejores resultados. Su principal inconveniente es que algunos EPs
pueden quedarse ociosos, debido a la eliminacién de sus problemas iniciales, hasta que el
balanceo de la carga dindmico les permita obtener nuevos subproblemas. El nidmero de
subproblemas iniciales eliminados dependerd del problema concreto a tratar y del nime-
ro de EPs, por lo que no se puede establecer que la inicializacién directa sea la mejor
estrategia en el caso general.

A continuacién se describen y analizan los tres modelos de balanceo de la carga com-
putacional que se proponen en este trabajo, los cuales definen las tres implementaciones
paralelas del problema de Optimizacion Global mediante Ramificacién y Acotacion que se
estudian en esta tesis y que hacen uso de una estrategia de inicializacién directa.
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4.4.1 Modelo estatico

En el modelo estatico cada EP aplica el Algoritmo 3.1.1 (pagina 63) con una Regla de
Division basada en realizar una biseccién de todas las coordenadas a la vez, a sus cajas
iniciales. Los EPs s6lo intercambian las mejoras obtenidas en el valor de f*. Este modelo
de balanceo de la carga se ha implementado para resaltar la insuficiencia de un modelo de
balanceo estatico en los problemas de prueba usados.

4.4.2 Modelo semi-estatico

El modelo semi-estatico estd basado en la idea del mediador centralizado. En este modelo
se pueden distinguir dos etapas a partir de la inicializacion directa:

Primera etapa:

En esta etapa se persiguen dos objetivos: por un lado, encontrar un buen limite superior
del minimo de la funcién en la regién de biisqueda (f*) y por otro lado, dividir la regién de
busqueda de una manera eficiente, para poder realizar posteriormente un buen balanceo
de la carga. Para llevar a cabo estos objetivos, cada procesador esclavo aplica una Regla de
Seleccion Hibrida (Seccién 3.5.2, pagina 99) sélo en las cajas iniciales; las cajas generadas
a partir de las cajas iniciales no se tratan en esta etapa. Si cada E'P tiene mas de una
caja inicial, es posible que se elimine alguna de las cajas iniciales, si en la bisqueda en
profundidad realizada sobre otra caja inicial se ha encontrado un valor de f*, que permita
aplicar la Regla de Eliminacion. Por este motivo, de entre las cajas iniciales se elige primero
la que consideramos més prometedora, es decir, la que tiene un mayor valor de pf*(X),
ya que w(X) es igual para todas, permitiendo asi obtener una mejora de f* rdpidamente.

En la Figura 4.6 se muestra un ejemplo de ejecucién de esta primera etapa para la
funcién Goldstein-Price. En todas las graficas presentadas, el nimero de EPs es fijo e
igual a cuatro. La principal diferencia entre las graficas es el niimero de cajas iniciales,
asignadas a cada EP, sobre las que se realiza una busqueda en profundidad. Con estas
graficas se pretende resaltar cémo el nivel de divisién del espacio de biisqueda depende del
numero de cajas iniciales y como se realiza una mayor divisiéon de las zonas de atracciéon
hacia minimos globales y locales, cuanto mayor es el nimero de cajas iniciales. La principal
desventaja de aumentar el niimero de cajas iniciales es que la sobrecarga de la busqueda
también aumenta. Por lo tanto, hay que establecer un niimero de cajas iniciales, suficiente
para realizar una buena divisién del espacio de busqueda, pero que a la vez no incremente
demasiado la sobrecarga de la busqueda.

En la grifica superior izquierda se han establecido los niveles de grises que indican el
valor aproximado de pf*(X) en cada caja. Las cajas rechazadas no han sido dibujadas. En
el grafico superior derecho cada uno de los cuatro £ Ps se inicializa con el niimero minimo
de cajas posibles. Si se realiza una bisecciéon de todas las coordenadas a la vez, el valor
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minimo de cajas iniciales vendra determinado por la relacién:
2" > p, (4.7)

donde [ representa el nivel del drbol de biisqueda alcanzado y n la dimensién del problema.
Para el caso de la funcién bidimensional Goldstein-Price y cuatro procesadores esclavos,
el niimero de cajas iniciales es claramente de cuatro. Como puede observase en la grafica
superior derecha de la Figura 4.6, el uso del nimero minimo de cajas iniciales puede
dar lugar a desbalanceo de la carga en esta etapa, por lo que usar un nimero mayor de
cajas iniciales parece aconsejable. Este desbalanceo se produce porque las bisquedas en
profundidad realizadas sobre las cajas iniciales localizadas en la parte inferior del espacio
de busqueda, convergen hacia el minimo global, mientras que las bisquedas en profundidad
realizadas sobre las cajas iniciales de la mitad superior del espacio de bisqueda no llegan
ni siquiera a alcanzar el criterio de terminacién, que para los ejemplos mostrados en la
Figura 4.6 es de e = 107 2.

En la grafica inferior izquierda se ha aumentado el nimero de cajas iniciales por EP
a cuatro. Cuando el niimero de cajas iniciales es mayor que el nimero de EPs, se utiliza
una distribucién de datos ciclica por filas de las cajas iniciales. Este aumento de cajas
iniciales permite una mejor divisién de la regién de atraccién al minimo global y realizar
algunas divisiones sobre regiones de atraccién a minimos locales.

En la grafica inferior derecha, el numero de cajas iniciales se ha incrementado a dieciséis
por EP. Como puede observarse, la divisién del espacio de busqueda es ain mejor.

A partir de estos experimentos, se ha decidido que si el nimero minimo de cajas
iniciales se alcanza para un nivel del arbol de busqueda [ (ecuacién (4.7)), entonces se
usard un valor del nivel del 4rbol de busqueda [;;,;, con:

lii =1+ 2 (4.8)

La primera etapa acaba una vez que los procesadores esclavos terminan las buisquedas
en profundidad sobre sus cajas iniciales y mandan las subcajas generadas al mediador
centralizado.

En otras implementaciones, como las realizadas por Henriksen y Madsen [73, 74] y
Berner [8], se obtiene un buen valor de f* mediante un método de Optimizacién Local.
La ventaja de biisqueda en profundidad basada en el valor de pf*, utilizada en esta etapa,
comparada con los métodos de Optimizacién Local basados en evaluaciones puntuales de
la funcién objetivo, es, que ademds de encontrar un buen valor de f*, permite avanzar en
la ejecucién del algoritmo de Ramificacién y Acotacién, realizando una buena particién
del 4rbol de busqueda, que posteriormente permite realizar un buen balanceo de la carga.

Segunda Etapa.

En la segunda etapa, el mediador centralizado, después de recibir las subcajas de todos los
esclavos, hace una estimacién de la carga de trabajo total:
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Problena Goldstein-Price, ¥nax = 2.0 Ynax = 2,0

. 0.0 |£*<0.1
. 0.1 |£*<0.2

¥nin = =2,0 Ynin = =2,0 €= 0,0100

Problena Goldstein-Price, ¥nax = 2,0 Ynax = 2,0 Problena Goldstein-Price, ¥nax = 2.0 Ynax = 2,0

¥nin = =2.0 Ynin = -2.0 g= 0.0100

¥nin = =2.0 Ynin = -2.0 €= 0.0100

Figura 4.6: Primera etapa del modelo semi-estatico sobre la funciéon GP, para 4 esclavos,
1, 4 y 16 cajas iniciales por esclavo y € = 1072,

CT, =) pfr(X") - w(X’), VX' €T. (4.9)

A partir de la carga total estimada, el mediador centralizado distribuye un conjunto de
cajas con una carga computacional aproximadamente igual a C'T}/p, entre los procesadores
esclavos. Este conjunto de cajas se establece asigndndole al procesador esclavo con menor
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carga asignada, la caja con una carga tal, que haga que la carga total de ese procesador
se aproxime lo més posible a CT}/p, realizéndose un balanceo de la carga cuantitativo y
cualitativo. Esto se repite mientras queden cajas sin asignar.

Cuando los procesadores esclavos reciben las nuevas cajas, aplican el Algoritmo 3.1.1
sobre las cajas recibidas. Suponiendo que en la etapa inicial se ha encontrado el mejor
valor de f*, el método de seleccién usado en la segunda etapa no va a variar el nimero
de evaluaciones de la funcidn de inclusion. En esta etapa se continuard usando una Regla
de Seleccion Hibrida, ya que simplifica la implementacién del algoritmo y al estar basada
en una buisqueda en profundidad, también simplifica la gestion de las estructura de datos
local, reduciendo asi el tiempo de ejecucién en cada procesador esclavo.

El algoritmo paralelo termina cuando todos los procesadores esclavos envian al proce-
sador central sus cajas finales. Por lo tanto, en este modelo s6lo se hace una redistribucion
dindmica de la carga.

4.4.3 Modelo dindmico

El modelo dindmico es similar al modelo semi-estatico, pero ahora en vez de aplicar una
sola vez la estrategia dindmica de balanceo de la carga, ésta se realiza las veces que el
mediador centralizado necesite. En este modelo, siempre se aplica el Algoritmo 3.1.1 con
una Regla de Seleccion Hibride. El nimero de cajas iniciales por EP se determina de
la misma forma que en el modelo semi-estitico. Cuando un procesador esclavo no tiene
mas cajas en su estructura de datos local, se lo comunica al mediador centralizado. Si el
mediador centralizado tampoco tiene cajas para servir, pide cajas a los demds procesadores
esclavos. Los procesadores esclavos que tienen cajas para procesar, mandaran al mediador
centralizado la segunda, cuarta, etc, que estdn ordenadas por w(X) - pf*(X). Una vez
que el mediador centralizado recibe las cajas, da a los procesadores esclavos en espera de
trabajo, un conjunto de cajas con una carga aproximadamente igual a CT;/(p — 1). La
carga total se ha dividido entre p — 1 y no entre p, porque se supone que al menos un
procesador tiene cajas para procesar y de esta manera la carga de trabajo que se manda
a cada procesador esclavo, en espera, es mayor. Este valor permanece constante hasta que
el procesador central tenga que volver a pedir mas cajas.

El programa termina cuando, ni el mediador centralizado, ni los procesadores escla-
vos tienen cajas para procesar y el mediador centralizado recoge las cajas finales de los
procesadores esclavos.

Las principales diferencias entre los modelos presentados son:

1. El modelo estatico es un modelo distribuido mientras que los modelos semi-estatico
y dindmico son centralizados.

2. En el modelo estatico, la sobrecarga debida a las comunicaciones se produce solo por
la comunicacién de la mejora del valor de f*, pero existe un fuerte desbalanceo de
la carga, mientras que el modelo dindmico tiene una mayor sobrecarga debido a las
comunicaciones, con un alto grado de balanceo de la carga.
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3. El modelo semi-estatico puede clasificarse como una mezcla del modelo estético y
del dindmico.

4.4.4 Resultados numéricos

Los modelos estatico, semi-estatico y dindmico, del algoritmo paralelo de Optimizacién
Global basado en intervalos, han sido implementados usando la libreria de paso de mensa-
jes PVM-3.4.0-1, sobre un multicomputador de memoria distribuida llamado CAESARG
[B.2.2][117], con 1 + p elementos de proceso, que consta de los siguientes componentes:

e Hub Fast Ethernet
e Maquina Front-End

— Pentium-1I 233 MHz

— 256 Mb RAM

— 4Gb UltraWide SCSI HDD

— Tarjeta 10/100 Fast Ethernet
e Siete nodos

— Pentium-MMX 200 MHz

— 32 Mb RAM

— Tarjeta 10/100 Fast Ethernet

— Sin HDD

Se ha utilizado esta maquina paralela, de bajas prestaciones, si se compara, por ejem-
plo, con una Origin 2000, basada en el microprocesador R10000, o un Cray T3E, basado
en el microprocesador Alpha 21064, porque el paquete BIAS [90], que proporciona las
subrutinas para realizar operaciones de Aritmética de Intervalos, utilizado en las imple-
mentaciones, s6lo estd disponible para los microprocesadores IBM RS /6000, Sparc 680x0 y
PC 80386 o superior (con coprocesador). Para los microprocesadores anteriores, el paquete
BIAS proporciona las subrutinas ensamblador que permiten el intercambio entre los modos
de redondeo especificados en el estindar IEEE-754. Otros computadores paralelos, como
por ejemplo el Cray T3D, aunque estan basados en la normativa IEEE-754, no permiten
al usuario el intercambio entre los distintos modos de redondeo [B.4.2]. También existen
microprocesadores con un formato especifico para representar los datos, proporcionado
por el fabricante. Los ejemplos méas representativos de estos computadores son: los Cray:
X-MP, Y-MP, C-90 y T-90, los IBM: /370 y 3090, y el DEC VAX [B.4.1].

El principal inconveniente del multicomputador CAESARG es la baja velocidad de la
red de comunicaciones y que el ancho de banda de la red es compartido por todos los
procesadores. Debido al pequeno nimero de EPs de que dispone, se decidié utilizar una
implementacién del balanceo de la carga centralizada.
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En las implementaciones de los algoritmos se ha intentado reducir la sobrecarga de
las comunicaciones a costa de incrementar la sobrecarga de la bisqueda. Para ello se ha
utilizado un modelo de comunicacién asincrono y en los modos de balanceo semi-estatico y
dindmico, no se realizan comunicaciones hasta que se termine la busqueda en profundidad
realizada sobre la caja seleccionada. Esto ultimo es debido a que en las etapas iniciales del
algoritmo, es normal que casi todos los procesadores encuentren mejoras de f*, las cuales
deben comunicarse a los otros procesadores esclavos. La sobrecarga de la bisqueda que se
puede producir por una busqueda en profundidad innecesaria, realizando una biseccién en
todas las dimensiones, serd menor o igual a:

2"(Imax — lini), (4.10)

donde [;,,; es el nivel del arbol de busqueda alcanzado en la fase de inicializacién directa,
que estd determinado por las ecuaciones (4.8) y (4.7), ¥ lmnaz €s el nimero maximo de
niveles del arbol que se puede alcanzar y estd determinado por:

w(X)/2Mmee < e (4.11)

Para la funcién Goldstein-Price sobre la regién de bisqueda [—2,2]?, y € = 1073, [0, = 12.
Para cuatro procesadores, [;,; = 3, por lo que se evaluarian 36 cajas como mucho, antes
de comunicar, o chequear la posible recepcién, de una mejora de f*.

Debido al modo de comunicacién asincrono utilizado, que hace que la ejecucién del
algoritmo paralelo sea no determinista, en las Tablas 4.1 a 4.3 y en la Figura 4.7 se
muestran la media de los valores obtenidos en cinco ejecuciones de las distintas versiones del
algoritmo paralelo, para el tiempo de CPU consumido, ganancia en velocidad, desbalanceo
(DBL), niimero de evaluaciones de F(X) y de F(m(X)), para un valor de ¢ = 10~3. Los
problemas de prueba utilizados fueron: GP, H3, L3 y C, que se detallan en el apéndice A.
Debido al bajo coste computacional requerido para hacer una evaluacion de estas funciones,
lo que las hace inapropiadas para su resolucién en paralelo, se multiplicé por cien el tiempo
necesario para la evaluacién de cada una de las funciones de inclusién. Aun asi, los tiempos
de evaluacién de las cuatro funciones que se usan en este tesis como funciones de prueba,
se encuentran en el intervalo [107%,1072] segundos, obtenidos en un Pentium-MMX 200
MHz.

La medida de desbalanceo usada se define como:

DBL = (Imarz; - Iau)/Iav € [Oap - 1]a (412)

donde I; es el ntimero de evaluaciones de la funcidn de inclusion, hechas por el EP;,
es decir, el nimero de nodos visitados del drbol de bisqueda, )4, = max{L;} y I, =
Yoili/m, 1 <i<m.

En la Tabla 4.1 y la grafica de la Figura 4.7 que muestra la ganancia de velocidad
para el modelo estitico, puede observarse que para la funcién tri-dimensional H3, con
un solo minimo global, una distribucién estatica de la carga es absolutamente ineficiente,
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Tabla 4.1: Resultados numéricos para el método estatico e = 1073,

| P | 1 3 5 7 |
Tiempo de CPU (sg.)

GP 135.93 73.55 93.16 39.41

H3 | 1162.24 1155.72 1155.45 1147.26

L3 | 487.84 27147 157.96 110.54

C 21.42 10.18 10.17 10.08
Ganancia de velocidad

GP 1.00 1.85 1.46 3.45

H3 1.00 1.01 1.01 1.01

L3 1.00 1.80 3.09 4.41

C 1.00 2.10 2.11 2.13
DBL

GP 0.000 0.607 2.470 1.094
H3 0.000 1.980 3.964 5.946
L3 0.000 0.655 0.617 0.550
C 0.000 0.416 1.337 2.253
Evaluaciones de F'(X)
GP | 169209 169403 169289 169396
H3 | 283409 283678 283798 283944
L3 32765 32764 32760 32760
C 33413 33412 33667 33661
Evaluaciones de F(m(X))
GP 42302 42349 42318 42345
H3 35426 35458 35473 35492
L3 8191 8190 8186 8186
C 8353 8352 8412 8411

obteniéndose un valor del desbalanceo de la carga cercano al maximo posible. Sin embargo,
para la funcién bidimensional L3, con nueve minimos globales, que estan bien distribuidos
en la regién de busqueda, una distribucién estitica de la carga permite obtener unos
resultados que no son demasiado ineficientes.

En la Tabla 4.2 y la Figura 4.7, se muestran los resultados para el algoritmo con un
balanceo de la carga semi-estdtico. Se han diferenciado los valores del desbalanceo de la
carga para la primera y segunda etapa. Comparando los resultados obtenidos con los del
modelo estatico, puede observarse que existe una sobrecarga en la bisqueda ligeramente
mayor en el modelo semi-estatico, producida por el uso de una Regla de Seleccion Hibrida,
frente a una Regla de Seleccion basada en Primero el Mejor F(X) del modelo estitico,
y porque en el modelo semi-estatico no se comunica la mejora de f* hasta terminar una
busqueda en profundidad. Los resultados obtenidos con el modelo semi-estatico prueban
que un solo balanceo dindmico de la carga basado en el nuevo estimador de la carga

leo@miro.ualm.es



4.4. NUEVO CRITERIO DE BALANCEO DE LA CARGA EN ALGORITMOS
148 PARALELOS DE OPTIMIZACION GLOBAL BASADOS EN INTERVALOS

Tabla 4.2: Resultados numéricos para el método semi-estatico. e = 1073

| P | 1 3 5 7 |

Tiempo de CPU (sg.)

GP 158.27 58.36 33.18 23.44

H3 | 1262.12 478.92 325.43 320.88

L3 | 488.85 172.92 134.70 86.21

C 24.93 11.81 6.63 5.25
Ganancia de velocidad

GP 1.00 2.71 4.77 6.75

H3 1.00 2.64 3.88 3.93

L3 1.00 2.83 3.63 5.67

C 1.00 2.11 3.76 4.75

DBL

GP 0.000 0.076-0.098 0.004-0.038 0.008-0.025
H3 0.000 0.075-0.138 0.084-0.299 0.274-0.774
L3 0.000 0.130-0.037 0.191-0.333 0.096-0.186

C 0.000 0.190-0.421 0.021-0.307 0.027-0.463
Evaluaciones de F'(X)

GP | 169213 169280 171413 171457
H3 | 283409 283888 283968 284048
L3 32765 33080 35392 35360
C 33449 33500 36360 36376
Evaluaciones de F(m(X))
GP 42303 42304 41829 41840
H3 35426 35422 35432 35442
L3 8191 8254 7824 7816
C 8362 8359 8066 8070

computacional, permite mejorar, no sélo el balanceo de la carga y la ganancia de velocidad
del algoritmo paralelo, sino también la eficiencia del algoritmo, en cuanto al tiempo de
CPU requerido. Para la resolucién de los problema tratados en este trabajo, las mejoras
oscilan entre un 22% para la funcién L3 y un 72% para la funcién H3.

Noétese que en la Figura 4.7 la escala para el desbalanceo es diferente en cada grafica,
decreciendo significativamente desde el modelo estatico al dindmico.

En la Tabla 4.3 y la Figura 4.7 se muestran los resultados para el algoritmo que
aplica un modelo dindmico de balanceo de la carga. Puede observarse que la sobrecarga
de la busqueda del modelo dindmico y la obtenida en el modelo semi-estitico son muy
parecidas. También se observa que el desbalanceo de la carga estd por debajo de 3 - 1072
para los problemas de prueba utilizados. Con una sobrecarga en la bisqueda baja y un
buen balanceo de la carga computacional, la ganancia de velocidad del modelo dindmico
s6lo puede estar limitada si existen sobrecargas importantes en las comunicaciones. Los
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Tabla 4.3: Resultados numéricos para el método dindmico. e = 1073

| P | 1 3 5 7 |
Tiempo de CPU (sg.)

GP 127.44 43.76 25.92 18.43

H3 | 1149.80 384.95 230.56 164.60

L3 | 487.98 164.70 104.32 74.10

C 20.50 6.94 4.51 3.20
Ganancia de velocidad

GP 1.00 291 4.92 6.92

H3 1.00 2.99 4.99 6.99

L3 1.00 2.96 4.68 6.58

C 1.00 2.95 4.55 6.41
DBL

GP 0.000 0.021 0.006 0.007
H3 0.000 0.001 0.007 0.007
L3 0.000 0.022 0.021 0.023
C 0.000 0.001 0.010 0.012
Evaluaciones de F'(X)
GP | 169213 169280 171415 171457
H3 | 283409 283888 283950 284020
L3 32765 33082 35392 35360
C 33449 33528 36363 36376
Evaluaciones de F(m(X))
GP 42303 42304 41829 41840
H3 35426 35422 35429 35438
L3 8191 8254 7824 7816
C 8362 8366 8066 8070

resultados muestran en para las funciones de prueba, la ganancia de velocidad estd muy
cerca del niimero de procesadores esclavos utilizados, observandose un pequeno decremento
de la ganancia de velocidad, conforme se incrementa el niimero de procesadores esclavos,
para las funciones L3 y C. En cuanto a la mejora del tiempo de CPU requerido para la
resolucién de los problema tratados, comparado con el método semi-estatico, se encuentra
entre un 14% para la funcién L3 y un 49% para la funcién H3 y comparado con el modelo
estatico las mejoras oscilan entre un 33% y un 86%.

Una evaluacién global de los resultados de ganancia de velocidad y de desbalanceo
para los tres métodos, muestra que la versién semi-estitica mejora el balanceo de la carga
y la ganancia de velocidad de la version estatica, pero la versiéon dinamica obtiene mejo-
res resultados con valores de desbalanceo diez veces menores que los semi-estaticos. Por
lo tanto, se puede concluir que el método de balanceo dindmico es imprescindible para
obtener buenos resultados de eficiencia en los algoritmos de Optimizacién Global basados
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Figura 4.7: Resultados numéricos de la ganancia de velocidad y del desbalanceo de la

carga.
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en intervalos. También hay que resaltar que la sobrecarga de la bisqueda obtenida en los
modelos semi-estitico y dindmico es muy baja. Por otro lado, el nuevo estimador de la
carga computacional propuesto, permite realizar buenas decisiones para obtener un buen
balanceo de la carga en este tipo de algoritmos paralelos.

4.5 Resumen

En este capitulo se ha resaltado la dificultad de desarrollar algoritmos paralelos, prin-
cipalmente cuando requieren estrategias de balanceo dindmicas. No solo hay que tener
en cuenta las caracteristicas de la arquitectura que finalmente se va a utilizar, sino que
también hay que tomar decisiones sobre el tipo de implementacién que se va a realizar,
donde las posibles opciones normalmente entran en conflicto. Si ademds hay que realizar
un balanceo dindmico de la carga, el niimero de pardmetros que hay que adaptar a las
exigencias de un problema concreto aumenta, aumentando asi la dificultad de encontrar
un algoritmo paralelo 6ptimo.

En los algoritmos de Ramificacién y Acotacién paralelos, hay que intentar realizar un
buen balanceo de la carga, reduciendo el nimero de comunicaciones. Un factor importante
es la utilizacién de un buen estimador de la carga computacional de un determinado proble-
ma. El estimador propuesto en este capitulo permite obtener un buen balanceo de la carga
y unos buenos indicadores de la eficiencia en algoritmos de Optimizacién Global paralelos
basados en intervalos, sobre un conjunto de problemas de prueba, computacionalmente
Poco costosos.
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Conclusiones y principales
aportaciones

En esta tesis se ha realizado un estudio de los algoritmos de Ramificaciéon y Acotacién y
de los métodos de Optimizaciéon Global basados en intervalos.

El concepto de algoritmo de Ramificacion y Acotacion esta basado en unas reglas
bésicas de actuacién: Seleccion, Acotacion, Division, Eliminacion y Terminacion. Estas
reglas bésicas fueron descritas en la seccidén 1.5 de forma general ya que los algoritmos de
Ramificacién y Acotacién pueden aplicarse a un gran niimero de problemas.

Los algoritmos de Optimizaciéon Global basados en intervalos hacen uso de las técnicas
de Ramificacion y Acotacién para la bisqueda inteligente de un minimo en el dominio del
problema. La base de estos algoritmos es el uso de una Regla de Acotacién basada en la
obtencién de una funcion de inclusion por medio de la Aritmética de Intervalos. El uso
de unas buenas reglas de Ramificacién y Acotacién para el problema a resolver hacen que
la eficiencia de tales algoritmos se incremente sustancialmente. Los problemas tratados en
esta tesis han sido:

e Encontrar la minima raiz en funciones unidimensionales.

e Encontrar el minimo de una funcién n-dimensional, generalmente no lineal, con la
Unica restriccidon de tener limites implicitos en la regién de busqueda.

Para ambos casos se han propuesto nuevas reglas de Ramificacion y Acotacion que han
permitido la mejora de estos algoritmos.

Para el problema de encontrar la minima raiz en funciones unidimensionales se han
propuesto unas nuevas reglas de Seleccion y Eliminacion. La nueva Regla de Eliminacion
estd basada en una nueva estrategia denominada el Test del Punto Negativo. Estas reglas
cooperan para obtener solamente la minima raiz de una funcién unidimensional, o de
un conjunto de funciones unidimensionales, con algoritmos simples, rigurosos y rapidos.
También se ha demostrado que una reordenacion de la secuencia logica de los procesos que
componen el algoritmo, permite acelerar el proceso de convergencia, es decir, incrementa
la eficiencia computacional del método.

Para el problema general de encontrar el minimo de una funcién n-dimensional se han
presentado las reglas de Ramificacién y Acotacién de uso mdas comun en los algoritmos
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actuales. También se ha presentado un nuevo pardmetro, pf*(X), que se ha mostrado
como un buen estimador del grado de proximidad, de cualquier subintervalo de la regién
de busqueda, a la regién de atracciéon hacia un minimo. Basandonos en el pardmetro
pf*(X), se han propuesto las siguientes modificaciones de las reglas de Ramificacién y
Acotacion en algoritmos de Optimizacién Global basada en intervalos:

e Regla de Division: El método més comiin de divisién es la bisecciéon de una o varias
coordenadas del espacio de bisqueda. Una vez establecido el tipo de division, ésta
permanece fija durante toda la ejecucién del algoritmo. Nuestra propuesta de Regla
de Division adapta el nivel de divisiéon a realizar sobre la subregion de busqueda X,
dependiendo del valor del pardmetro pf*(X). Comparando el nuevo tipo de divi-
sién dindmico con otros estaticos, los resultados obtenidos fueron siempre mejores y
cuanto mayor era la precision requerida en las soluciones, mayores fueron las mejoras
obtenidas con la nueva propuesta.

e Regla de Seleccion: Se ha presentado una nueva Regla de Seleccion Hibrida basada
en el pardmetro pf*(X), que permite obtener en las primeras etapas del algoritmo
el mejor valor del limite superior del minimo global. Este hecho reduce el costo
computacional del algoritmo, debido a que el conocimiento del mejor valor del limite
superior, permite eliminar de la lista de trabajo un mayor nimero de subintervalos,
que no seran evaluados. Cuando se alcanza este valor, el tipo de Regla de Seleccion
utilizada no cambiard el nimero de evaluaciones de la funcidn de inclusion, ya que
s6lo se seleccionaran los nodos criticos del arbol de bisqueda. Con el método usual
de seleccién, este limite superior normalmente no es conocido hasta llegar a las fases
finales del algoritmo.

e Regla de Eliminacion: Los algoritmos de Optimizacion Global basados en intervalos
se caracterizan principalmente por la rigurosidad de los resultados obtenidos. Las
nuevas reglas de eliminacion propuestas permiten reducir considerablemente el costo
computacional del algoritmo, pero a costa de perder esta rigurosidad.

La primera Regla de Eliminacion propuesta estd basada en el valor del pardmetro
pf*(X) para la subregién actual y el de sus ascendentes. Esta Regla de Eliminacion
ha permitido una mejora del 80% en los problemas tratados, sin la perdida de ninguno
de los minimos globales.

La segunda propuesta de Regla de Eliminacion estd motivada por la imposibilidad
de resolver algunos problemas que requieren enormes cantidades de memoria. Con
la nueva regla no solo se han resuelto problemas de mayores dimensiones sino que
se ha podido alcanzar una mayor precisién en las soluciones, con un coste muy
bajo en cuanto a la memoria requerida (casi despreciable). Con la nueva Regla de
Eliminacion no solo se reducen los requerimientos de memoria, sino que también se
disminuye considerablemente el nimero de evaluaciones de la funcidn de inclusion,
acercdndose este valor al minimo posible, en la mayoria de los casos.
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También se ha abordado el problema de la Optimizacion Global basada en intervalos
desde una perspectiva paralela. Tras una revisién de las estrategias existentes en la para-
lelizacion de algoritmos de Optimizacion Global basados en intervalos, donde el balanceo
dindmico estd determinado por la cantidad de las subregiones de biisqueda, X, que cada
procesador tiene pendientes para su procesamiento y en la calidad de las mismas, medida
por el valor de F(X*), se ha presentado un nuevo estimador de la carga computacional que
puede contener una determinada subregién de busqueda y se ha utilizado una bisqueda
basada en un modelo de seleccién hibrido, que ademas de permitir encontrar rapidamente
un buen limite superior del minimo de la funcién, también realiza una buena particiéon
del espacio de busqueda. Ambas propuestas permiten obtener un balanceo de la carga
mas equitativo en los algoritmos paralelos de Optimizacién Global basada en intervalos.
Nuestras propuestas paralelas han sido evaluadas sobre un sistema basado en una arqui-
tectura de memoria distribuida con procesadores Pentium, con una red de interconexion
Fast-Ethernet, que ha sido desarrollado por el grupo de investigacién “Supercomputa-
cién-Algoritmos” del Departamento de Arquitectura de Computadores y Electronica de la
Universidad de Almeria.

Consideramos que el trabajo realizado en esta tesis es un primer paso de entrada al
complejo mundo de la Optimizacién Global y sus aplicaciones. Muchos aspectos tedricos
y practicos, tanto en la vertiente secuencial como en la paralela, deberdn ser abordados
en el futuro. Sin ser exhaustivos, nuestro interés a corto plazo se centrard en los siguientes
aspectos:

e Inclusién de los aceleradores tradicionales basados en la evaluacién del gradiente,
mediante diferenciacién automadtica o expresiones analiticas, en nuestras propuestas
algoritmicas.

e También se incluirdn expresiones que permiten obtener mejores funciones de in-
clusién, como las basadas en la pendiente (slope forms) y las centradas (centered
forms).

e Desde el punto de vista del paralelismo, el andlisis de modelos distribuidos puede
ampliar las perspectivas de implementacién de los algoritmos tratados en esta te-
sis. Ademads, los métodos propuestos deberan evaluarse sobre maquinas de memoria
compartida-distribuida.

e Por dltimo, forman parte de los proyectos de futuro, el tratamiento de aplicaciones
reales cientificas o industriales, mediante los métodos propuestos en esta tesis, lo
que permitird dar consistencia a las nuevas versiones de los algoritmos, que se han
disenado para poder abordar problemas extremadamente complejos desde un punto
de vista computacional.
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Apéndice A

Funciones test.

Goldstein-Price (GP) [177]:

Ecuacién de la funcién:
fap(z) =[1+ (z1 + z2 + 1)2(19 — 14z, + 3:}6% — 14z9 + 62129 + 3:17%)] X
30 + (221 — 322)2 (18 — 3221 + 1222 + 48z — 36212 + 2722)]

Dominio (S): =2 <z; <2, i =1,2
Anchura del rango real: w(f(S)) =~ 10°
Minimo global: f* =3, z* = (0, —1)7

Goldstein-Price

Funcién de inclusion:
Fap(X) =(1 + (Y1 4+ 1)%(19 — 14Y; + 3Y7)) x
(30 + Y (18 — 16Y, + 3Y7))
con Y1 =X+ Xo, Yo =2X;-3X,
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Shekel 5 (S5) [177]:

Ecuacién de la funcién:

5

1
fss(z) = — Z (z — a;)(z — a;)T + ¢

i=1
Coeficientes:
i a; C;
1| (4.0,4.0,4.0,4.0) | 0.1
21 (1.0,1.0,1.0,1.0) | 0.2
3| (8.0,8.0,8.0,8.0) | 0.2
41 (6.0,6.0,6.0,6.0) | 0.4
51 (3.0,7.0,3.0,7.0) | 0.4

Dominio (S5): 0 <z; <10, i=1,..,4
Anchura del rango real: w(f(S)) ~ 10
Minimo global:

[ =—-10.15319967
z* = (4.0000371,4.0001332, 4.0000371,4.0001332)T

Observacién: Los 5 minimos locales con f & —1/¢; estdn aproximadamente en a;.

Shekel 7 (S7) [177]:

Ecuacién de la funcién:

7
1
sile) = ; (= ai)(z —a)” + ¢
Coeficientes:
i a; C;
1| (4.0,4.0,4.0,4.0) | 0.1
21 (1.0,1.0,1.0,1.0) | 0.2
3| (8.0,8.0,8.0,8.0) | 0.2
41 (6.0,6.0,6.0,6.0) | 0.4
51 (3.0,7.0,3.0,7.0) | 0.4
6 | (2.0,9.0,2.0,9.0) | 0.6
71 (5.0,5.0,3.0,3.0) | 0.3
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Dominio (S): 0 <z; <10, i=1,..,4
Anchura del rango real: w(f(S)) ~ 10
Minimo global:

£* = —10.40294056
z* = (4.0005729, 4.0006893, 3.999489, 3.9996061)"

Observacién: Los 7 minimos locales con f &= —1/¢; estdn aproximadamente en a;.

Shekel 10 (S10) [177]:

Ecuacién de la funcién:
10

1
fsile) = ; (@ = ai)(z —a)” + ¢
Coeficientes:
1 a; C
1 | (4.0,4.0,4.0,4.0) | 0.1
2 |(1.0,1.0,1.0,1.0) | 0.2
3 | (8.0,8.0,8.0,8.0) | 0.2
4 | (6.0,6.0,6.0,6.0) | 0.4
5 | (3.0,7.0,3.0,7.0) | 0.4
6 | (2.0,9.0,2.0,9.0) | 0.6
7 | (5.0,5.0,3.0,3.0) | 0.3
8 | (8.0,1.0,8.0,1.0) | 0.7
9 | (6.0,2.0,6.0,2.0) | 0.5
10 | (7.0,3.6,7.0,3.6) | 0.5

Dominio (S5): 0 <z; <10, i=1,..,4
Anchura del rango real: w(f(S)) ~ 10
Minimo global:

f* = —10.53640981
= (4.000746,4.00059, 3.999663, 3.999509)”

Observacién: Los 10 minimos locales con f & —1/¢; estdn aproximadamente en a;.

Hartman 3 (H3) [177]:

Ecuacién de la funcién:

fH3 Z C; €Xp Z az] pz]
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Coeficientes:
1 Q; Ci Di
11 (3.0,10.0,30.0) | 1.0 | (0.36890,0.11700,0.26730)
2 | (0.1,10.0,35.0) | 1.2 | (0.46990,0.43870,0.74700)
3 | (3.0,10.0,30.0) | 3.0 | (0.10910,0.87320,0.55470)
41 (0.1,10.0,35.0) | 3.2 | (0.03815,0.57430,0.88280)

Dominio (S): 0 <z; <1,7=1,..,3
Anchura del rango real: w(f(S)) ~ 3.9
Minimo global:
f*=—3.86278214
z* = (0.1146143,0.55564988, 0.85254695)

Hartman 6 (H6) [177]:

Ecuacién de la funcién:

fHG Zcz €xp Zaz] pzy

Coeficientes:

i o % C; Di

1| (10.00, 3.00,17.00, 3.50, 1.70, 8.00) | 1.0 | (0.1312,0.1696,0.5569,0.0124,0.8283,0.5886)
2 | (0.05,10.00,17.00, 0.10, 0.80,14.00) | 1.2 | (0.2329,0.4135,0.8307,0.3736,0.1004,0.9991)
3| (3.00, 3.50, 1.70,10.00,17.00, 8.00) | 3.0 | (0.2348,0.1451,0.3522,0.2883,0.3047,0.6650)
4 | (17.00, 8.00, 0.05,10.00, 0.10,14.00) | 3.2 | (0.4047,0.8828,0.8732,0.5743,0.1091,0.0381)

Dominio (S): 0 <z; <1, i=1,..,6
Anchura del rango real: w(f(S)) ~ 3.3
Minimo global:

[ =-3.32236801
z* = (0.2016895,0.1500106, 0.4768739, 0.2753324, 0.31165161, 0.65730053) "

Levy No. 3 (L3) [185]:

Ecuacién de la funcién:

frs(z Z@cos (1 4+ 1)z + 1) Z]cos (7 + Dxo + 7)
=1 j=1
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161

Lew 3

Dominio (S): =10 < z; <10, i =1,2

Anchura del rango real: w(f(S)) ~ 380

Existen 9 minimos globales con:
f*=-176.54179313

((4.97647760, 4.85805687)"
4.97647760, —1.42512842)T
4.97647760, —7.70831373)T
~1.30670770, 4.85805687)%
~1.30670770, ~1.42512842)T
~1.30670770, —7.70831373)T
~7.58989301, 4.85805687)7
~7.58989301, —1.42512842)T
~7.58989301, 7.70831373) T

X*

—
AN N N N N N N~

\

Levy No. 5 (L5) [185]:

Ecuacién de la funcién:

5 5
frs(z) = Zicos((i + 1)z +1) chos((j + 1)z + )

i=1 j=1
+ (z1 + 1.42513)2 + (29) + 0.80032)?
Dominio (S): —10 < z; <10, i =1,2

Anchura del rango real: w(f(S)) ~ 460
Minimo global: f* = —176.137578, z* = (—1.306853, —1.424845)"
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Levy 5

Levy No. 8 (L8) [185]:

Ecuacién de la funcién:

2
frs(z) =sin’(my1) + > (g — 1)(1 + 10sin®(wy;41))
=1

+(ys —1)°
cony; =1+ (z; —1)/4

Dominio (S): =10 < z; <10, i =1,2
Anchura del rango real: w(f(S)) ~ 160
Minimo global: f* =0, z* = (1,1,1)T

Six Hump Camel Back (C) [177]:

Ecuacién de la funcién:
1
fo(z) = 422 — 2127 + gx? + z139 — 4a3 + 425

Dominio (S): =5 < z; <5, i =1,2
Anchura del rango real: w(f(S)) ~ 6400
Existen dos minimos globales con:

F* = —1.03162845

. [(0.08984201,-0.71265640) "
(~0.08984201, 0.71265640)”
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Six-Hump-Camel-Back

Eje X

Funcién de inclusién:

1
Fo(X) =(4Y; — 2.1Y72 + gYf’) + X1Xy +4(Y3(Ys — 1))
conY) = X2, Yo = X3

Three Hump Camel Back (C3) [41]:

Three-Hump-Camel-Back

Eje X

Ecuacién de la funcién:
1
fes(x) = 222 — 1.05z7 + gxff + 2129 + 23

Dominio (S): =5 < z; <5, i=1,2
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Anchura del rango real: w(f(S)) ~ 2000
Minimo global: f* =0, z* = (0,0)7

Griewank 2 (G2) [177]:

Ecuacién de la funcién:

x% + x%
200

faa(z) = —cos(xy) - cos(—=) + 1

2
V2

Dominio (S): —100 < z; < 100, 7 =1,2
Anchura del rango real: w(f(S)) ~ 100
Minimo global: f* =0, z* = (0,0)T

Griewanl k-2

Observacion: Existen aproximadamente 500 minimos locales en la regién de buisqueda.

Griewank 10 (G10) [177]:

Ecuacién de la funcién:

10 2 10
X Ty
Jaw(@) = g5 ~ Ll eos(Z5) +1
1=1 1=1

Dominio (S): =600 < z; <600, i =1,...,10

Anchura del rango real: w(f(S)) ~ 900

Minimo global: f* =0, z* = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)”

Observacién: Existen varios miles de minimos locales en la regiéon de buisqueda.
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Branin 2 (BR2) [41]:

Ecuacién de la funcién:

2

1 2 1
fBR2(2) = (1 —2x9 + 20 sin(4rzg) — :1:1> + (xg ~ 3 sin(27rgc1)>

Eje X

Dominio (S): =10 < z; <10, i =1,2
Anchura del rango real: w(f(S)) ~ 1100
Existen 5 minimos globales con:

fr=0

(1, 0)T
(0.148696, 0.402086)"

X* = { (0.402537, 0.287408)"
(1.59746, —0.287408) 7
(1.85130, —0.402086)

\

Rosenbrock (RB) [41]:

Ecuacién de la funcién:
fRB(x) = 100(.’1}% — $2)2 + (:El — 1)2
Dominio (S): -2 <x; <8, i =1,2

Minimo global: f* = 0 ot = (1,1)T
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Rosenbrock

Eje X

Simplified Rosenbrock (SRB) [41]:
Ecuacién de la funcién:
frn(e) = 5@t = 2 + (o1 = 1)
Dominio (§): —2 < z; <8, i =1,2
)

Anchura del rango real: w(f(S)) ~ 2200
Minimo global: f* =0, z* = (1,1)7

Simplified Rosenbrock

EjeZ

Eje X

Observacion: Se ha reducido la pendiente del valle de la funcién RB.
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Price (P) [42]:
Ecuacién de la funcién:

fr(e) = (22fws — 23)* + (621 — 25 + 22)?
Dominio (S): =10 < z; <10, i =1,2
Anchura del rango real: w(f(S)) ~ 4.4 - 10®

Existen 3 minimos globales con:

fr=0
(0, 0)"
X =<2, 97
(1.464352, —2.506012)”

Funcién de inclusién:

Fp(X) = (X (2X7 — X3)) + (X2 (1 — Xy) 4 6X,)?

Treccani (TR) [41]:
Ecuacién de la funcién:
frr(z) = :Eil + 4:5? + 4$% + (L‘%

Dominio (S): =5 < z; <5, i =1,2
Anchura del rango real: w(f(S)) ~ 1500
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Treccani

Funcién de inclusién:

Fre(X) = X2 (X, +2)* + X2

Observacién: (-1,0) y (-2,0) son dos puntos de "silla de montar”.

Schwefel No. 3.1 (S3.1) [185]:

Ecuacién de la funcién:
2\ 2 2
Fsaa@) =3 [(er = a3) + (2 — 1]
i=1
Dominio (S): =10 <z; <10, i =1,..,3
Anchura del rango real: w(f(S)) ~ 3.7 -10%
Minimo global: f* =0, z* = (1,1,1)T
Matyas (MT) [185]:
Ecuacién de la funcién:

fur(z) = 0.26(x% + 23) — 0.48z1 29
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Dominio (S): =10 < z; <10, i =1,2
Anchura del rango real: w(f(S)) ~ 100
Minimo global: f* =0, z* = (0,0)T

Eje X
Funcién de inclusién:

Fryr(X) =0.26(X; — Xo)2 4 0.04X, X,
EX1 (EX1) [35]:

EX1 EX1
10—

102- r
104 T S T ——
il
WA —
108-
e R e —
i
EERRRNRNEEL |
12 I Y —
N X T e —
EIIIHIIII=I=
ERRRERR ————
i i
1

116
e %
T
12
0 0.2 0.4 0.6 08
&

je X

Ejez

I
12 14 16 18 2

Ecuacion de la funcion:
fexi(@) = 0.1((1 — z1)? + sin(10z1)) + (11 — z2)? + sin(10z5)

Dominio (S): [0.0,2.0] x [10.0, 12.0]
Anchura del rango real: w(f(S)) ~ 4
Minimo global: f* = —1.076182, z* = (1.0976052,11.14966027)"
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EX2 (EX2) [35]:
Ecuacién de la funcion:
6
fEx2(x) = Z:ZI fi— <$1 + % +1 (wi$4 - %))

Dominio (S): [0.0,1.0]2 x [1.1,1.3] x [0.0,1.0]?
Coeficientes:

2

fi=(5.0—5.0i, 3.0 — 2.0i, 1.5—0.5i, 1.2 — 0.2, 1.1 — 0.15)

™

Minimo global: Segtin los autores f* ~ 0.212 Con nuestros algoritmos se han obtenido
los siguientes valores:

[ = 0.212459838694341
z* = (0.606295463259812,
0.556762695328871,
1.131807708718409,
0.750201387128982,
0.621900754986200)

Funcién de inclusién:

6 X%\ x5 \\
FEXQ(X) :Z <y7"ei— <X1+T23>> + <yimi— <wiX4_T53>>
i=1 Wy Wy

yrei = (5.0, 3.0, 2.0, 1.5, 1.2, 1.1)
yim; = (=5.0, —2.0, —1.0, —0.5, —0.2, —0.1)
w; = (0.057, 0.17, 0.157, 0.27, 0.257, 0.37)

Observacién:

El termino | - |2 para ntimeros complejos puede calcularse simplemente como
la suma de los cuadrados de los términos real e imaginario.

Branin (BR) [177]:
Ecuaciéon de la funcién:

51 , 5 2 1
fer(z) =z — —S2{+ —21—6) +10(1—— ) cos(z1) + 10
472 s 8
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Dominio (S): [-5,10] x [0, 15]
Anchura del rango real: w(f(S)) ~ 300

Existen 3 minimos globales con:

f*=10.397887
(-3.14159, 12.275)T
X* = ¢(3.14159, 2.275)T
(9.42478, 2.475)T

Branin

Kowalik (KW) [185]:

Ecuacién de la funcién:

11 2
o b% + bi.’L'Q
Frew (@) = ; (az 1 b? + bjxs + x4

Coeficientes:
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i a; 1/b;
1 |0.1957 | 0.25
2 10.1947 | 0.50
3 10.1735 | 1.00
4 | 0.1600 | 2.00
5 | 0.0844 | 4.00
6 | 0.0627 | 6.00
7 | 0.0456 | 8.00
8 | 0.0342 | 10.00
9 | 0.0323 | 12.00
10 | 0.0235 | 14.00
11 | 0.0246 | 16.00

Dominio (S): 0 <z; <042, i =1,...4
Anchura del rango real: w(f(S)) ~ 36
Minimo global:

f* =3.074859878 - 10~*
o = (0.192833452982, 0.19083623878, 0.12311729627, 0.13576598998)

Ratz No. 4 (R4) [158]:

Ecuacién de la funcién:

fra(z) = sin(x% + 2:1:%) exp(—x% — x%)

Dominio (S): —3<z; <3, i=1,2
Anchura del rango real: w(f(S)) ~ 0.6
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Existen 2 minimos globales con:

f*=-0.10689134

. ] (0.0, -1.4575221047)7
(0.0, 1.4575221047)%

Ratz No. 8 (R8) [158]:

Ecuacién de la funcién:

8 2 2
frs(z) = <sin2 <wx1:3> +izzl <xz4_ 1) (1 1 10 sin? (wix”f?’»)

Dominio (S): [-10,10]°
Anchura del rango real: w(f(S)) ~4.4-10°
Minimo global:

f*=0.0
¢t =(1,1,1,1,1,1,1,1,[-10, 10))"

Observacién: Existen infinitos minimos globales ya que Xg = [-10, 10].

Henriksen-Madsen No. 3 (HM3) [74, 7]:

Ecuacién de la funcién:

2 5
fams(@) ==Y jsin((j + Vi + j)

i=1 j=1

Dominio (S): =10 < z; <10, i =1,2
Anchura del rango real: w(f(S)) ~ 50
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Henriksen-Madsen 3

Existen 9 minimos globales con:

F* = —24.06249888

((—6.77457614, —0.491390836)T
-0.491390836, 5.79179447)"
5.79179447, —0.491390836)”
~0.491390836,-0.491390836) T
~0.491390836,-6.77457614) T
~6.77457614, —6.77457614)T
5.79179447, —6.77457614)T
~6.77457614, 5.79179447)T
5.79179447, 5.79179447)7

X*

e N N N N NI N e T

\

Henriksen-Madsen No. 4 (HM4) [74, 7]:

Ecuacién de la funcién:

3 5

Fama(@) = =Y jsin((j + Vi + j)

i=1 j=1

Dominio (S): =10 < z; <10, i =1,..3
Anchura del rango real: w(f(S)) ~ 80
Minimo global: f* = —36.09374832, z* = (0.4913908,0.4913908, 0.4913908)”
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Beale (BL) [185]:

Ecuacién de la funcién:

fBL(x) = (1.5 — T+ $1.’I)2)2 + (2.25 — 1+ .’Elxg)Q
+ (2.625 — z1 + 2125)*

Dominio (S): —4.5 < x; < 4.5, i =1,2
Anchura del rango real: w(f(S)) ~ 1.8 10°
Minimo global: f* = 0, z* = (3,0.5)7

Beale

Funcién de inclusién:

Fup(X) = (L5 + X1 (Xo — 1)% + (2.25 + X, (X2 — 1))’
+ (2625 + X1 (X3 —1))°
Chichinadze (CHI) [42]:

Ecuacién de la funcién:

fomr(z) =27 — 121 + 11 + 1060s(gx1)

—1)?
+ 8sin(bmxy) — % exp (—%)

Dominio (S): —30.0 < z; < 30.0, i = 1,2
Anchura del rango real: w(f(S)) ~ 1300
Minimo global: f* = —43.315862, =* = (5.90133,0.5)”
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Cichinadze

Eje X

Funcién de inclusién:
Fpn(X) =X, (X1 — 12) + 11 + 10 cos(%Xl)
1 (X2 —1)?

+ 8sin(bnX;) — —=exp | —
V5 2
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Apéndice B

Direcciones de interés en Internet

B.1 Aritmética de Intervalos

B.1.1. Errores de la Aritmética Computacional:
http://www.math.psu.edu/dna/455.f96 /disasters.html

B.1.2. Interval Computations:
http://cs.utep.edu/interval-comp/main.html

B.1.3. Interval Methods:
http://solon.cma.univie.ac.at/~neum/interval.html

B.2 Arquitecturas y Algoritmos Paralelos

B.2.1. Parallel Architectures and Algorithms :
http://miro.ualm.es/parallel.html

B.2.2. Network of workstations :
http://miro.ualm.es/caesarg.html

B.3 Diferenciaciéon Automatica

B.3.1. Automatic Differentiation:
http://solon.cma.univie.ac.at/~neum/glopt/related.html#autodiff

B.4 IEEE-754

B.4.1. IEEE-754 status:
http://www.cs.berkeley.edu/~wkahan/ieee754status/

B.4.2. Cray Assembler for MPP:
http://www.ciemat.es:8080/library/t3e/2510.2.2/8319
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B.5 Optimizacién Global

B.5.1. A Survey of GO Methods:
http://www.cs.sandia.gov/opt/survey/

B.5.2. Global (and Local) Optimization:
http://solon.cma.univie.ac.at/~neum/glopt.html

B.5.3. Decision Tree for Optimization Software:
http://plato.la.asu.edu/guide.html

B.5.4. List of Useful Optimization Software:
http://ucsu.colorado.edu/~xu/software.html

B.5.5. Continuous GO Software: A Brief Review
http://plato.la.asu.edu/gom.html

B.5.6. The Optimization Technology Center:
http://www-c.mcs.anl.gov/home/otc/

B.5.7. Global Optimization Page:
http://cad.bu.edu/go/

B.5.8. Mathematical Optimization:
http://csepl.phy.ornl.gov/mo/mo.html

B.5.9. Michael Trick’s Operations Research Page:
http://mat.gsia.cmu.edu/index.html

B.5.10. Links to Global Optimization:
http://miro.ualm.es/optimization.html

B.6 Problemas de corte con cero
B.6.1. Numerical methods for finding roots :
http://daisy.uwaterloo.ca/~kghare/numeric/index.html
B.7 Problemas de Optimizacién Combinatoria

B.7.1. TSPBIB Home Page :
http://www.ing.unlp.edu.ar/cetad/mos/TSPBIBhome.html
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