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1Pr�ologoMu
hos de los problemas pr�a
ti
os que apare
en en diversas �areas pueden plantearse 
omoproblemas de Optimiza
i�on Global. Consideremos, por ejemplo, el dise~no de un sistemaque exige 
iertas 
ondi
iones 
r��ti
as de fun
ionamiento. Este sistema debe in
luir 
ara
-ter��sti
as que pueden ser modi�
adas por el dise~nador, dentro de 
iertos l��mites. El rangode valores que puedan tomar estos par�ametros espe
i�
a el espa
io de de�ni
i�on de lasvariables de entrada para el problema de optimiza
i�on. Cuando el rendimiento del sistemase expresa 
omo una fun
i�on matem�ati
a de las variables a optimizar, esta fun
i�on poseefre
uentemente m�as de un m��nimo (o m�aximo) lo
al. Los algoritmos que distinguen en-tre estos m��nimos lo
ales y lo
alizan el mejor, se 
ono
en 
omo aquellos que resuelven elproblema de Optimiza
i�on Global.La Optimiza
i�on Global est�a rela
ionada 
on la 
ara
teriza
i�on y 
omputa
i�on delm��nimo o m�aximo global de fun
iones no lineales 
on o sin ligaduras. Tales problemasapare
en en un amplio rango de apli
a
iones del mundo real que se pueden modelar ma-tem�ati
amente. Entre tales apli
a
iones, se en
uentran: �nanzas, estad��sti
a, 
ontrol enplantas de produ

i�on industrial, dise~no de 
ir
uitos, problemas de redes y transporte,dise~no y 
ontrol en ingenier��a qu��mi
a, biolog��a mole
ular, y otras mu
has [52℄. Estos pro-blemas pertene
en a la 
lase de los problemas NP-Duros [131℄, por lo que son dif��
iles deresolver.La Optimiza
i�on Global es sustan
ialmente m�as 
ompli
ada que la Optimiza
i�on Lo-
al, en la 
ual se bus
a un m��nimo lo
al en las proximidades del punto de 
omienzo dela b�usqueda. Una manera de obtener los m��nimos globales 
onsiste en determinar todoslos m��nimos lo
ales y de ellos quedarse 
on los menores, pero esta aproxima
i�on es im-pra
ti
able, debido a que mu
hos problemas se 
ara
terizan por tener un gran n�umero dem��nimos lo
ales. Adem�as, in
luso la determina
i�on de un m��nimo lo
al no es siempre f�a
il.Por lo tanto, en vez de una informa
i�on lo
al hay que usar una informa
i�on global paraevitar la b�usqueda en solu
iones lo
ales.Los m�etodos basados en el an�alisis de intervalos son apropiados para obtener una infor-ma
i�on global 
on un 
oste bajo. Los intervalos se representan en el 
omputador mediantedos n�umeros reales que deben ser internamente representables mediante la Aritm�eti
aComputa
ional. Un intervalo es un sub
onjunto in�nito de los n�umeros reales 
errado ya
otado, y no s�olo las 
antidades �nitas representadas en los l��mites del intervalo, porlo tanto tienen una 
antidad in�nita de informa
i�on, lo que impli
a que tienen informa-
i�on global. En la se

i�on 1.2, se de�nir�a la Aritm�eti
a de Intervalos que fue desarrolladaini
ialmente 
on el prop�osito de tener en 
uenta los errores de redondeo 
ometidos porla Aritm�eti
a Computa
ional [124℄, permitiendo as�� probar en el 
omputador senten
iasmatem�ati
amente 
orre
tas. Por ejemplo, usando una sola evalua
i�on de la Aritm�eti
a deIntervalos, se puede obtener informa
i�on �able sobre la in
lusi�on del rango de la fun
i�onobjetivo en un intervalo (su 
oste es, aproximadamente, dos ve
es el de la Aritm�eti
a Real),
on lo que se puede determinar si una fun
i�on tiene un 
ero en un intervalo determinado.leo�miro.ualm.es



2 Para la obten
i�on de solu
iones rigurosas, apare
ieron una nueva 
lase de algoritmosde Optimiza
i�on Global, distintos de los tradi
ionales, basados en la Aritm�eti
a de Inter-valos. El primer algoritmo de este tipo es el llamado Moore-Shelboe, ya que Skelboe [167℄desarroll�o el primer algoritmo de Optimiza
i�on Global, basado en las ideas de Aritm�eti
ade Intervalos de Moore [123℄ y en el modelo de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on, siendo �estemejorado posteriormente por Moore [126℄. Las mejoras introdu
idas en el algoritmo deMoore-Skelboe pueden en
ontrarse en [88℄. Tanto el algoritmo b�asi
o, 
omo los dispositi-vos a
eleradores m�as ampliamente utilizados, ser�an des
ritos en este trabajo, en el que sepresentan nuevas versiones se
uen
iales y paralelas.Los 
omputadores paralelos son los que ofre
en una mayor poten
ia de 
�al
ulo. Seusan prin
ipalmente para resolver problemas 
uyo tiempo de resolu
i�on sobre una m�aquinase
uen
ial es muy grande. La ventaja de los 
omputadores paralelos es el uso de variospro
esadores para la resolu
i�on de un problema. Para obtener buenos resultados sobre un
omputador paralelo, normalmente hay que adaptar los programas se
uen
iales a la nuevaarquite
tura. Los algoritmos de Optimiza
i�on Global basados en Aritm�eti
a de Intervalosy Rami�
a
i�on y A
ota
i�on, debido a que determinan 
on la pre
isi�on deseada todoslos m��nimos globales, son llamados tambi�en algoritmos de Optimiza
i�on Global pre
isos.Debido a su pre
isi�on, estos algoritmos tienen una 
omplejidad exponen
ial 
on el n�umerode dimensiones del problema a resolver. �Esto, junto 
on el he
ho de que los algoritmos deRami�
a
i�on y A
ota
i�on son altamente paralelizables, los ha
en buenos 
andidatos parasu resolu
i�on en paralelo.Esta tesis se ha organizado de la siguiente forma: en el Cap��tulo 1 se introdu
en lasbases matem�ati
as y 
ient���
as de los algoritmos de Optimiza
i�on Global basados en in-tervalos y la nomen
latura usada. Tambi�en se des
riben los distintos tipos de problemasde optimiza
i�on y los distintos algoritmos propuestos para su resolu
i�on. En esta tesis nos
entraremos en los algoritmos de Optimiza
i�on Global basados en intervalos. Para ello serealizar�a una breve des
rip
i�on de la Aritm�eti
a Computa
ional y de Intervalos, as�� 
omode la Aritm�eti
a de Intervalos Extendida. Tambi�en se des
riben los distintos tests quepermiten determinar la inexisten
ia de m��nimos globales. Varios de estos tests, 
omo eltest de monoton��a, requieren que el problema a resolver sea diferen
iable. En esta tesislas mejoras propuestas para los algoritmos de Optimiza
i�on son independientes de la di-feren
iabibidad o no, de los problemas a resolver. Adem�as, para los estudios num�eri
os esimportante probar las nuevas mejoras 
on la ausen
ia de otros dispositivos a
eleradores.No obstante, en la Se

i�on 1.3 se des
riben los dispositivos a
eleradores m�as ampliamenteutilizados en los algoritmos de Optimiza
i�on Global basada en intervalos. Por el mismomotivo, se introdu
e la Diferen
ia
i�on Autom�ati
a que permite un 
�al
ulo e�
iente dela fun
i�on de in
lusi�on del gradiente y de la matriz Hessiana, sin ne
esidad de expresarexpl��
ita y anal��ti
amente, las derivadas de la fun
i�on objetivo. Finalmente, se detallar�anlas reglas generales de: Divisi�on, Sele

i�on, A
ota
i�on, Elimina
i�on y Termina
i�on querigen los algoritmos de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on, las posibles op
iones para las mismas ysus ventajas e in
onvenientes. Estas reglas ser�an la base de los estudios posteriores.En el 
ap��tulo 2 se estudia una 
lase de problemas de Optimiza
i�on que 
onsisten enleo�miro.ualm.es



3la determina
i�on de la primera ra��z de una fun
i�on uni-dimensional y la primera ra��z deun 
onjunto de fun
iones uni-dimensionales. La resolu
i�on de este tipo de problemas tieneun amplio rango de apli
a
iones. En este 
ap��tulo se presentan nuevos algoritmos queresuelven e�
ientemente estos problemas.En el 
ap��tulo 3 se des
ribe un algoritmo simple de Optimiza
i�on Global pre
isa yse presentar�an las modi�
a
iones propuestas para las reglas b�asi
as de Rami�
a
i�on yA
ota
i�on de este algoritmo, 
on
retamente, la Regla de Divisi�on, la Regla de Elimina
i�ony la Regla de Sele

i�on, las 
uales permitir�an a
elerar 
onsiderablemente el algoritmoini
ial.En el Capitulo 4 se ha
e un resumen de las bases de la 
omputa
i�on paralela. Despu�es deuna 
lasi�
a
i�on de las arquite
turas paralelas y de la de�ni
i�on de los 
on
eptos ne
esariospara la realiza
i�on de medidas de rendimiento de los algoritmos paralelos, se introdu
enlos 
riterios de balan
eo de la 
arga, ne
esarios para los algoritmos de Rami�
a
i�on yA
ota
i�on, que ser�an la base de los algoritmos paralelos de Optimiza
i�on Global basadosen intervalos. Despu�es, se estudiar�a la paraleliza
i�on de los algoritmos de Rami�
a
i�ony A
ota
i�on, junto 
on las posibles ele

iones a tener en 
uenta en su implementa
i�on ylas anomal��as que se pueden presentar. Se des
ribir�an brevemente las implementa
ionesparalelas de los algoritmos de Optimiza
i�on Global basados en intervalos que puedenen
ontrarse en la literatura y �nalmente se propone un nuevo algoritmo paralelo basadoen las mejoras que se introdujeron en el algoritmo se
uen
ial, presentando resultados delas pruebas num�eri
as realizadas, as�� 
omo de las medidas de rendimiento.En el Ap�endi
e A, se detallan los problemas de prueba utilizados en esta tesis. Se ha
euna des
rip
i�on anal��ti
a de los problemas, se espe
i�
an sus dominios y la lo
aliza
i�on desus m��nimos globales.

leo�miro.ualm.es
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CAP�ITULO 1. INTRODUCCI �ON 1
Cap��tulo 1Introdu

i�on1.1 Optimiza
i�on matem�ati
aLa Optimiza
i�on Matem�ati
a es el nombre formal de la rama de la 
ien
ia 
omputa
ional,que bus
a una respuesta a la pregunta: >Qu�e es mejor?, para problemas donde la 
alidadde la respuesta puede expresarse mediante un valor. Estos problemas apare
en en �areas
ient���
as 
omo Matem�ati
as, F��si
a, Qu��mi
a y Biolog��a, Ingenier��a, Arquite
tura, E
o-nom��a y Administra
i�on, existiendo tambi�en un amplio rango de t�e
ni
as disponibles pararesolverlos.En esta se

i�on se realizar�a una breve, y por lo tanto no exhaustiva, 
lasi�
a
i�on delos diferentes problemas de Optimiza
i�on y de los m�etodos que existen para resolverlos.1.1.1 Problema generalEl objetivo en un problema de optimiza
i�on es en
ontrar la mejor solu
i�on, a menudoexpresada 
omo un ve
tor de reales, de forma que se minimi
e (o maximi
e) el valor deuna fun
i�on objetivo, posiblemente sujeta a una serie de restri

iones sobre los posibles
andidatos. La des
rip
i�on general del problema es:minimizar f(x)sujeto a : g(x) � 0;h(x) = 0;x � x � x;x 2 Rn : (1.1)
donde f(x) : Rn ! R es la fun
i�on objetivo y g(x) : Rn ! Rm y h(x) : Rn ! Rk sonfun
iones que restringen la regi�on de b�usqueda de la(s) solu
i�on(es). leo�miro.ualm.es



2 1.1. OPTIMIZACI�ON MATEM�ATICASe de�ne la regi�on de b�usqueda de los posibles 
andidatos, o dominio del problema(1.1), 
omo: S = fx 2 Rn : g(x) � 0; h(x) = 0; x � x � xg (1.2)En (1.2), x y x son l��mites (�nitos) impl��
itos. Cuando s�olo se da el tipo de restri

ionespor l��mites impl��
itos en la regi�on de b�usqueda, el problema de optimiza
i�on se suele in
luiren el grupo de problemas denominados sin restri

iones.Una solu
i�on global del problema (1.1) viene dada por x� 2 S de forma que f� =f(x�) � f(x); 8x 2 S. Una solu
i�on lo
al del problema (1.1), se de�ne 
omo ~f = f(~x) �f(x);8x 2 S \N�(~x) 
on � > 0, donde N�(~x) son los �-ve
inos del punto ~x, de�nidos porN�(~x) = fx : k x � ~x k< �g. Un m��nimo lo
al no se 
onsidera una solu
i�on �optima para(1.1) hasta que no se demuestra que es una solu
i�on global. S�olo se 
onsidera el problemade minimiza
i�on, ya que el de maximiza
i�on puede rees
ribirse 
omo uno de minimiza
i�on( maxx2S ff(x)g = minx2Sf�f(x)g ).Si todas la fun
iones de�nidas anteriormente son 
ontinuas, el 
onjunto de solu
iones�optimas para el problema (1.1) es no va
��o. Para resolver el problema (1.1), la mayor��ade las investiga
iones realizadas se han enfo
ado al 
aso espe
ial en el que la estru
turadel modelo matem�ati
o tiene una serie de 
ara
ter��sti
as, 
on lo que se puede estable
erque s�olo existe una �uni
a solu
i�on y por lo tanto, un �uni
o m��nimo, que es a la vez lo
aly global. Esto se 
umple, por ejemplo, si f y S son 
onvexas. Los m�etodos desarrolladospara problemas 
onvexos usan solamente informa
i�on lo
al. Con la informa
i�on de uno om�as puntos, se 
onstruye una aproxima
i�on de la solu
i�on del problema original, la 
u�alse usa para 
al
ular un nuevo punto de prueba en la siguiente itera
i�on. Estos m�etodosgarantizan la 
onvergen
ia al m��nimo global, si se da la propiedad de 
onvexitud, de otraforma, di
ha 
onvergen
ia no est�a asegurada.Aunque mu
hos tipos de problemas pertene
en a la 
lase anterior, existe una ampliavariedad de problemas donde la existen
ia de un solo m��nimo no puede ser postuladao veri�
ada, 
on lo que su resolu
i�on se vuelve m�as dif��
il. Ejemplos de esos problemaspueden en
ontrarse en [144, 138, 177, 51, 50, 67, 9℄.El 
ampo emergente de la Optimiza
i�on Global se o
upa de problemas de programa-
i�on matem�ati
a, 
on la (posible) presen
ia de m�ultiples m��nimos lo
ales. Este n�umerode m��nimos lo
ales es normalmente des
ono
ido y puede ser bastante grande. Adem�as,las diferen
ias entre los valores de la fun
i�on objetivo en los m��nimos lo
ales y globalespueden ser muy grandes. Debido a esto, las solu
iones lo
ales no son v�alidas en la mayor��ade los 
asos. In
luso para diferen
ias peque~nas entre los valores en los m��nimos lo
ales yglobales, el no en
ontrar el m��nimo global puede tradu
irse, espe
ialmente en apli
a
ionese
on�omi
as, en millones de euros de p�erdidas. Por lo tanto la Optimiza
i�on Global puedellegar a ser extremadamente importante. Di
has estru
turas de m��nimos dan lugar a re-presenta
iones pare
idas a paisajes monta~nosos. La mayor��a de las aproxima
iones 
l�asi
asno pueden apli
arse dire
tamente para resolver estos problemas. Como ejemplo, la Figura1.1 muestra una, relativamente simple, 
omposi
i�on de fun
iones trigonom�etri
as 
on ar-leo�miro.ualm.es
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f(x,y)=0.2[sin(x+4y)−2cos(2x+3y)−3sin(2x−y)+4cos(x−2y)]

Figura 1.1: Ejemplo de un problema 
on m�ultiples m��nimos lo
ales.gumentos polinomiales, sobre un espa
io de b�usqueda bidimensional. Naturalmente, antetales 
ir
unstan
ias, es esen
ial usar una estrategia de b�usqueda global apropiada.Los primeros y espor�adi
os trabajos sobre Optimiza
i�on Global surgieron a �nales delos 
in
uenta. La evolu
i�on desde enton
es ha sido muy grande, de forma que el estado delarte en la a
tualidad se 
ara
teriza por varias de
enas de monogr�a�
os y varios miles deart��
ulos de investiga
i�on dedi
ados ex
lusivamente a este tema.1.1.2 Clasi�
a
i�on de los problemas de Optimiza
i�onUna 
lasi�
a
i�on general, dependiente del n�umero de variables, de su tipo y del tipo defun
iones involu
radas en (1.1) se des
ribe en la Tabla 1.1 [B.5.8℄.Por ejemplo, 
uando las variables de los problemas de Optimiza
i�on son variables en-teras, estos problemas se llaman tambi�en problemas de Programa
i�on Entera (IP, IntegerProgramming). Si las fun
iones del problema son lineales se llaman problemas de Pro-grama
i�on Lineal (LP, Linear Programming). Si por el 
ontrario, di
has fun
iones no sonlineales, nos en
ontramos ante problemas de Programa
i�on No Lineal (NLP Non LinearProgramming), et
.Una enumera
i�on m�as 
on
reta puede en
ontrarse en [145℄ y en [77℄, donde adem�asexisten numerosas referen
ias de los siguientes problemas de optimiza
i�on: Programa
i�onBilineal o Bi
onvexa, Optimiza
i�on Combinatoria, Minimiza
i�on C�on
ava, Optimiza
i�onGlobal Continua, Diferen
ial Convexa (DC), Programa
i�on Fra

ional, Problemas Linealesy No Lineales Complementarios, Optimiza
i�on Lips
hitz, Problemas MiniMax, Optimiza-
i�on Multinivel, Programa
i�on Multiobjetivo, Programa
i�on Multipli
ativa, Problemas deRedes de Trabajos, Programa
i�on Param�etri
a No Convexa, Optimiza
i�on Cuadr�ati
a,Programa
i�on Inversa Convexa, Optimiza
i�on Global Separable y otros modelos proba-leo�miro.ualm.es



4 1.1. OPTIMIZACI�ON MATEM�ATICATabla 1.1: Clasi�
a
i�on de los problemas de optimiza
i�on.Cara
ter��sti
a Propiedad Clasi�
a
i�onN�umero de variables Una UnidimensionalVarias MultidimensionalTipo de variables Reales 
ontinuas ContinuaEnteras Entera o dis
retaReales 
ontinuas y enteras Entera mez
ladaPermuta
iones de enteros CombinatoriaTipo de Fun
iones Fun
iones lineales LinealFun
iones 
uadr�ati
as Cuadr�ati
aOtras fun
iones no lineales No Lineal.Formula
i�on del problema Sujeto a restri

iones Con restri

ionesNo sujeto a restri

iones Sin restri

iones
bil��sti
os no 
onvexos.En 
uanto a la 
omplejidad de la resolu
i�on de estos problemas, Pardalos y S
hnitger[139℄ mostraron que demostrar que un posible punto 
andidato es un �optimo lo
al, paraproblemas de Programa
i�on Cuadr�ati
a, es un problema NP-Duro. Pardalos y Vavasis[140℄, demostraron tambi�en que la Programa
i�on Cuadr�ati
a 
on un autovalor negativo esun problema NP-Duro. Resolver el problema no 
onvexo m�as simple de Programa
i�on NoLineal, es NP-Duro. �Esto indi
a, que el tiempo de resolu
i�on de 
ualquier algoritmo, en elpeor 
aso, se in
rementa exponen
ialmente 
on el tama~no del problema (teor��a a
er
a deNP-Completitud puede en
ontrarse en [59℄). Conse
uentemente, problemas de dimensi�on
ien, 
in
uenta o in
luso diez, pueden 
onsiderarse 
omo \grandes", dependiendo del pro-blema de Optimiza
i�on Global investigado (re
u�erdese la Figura 1.1). Algunos ejemplosen el �ambito de la Optimiza
i�on Global 
on restri

iones son [48℄: Quesada y Grossman[148℄ resolvieron un problema de 20 variables 
on una fun
i�on objetivo fra

ional y res-tri

iones 
onvexas y un problema de 10 variables 
on una fun
i�on objetivo 
uadr�ati
a yrestri

iones no 
onvexas y 
uadr�ati
as. Ryoo y Sabhinidis [162℄ resolvieron un problemade 12 variables 
on una fun
i�on objetivo no 
onvexa y restri

iones 
uadr�ati
as. Philipsy Rosen [143℄ han resuelto problemas de Programa
i�on Cuadr�ati
a, de 50 variables nolineales y 400 variables lineales, respe
tivamente. Horst y Tuy [78℄ han resuelto problemasde minimiza
i�on 
�on
ava de hasta 50 variables. Visweswaran y Floudas [182℄ han resueltoproblemas de Programa
i�on Cuadr�ati
a Inde�nida de 20 variables, problemas 
uadr�ati
osNLP 
on 39 variables y problemas 
�on
avos de Programa
i�on Cuadr�ati
a Inde�nida de 25variables, generados aleatoriamente.leo�miro.ualm.es



CAP�ITULO 1. INTRODUCCI �ON 5Tabla 1.2: Cualidades deseadas en los algoritmos de optimiza
i�on.Corre

i�on No produ
ir resultados in
orre
tos.Completitud En
ontrar todas las posibles solu
iones.Finitud Garantizar la 
onvergen
ia.Certeza Probar la existen
ia o inexisten
ia de solu
iones.1.1.3 Clasi�
a
i�on de los algoritmos de Optimiza
i�onExisten mu
has 
lases de algoritmos de Optimiza
i�on Global que poseen fuertes propie-dades te�ori
as de 
onvergen
ia y al menos, en prin
ipio, se pueden implementar y apli-
ar dire
tamente. Todos estos algoritmos rigurosos de Optimiza
i�on Global, 
omo se 
o-ment�o anteriormente, tienen una demanda 
omputa
ional que se in
rementa en un ordenno polinomial 
on respe
to al tama~no del problema, in
luso en las instan
ias m�as simples.Cuando se requiere una e�
ien
ia mayor, los algoritmos de Optimiza
i�on Global puedenha
er uso de fases de optimiza
i�on lo
al tradi
ionales, las 
uales 
onvergen r�apidamente
uando est�an 
er
a de una solu
i�on o de un �optimo lo
al, estando fuera del �ambito deestos m�etodos lo
ales el en
ontrar todas las solu
iones, o probar la existen
ia o ausen
iade las mismas. Los m�etodos tradi
ionales pueden fallar, no obteniendo una 
onvergen
iaen problemas dif��
iles de resolver. Sin embargo, la 
onvergen
ia global debe garantizarsepor medio de los 
omponentes del algoritmo 
on �ambito global, los 
uales, te�ori
amen-te, deber��an usarse de una forma exhaustiva. Estas ne
esidades indi
an la di�
ultad dedesarrollar algoritmos e�
ientes y robustos de Optimiza
i�on Global. En la Tabla 1.1.3 seresumen las 
ualidades que deber��a tener un algoritmo de Optimiza
i�on Global. S�olo unaspo
as de las implementa
iones existentes garantizan todas las 
ualidades mostradas. Nor-malmente, en las implementa
iones se 
ombinan ideas de diferentes aproxima
iones. Una
lasi�
a
i�on debida a Pinter [145℄ es la siguiente:Parti
i�on adaptativa y estrategias de b�usqueda: Algoritmos de Rami�
a
i�on y A
o-ta
i�on, aproxima
iones Bayesianas y m�etodos basados en Aritm�eti
a de Intervalos[153, 121, 133, 187, 71, 77, 78, 144, 88℄.Algoritmos esto
�asti
os adaptativos de b�usqueda: B�usquedas aleatorias, enfriamien-to simulado, algoritmos gen�eti
os y algoritmos evolutivos [181, 187, 77, 118, 144℄.Estrategias enumerativas: Por ejemplo, para resolver problemas de optimiza
i�on 
om-binatoria, o problemas de optimiza
i�on 
on 
ierta estru
tura, 
omo la que tienen losproblemas de optimiza
i�on 
�on
avos. [77, 78℄.B�usqueda global mediante m�etodos lo
ales: Apli
ando una b�usqueda de rejilla ob�usquedas aleatorias para la fase global, y algoritmos de b�usqueda lo
al [77, 144℄.leo�miro.ualm.es



6 1.1. OPTIMIZACI�ON MATEM�ATICAEstrategias heur��sti
as: De
a
i�on, tunelado, m�etodos de rellenado de fun
i�on, aproxi-ma
iones infraestimadas de globales 
onvexos, b�usquedas tab�u, et
 [77, 144℄.M�etodos Homot�opi
os y otras aproxima
iones rela
ionadas: In
luyendo m�etodosde punto �jo, algoritmos de pivote, et
.[77℄.M�etodos pasivos: B�usqueda uniforme en rejilla, b�usqueda aleatoria pura [77, 144℄.M�etodos de aproxima
i�on su
esiva: Tambi�en llamados de relaja
i�on, 
omo los de
orte de planos y otros tipos de 
orte, 
onstru

iones de minorantes y 
iertas es-trategias de des
omposi
i�on y optimiza
i�on anidadas [77, 144℄.M�etodos de traye
toria: M�etodos basados en modelos de e
ua
iones diferen
iales, es-trategias de 
aminos de b�usqueda dirigidos, et
. [77℄.Como puede verse, no existe un m�etodo universal de resolu
i�on de problemas de Op-timiza
i�on, eligi�endose uno u otro dependiendo de las 
ara
ter��sti
as del problema, de losrequerimientos de 
alidad en los resultados y del tiempo de respuesta del algoritmo.Algunas dire

iones de Internet, donde se pueden en
ontrar revisiones de los m�etodosde Optimiza
i�on Global y del software que se en
uentra a
tualmente disponible para esteprop�osito, se muestran en [B.5.1-B.5.9℄.La 
lasi�
a
i�on de los algoritmos de optimiza
i�on mostrada anteriormente suele gene-ralizarse ha
iendo una distin
i�on entre algoritmos esto
�asti
os y determin��sti
os.Todos los m�etodos esto
�asti
os usan alg�un fa
tor aleatorio en sus algoritmos y lademostra
i�on de su 
onvergen
ia depende de argumenta
iones estad��sti
as [177, 163℄. Nor-malmente los m�etodos esto
�asti
os se apli
an a problemas sin restri

iones y no ne
esitanning�un 
ono
imiento sobre la fun
i�on objetivo, dando a menudo resultados �optimos o 
er-
anos a los �optimos. Se basan en obtener valores de la fun
i�on objetivo en puntos de laregi�on de b�usqueda elegidos aleatoriamente. Son el re
urso a utilizar 
uando el tama~no delproblema, dimensionalmente hablando, es grande o el problema no est�a de�nido anal��ti
a-mente. Las desventajas de estos m�etodos es que no garantizan que se en
uentre la solu
i�onen un n�umero �nito de pasos, ni que el m��nimo en
ontrado sea el global. Ejemplos deapli
a
iones de m�etodos esto
�asti
os 
on aporta
iones del autor de esta tesis son: determi-nar los par�ametros �optimos para la re
onstru

i�on de im�agenes a partir de proye

iones,donde se us�o Control Random Sear
h (CRS) en su versi�on paralela (PCRS) [56, 57℄ y laresolu
i�on del problema de geometr��a 
ombinatoria, basado en en
ontrar el mejor empa-quetado de n 
��r
ulos de igual tama~no, en un 
uadrado de tama~no unidad, de forma queel tama~no de los 
��r
ulos sea el mayor posible y sin solapamientos,. Para este problema seapli
�o una mez
la de los m�etodos de A
epta
i�on por Umbral y de B�usqueda Esto
�asti
ade Agente Simple [175℄.Al 
ontrario que los m�etodos esto
�asti
os, los m�etodos determin��sti
os no toman de
i-siones aleatorias en sus algoritmos y sus demostra
iones de 
onvergen
ia no dependen de laprobabilidad. Algunos ofre
en un tiempo de termina
i�on �nito para problemas espe
���
osleo�miro.ualm.es



CAP�ITULO 1. INTRODUCCI �ON 7y otros 
onvergen 
uando el n�umero de itera
iones se aproxima a in�nito. La 
lase de losalgoritmos determin��sti
os, donde se in
luyen los m�etodos de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on,de 
obertura, basados en intervalos, de tunelado y enumerativos, puede dividirse a su vezen dos 
ategor��as:� Los m�etodos que 
omputan el valor en puntos de la fun
i�on objetivo.� Los m�etodos que 
omputan l��mites de la fun
i�on sobre 
onjuntos 
ompa
tos (inter-valos n-dimensionales 
errados y a
otados, tambi�en llamados 
ajas).Esta divisi�on separa adem�as los m�etodos rigurosos de los no rigurosos. Los m�etodosque toman valores puntuales de la fun
i�on objetivo son inherentemente in
apa
es de daruna informa
i�on �able para los problemas de optimiza
i�on Global. Por otro lado, losm�etodos basados en 
�al
ulos de l��mites pueden produ
ir solu
iones globales rigurosas, sise implementan ade
uadamente, teniendo en 
uenta los errores de redondeo produ
idospor la Aritm�eti
a Computa
ional.El m�etodo determin��sti
o basado en el 
�al
ulo de los l��mites de la fun
i�on objetivo que seestudiar�a en esta tesis est�a basado en el uso de la Aritm�eti
a de Intervalos y algoritmos deRami�
a
i�on y A
ota
i�on. El prin
ipal in
onveniente de estos m�etodos es que se ne
esita
ono
er la des
rip
i�on anal��ti
a del problema a resolver. En las siguientes se

iones sedesarrollar�an los 
on
eptos ne
esarios para el desarrollo de este tipo de algoritmos.1.2 Aritm�eti
a de IntervalosLa Aritm�eti
a de Intervalos apare
i�o 
omo una forma de evitar los errores de redondeoprodu
idos por el 
omputador. La Aritm�eti
a de Intervalos es una generaliza
i�on de laAritm�eti
a Real donde los n�umeros, representados por intervalos, reemplazan a los n�ume-ros reales y la Aritm�eti
a de Intervalos reemplaza a la Aritm�eti
a Real.Los resultados te�ori
os obtenidos mediante el an�alisis num�eri
o est�an basados en n�ume-ros exa
tos y en una aritm�eti
a exa
ta, mientras que en 
asos pr�a
ti
os apare
e la ne
esidaddel redondeo 
uando los n�umeros no son representables en la 
omputadora. El prop�osito dela Aritm�eti
a de Intervalos es obtener unos l��mites superior e inferior de los errores 
ome-tidos en la Aritm�eti
a Computa
ional. Varios autores trabajaron sobre la idea de limitarlos errores de la Aritm�eti
a Computa
ional mediante intervalos [45, 174℄. La Aritm�eti
a deIntervalos se atribuye a Moore 
on la apari
i�on de su libro Interval Analysis en 1966 [125℄.Moore transform�o esta simple idea en una herramienta para el an�alisis del error. En vezde tratar s�olo errores de redondeo, Moore extendi�o el uso de la Aritm�eti
a de Intervalospara limitar el efe
to de los errores de todas 
lases, in
luyendo errores de aproxima
i�ony errores en los datos. A partir del trabajo de Moore han apare
ido miles de art��
ulos yde
enas de libros dedi
ados a este tema [71℄. leo�miro.ualm.es



8 1.2. ARITM�ETICA DE INTERVALOS1.2.1 Ejemplo de errores de redondeo.Se pueden en
ontrar en [B.1.1℄ la des
rip
i�on del fallo de un misil Patriot en la guerra delgolfo y la explosi�on del Arian 5, desastres supuestamente debidos a errores de la Aritm�eti
aComputa
ional. Para enfatizar m�as sobre el problema, se mostrar�a a 
ontinua
i�on unejemplo debido a Rump [161℄. La siguiente e
ua
i�on:f(x; y) = 333:75y6 + x2(11x2y2 � y6 � 121y4 � 2) + 5:5y8 + x2y (1.3)fue evaluada para x = 77617 e y = 33096. El programa para su 
�al
ulo fue es
rito enFortran. �Este fue 
ompilado y eje
utado sobre una Spar
Station SLC. La exa
titud delas tres pre
isiones probadas, simple, doble y extendida fue de 6, 14 y 35 d��gitos de
ima-les, respe
tivamente. S�olo se usaron las opera
iones b�asi
as, por lo que las poten
ias serealizaron mediante multipli
a
iones. Los resultados obtenidos fueron los siguientes:(pre
isi�on simple) f = 6:33825 � 1029(pre
isi�on doble) f = 1:1726039400532(pre
isi�on extendida) f = 1:1726039400531786318588349045201838Observando los resultados, uno puede 
on
luir que el resultado en simple pre
isi�on eserr�oneo. Adem�as, uno puede (err�oneamente) 
on
luir que el resultado en doble pre
isi�ones pre
iso, ya que 
on
uerda en 13 d��gitos 
on el resultado en pre
isi�on extendida. Sor-prendentemente para mu
hos, todos los resultados son in
orre
tos, in
luso en el primerd��gito ya que el signo es in
orre
to. En [102℄ se habla tambi�en de este ejemplo, mostrandoel resultado exa
to, que fue obtenido mediante la Aritm�eti
a de Intervalos implementadaen el software VPI [47℄, usando una pre
isi�on variable 
on 40 d��gitos de exa
titud. Elresultado est�a in
luido en el intervalo:[-0.8273960599468213681141165095479816292005,-0.8273960599468213681141165095479816291986℄Si el resultado se hubiera 
al
ulado usando Aritm�eti
a de Intervalos 
on po
a pre
isi�on,se hubiera obtenido un intervalo menos pre
iso, pero que 
ontiene el resultado 
orre
to. Un�area del An�alisis de Intervalos, donde todav��a se est�a trabajando bastante, es el desarrollode algoritmos de intervalos que produz
an resultados que se 
i~nan lo m�as posible a lasolu
i�on exa
ta de los problemas [115, 116, 157℄.1.2.2 Aritm�eti
a de Intervalos reales.Nosotros nos 
entraremos en el An�alisis Real de Intervalos. Por este motivo 
uando sehaga uso de la Aritm�eti
a de Intervalos se estar�a referen
iando la Aritm�eti
a de intervalosreales. Se puede en
ontrar una amplia bibliograf��a sobre el An�alisis de intervalos 
omplejosen [71℄ y una des
rip
i�on del mismo en [88℄.Antes de des
ribir 
on m�as detalle los 
on
eptos rela
ionados 
on la Aritm�eti
a de In-tervalos, se introdu
ir�an las nota
iones que se utilizar�an en este trabajo para la Aritm�eti
aReal y la Aritm�eti
a de Intervalos.leo�miro.ualm.es



CAP�ITULO 1. INTRODUCCI �ON 9Nota
iones de la Aritm�eti
a RealEn este trabajo se usar�an las siguientes nota
iones:R El 
onjunto de los n�umeros reales.Rn El 
onjunto de los ve
tores de reales.Rn�m El 
onjunto de las Matri
es n�m de reales.Los elementos de un ve
tor x 2 R o de una matriz M 2 Rn�m se enumerar�an porsub��ndi
es. Se usar�an super��ndi
es para enumerar un ve
tor o una matriz dentro de unase
uen
ia. Por ejemplo:xi 2 R Elemento i del ve
tor x.Mi� 2 Rn Fila i de la matriz M .M�j 2 Rm Columna j de la matriz M .Mi;j =Mij 2 R Elemento i de la 
olumna j de la matriz M .xk 2 Rn Ve
tor k dentro de una enumera
i�on o se
uen
ia.Mk 2 Rn Matriz k dentro de una enumera
i�on o se
uen
ia.Se usar�an min�us
ulas para de�nir n�umeros reales y ve
tores de n�umeros reales, ymay�us
ulas para de�nir matri
es.Para la multipli
a
i�on de n�umeros reales, ve
tores y matri
es se usar�a siempre el s��mbo-lo "�"(se puede omitir). De este modo, el produ
to es
alar de dos ve
tores x; y 2 Rn sede�ne 
omo: x � y = xy = nXi=1 xi � yi (1.4)Para una fun
i�on f : D � Rn ! R 
on f 2 C2(D), siendo Cn(D) la 
lase de fun
ionesdiferen
iables de grado n en el dominio D, se de�ne:rf(x) = f 0(x) = 0BBBB� ÆfÆx1 (x)ÆfÆx2 (x)...ÆfÆxn (x)
1CCCCA (1.5)
omo el gradiente de la fun
i�on f y

r2f(x) = f 00(x) = 0BBBBB� Æ2fÆx21 (x) Æ2fÆx1Æx2 (x) � � � Æ2fÆx1Æxn (x)Æ2fÆx2Æx1 (x) Æ2fÆx22 (x) � � � Æ2fÆx2Æxn (x)... ... ... ...Æ2fÆxnÆx1 (x) Æ2fÆxnÆx2 (x) � � � Æ2fÆx2n (x)
1CCCCCA (1.6)

leo�miro.ualm.es



10 1.2. ARITM�ETICA DE INTERVALOS
omo la matriz Hessiana de f .Para g : D � Rn ! Rn 
on g 2 C1(D), se de�ne
Jg(x) = 0BBBB� Æg1Æx1 (x) Æg1Æx2 (x) � � � Æg1Æxn (x)Æg2Æx1 (x) Æg2Æx2 (x) � � � Æg2Æxn (x)... ... ... ...ÆgnÆx1 (x) ÆgnÆx2 (x) � � � ÆgnÆxn (x)

1CCCCA
omo el Ja
obiano de g. Adem�as se 
umple que si g(x) = rf(x), enton
es Jg(x) =r2f(x).Nota
iones de la Aritm�eti
a de Intervalos.Se usar�an letras may�us
ulas para los intervalos. As��, el intervalo X se de�ne 
omo: X =[x; x℄; x � x 2 R, donde x es l��mite inferior de X y x es el l��mite superior. Un n�umeroreal x es an�alogo al intervalo [x; x℄.Se usar�an las siguientes nota
iones:I El 
onjunto de los intervalos.In El 
onjunto de los ve
tores de intervalos.In�m El 
onjunto de las Matri
es n�m de intervalos.Los elementos de In son llamados tambi�en 
ajas (n-dimensionales). La nota
i�on usadapara indexar intervalos ser�a an�aloga a la usada para indexar n�umeros reales. Para X 2 Ie Y 2 In se de�ne:w(X) = x� x An
ho de X.w(Y ) = max1�i�nw(Yi) An
ho de la 
aja Y .m(X) = (x+ x)=2 Punto medio de X.m(Y ) = (m(Y1);m(Y2); : : : ;m(Yn))T Punto medio de la 
aja Y .Cuando se exprese un n�umero real x, 
omo un intervalo [x; x℄, se usar�a normalmentela nota
i�on real debido a que es m�as simple, pudi�endose dedu
ir del 
ontexto 
u�ando sedebe tratar 
omo un intervalo y 
u�ando 
omo un punto real.Extensi�on natural a intervalosPara una opera
i�on binaria, " Æ ", sobre intervalos, 
on Æ 2 f+;�; �; =g, se pretende que:X Æ Y = [minx2Xy2Y x Æ y;maxx2Xy2Y x Æ y℄ (1.7)leo�miro.ualm.es



CAP�ITULO 1. INTRODUCCI �ON 11An�alogamente, para una fun
i�on unaria � sobre un intervalo:�(X) = [minx2X �(x);maxx2X �(x)℄ (1.8)Obteni�endose as�� el rango exa
to de las 
orrespondientes opera
iones. Sin embargo, estaexa
titud no se obtiene siempre, debido a las opera
iones de�nidas sobre intervalos:X + Y = [x+ y; x+ y℄ (1.9)X � Y = [x� y; x� y℄ (1.10)X � Y = [a; b℄ (1.11)a = minfxy; xy; xy; xygb = maxfxy; xy; xy; xyg1Y = [1y ; 1y ℄; 0 =2 Y (1.12)De�ni
i�on 1.2.1 Si una fun
i�on f : Rn ! R es 
omputable 
omo una expresi�on, algorit-mo o programa de 
omputador, utilizando las 
uatro opera
iones b�asi
as sobre intervalos,enton
es se de�ne la extensi�on natural de la Aritm�eti
a Real a la de Intervalos de f ,
omo aquella en la que los operandos reales se sustituyen por intervalos de reales y lasopera
iones reales por opera
iones sobre intervalos.Para las fun
iones f : D � Rn ! Rm se de�ne:f(X) El rango de f en X.F (X) Extensi�on de f a intervalos.F (X) El l��mite superior de F (X).F (X) El l��mite inferior de F (X).Como se puede observar, la resta y la divisi�on de�nidas en I no son las inversas de lasuma y la multipli
a
i�on. Por ejemplo:Si X = [1; 2℄ enton
es X �X = [�1; 1℄ y X �X = [12 ; 2℄.Aunque las opera
iones suma y multipli
a
i�on de intervalos son 
onmutativas y aso-
iativas, no veri�
an la ley distributiva, de�ni�endose la nueva ley 
omo subdistributiva:Para A;B;C 2 I, A � (B + C) � A �B +A � CEjemplo 1.2.1 La fun
i�on real f1(x) = x2 � x tambi�en se puede es
ribir 
omo f2(x) =x(x� 1). Realizando su extensi�on natural sobre el intervalo X = [0; 1℄ se obtiene que:F1(X) = [0; 1℄2 � [0; 1℄ = [0; 1℄ � [0; 1℄ = [�1; 1℄ yF2(X) = [0; 1℄([0; 1℄ � 1) = [0; 1℄[�1; 0℄ = [�1; 0℄ leo�miro.ualm.es



12 1.2. ARITM�ETICA DE INTERVALOSAdem�as, el rango real exa
to de la fun
i�on en el intervalo [0; 1℄ es f([0; 1℄) = [�1=4; 0℄,por lo que la Aritm�eti
a de Intervalos puede obtener sobreestima
iones del rango de lafun
i�on real en el intervaloX. Esto es debido a que se asume impl��
itamente que la variablex var��a independientemente en el t�ermino x2 y en el t�ermino �x. Este fen�omeno se 
ono
e
omo dependen
ia de intervalos.En el tratamiento de los problemas de Optimiza
i�on usando Aritm�eti
a de Intervalosla prin
ipal herramienta es el 
on
epto y la apli
a
i�on de las fun
iones de in
lusi�on.De�ni
i�on 1.2.2 Sea f : D � Rn ! R. Una fun
i�on F : In(D)! I se llama fun
i�on dein
lusi�on de f si: f(X) � F (X); 8X � D: (1.13)Teorema 1.2.1 Si F : In! I es una extensi�on natural de intervalos de f : Rn ! R y fest�a de�nida en X 2 In, enton
es F es una fun
i�on de in
lusi�on de f en X [88℄.Por lo tanto la Aritm�eti
a de Intervalos es una herramienta que nos permite obtenerfun
iones de in
lusi�on [125, 152℄. Por ejemplo, en la Figura 1.2 se ha representado unafun
i�on f : R ! R, el intervalo X = [x; x℄, as�� 
omo f(X) y F (X) = [F (X); F (X)℄,obtenida 
on las rutinas BIAS [90℄.
f(X)

X

F(X)

x x
F(X)

F(X)

Figura 1.2: Fun
i�on de in
lusi�on de la fun
i�on f(x) = x + sin(5x) en el intervalo X =[1:1; 2:1℄, obtenida 
on las rutinas BIAS [90℄.1.2.3 Extensi�on de la Aritm�eti
a de IntervalosEn las opera
iones b�asi
as de�nidas anteriormente (1.9-1.12), se ha ex
luido la opera-
i�on de divisi�on 
uando el intervalo del denominador 
ontiene el 
ero. Para soportar estaleo�miro.ualm.es



CAP�ITULO 1. INTRODUCCI �ON 13
ara
ter��sti
a se realiz�o una extensi�on de la Aritm�eti
a de Intervalos llamada Kahan-Novoa-Ratz, ya que fueron estos autores los que presentaron las primeras versiones [85℄y las mejoras de las mismas debidas a 
orre

iones de in
onsisten
ias [135, 156℄. En laAritm�eti
a de Kahan-Novoa-Ratz la opera
i�on de divisi�on de dos intervalos X e Y , 
on0 2 Y , se de�ne de la siguiente forma:
[x; x℄[y; y℄ =

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:
X[1=y; 1=y℄ si 0 =2 Y;[�1;1℄ si 0 2 X y 0 2 Y;[x=y;1℄ si x < 0 e y < y = 0;[�1; x=y℄ [ [x=y;1℄ si x < 0 e y < 0 < y;[�1; x; y℄ si x < 0 y 0 = y < y;[�1; x=y℄ si 0 < x e y < y = 0;[�1; x=y℄ [ [x=y;1℄ si 0 < x e y < 0 < y;[x=y℄;1℄ si x < 0 y 0 = y < y;0 si 0 =2 X y 0 = Y: (1.14)

Por ejemplo, de a
uerdo 
on la f�ormula (1.14), [2,3℄/[-3,4℄ = [-1,-2/3℄ [ [1/2,1℄,donde [-1,-2/3℄ [ [1/2,1℄ representa el rango real de x=y; x 2 [2; 3℄; y 2 [�3; 4℄. No hayque 
onfundir la Aritm�eti
a de Kahan-Novoa-Ratz 
on otras extensiones de la Aritm�eti
ade Intervalos dise~nadas para otros prop�ositos. Por ejemplo, la Aritm�eti
a de Kau
herse us�o para obtener estimadores internos y externos para el 
onjunto de solu
iones deun sistema lineal basado en intervalos [165℄. Otro ejemplo es el debido a Markov [115,116℄, donde el autor propone una aritm�eti
a que redu
e la sobreestima
i�on de los rangosobtenidos 
on la Aritm�eti
a de Intervalos tradi
ional. Estos tipos de aritm�eti
as son ave
es llamadas Aritm�eti
as de Intervalos Extendidas.1.2.4 Extensiones de fun
iones est�andarPara fun
iones mon�otonas es f�a
il de�nir su extensi�on a intervalos. Por ejemplo:pX = [px;px℄; X � 0 (1.15)ln(X) = [ln(x); ln(x)℄; X � 0 (1.16)eX = [ex; ex℄ (1.17)Fun
iones no mon�otonas, 
omo la fun
i�on seno, se pueden tratar ha
iendo uso de laperiodi
idad de las mismas. In
luso existen estudios de hardware espe
���
o para su 
ompu-ta
i�on [76℄. De he
ho, se pueden obtener extensiones naturales de intervalos para 
ualquierfun
i�on que pueda ser representada 
on un programa de 
omputador. Siempre se pretendeque los l��mites obtenidos por la Aritm�eti
a de Intervalos sean lo m�as 
er
anos posiblesa los l��mites reales de la fun
i�on f(X). Estos l��mites pueden ser 
omputados mediante
ualquier expansi�on (ra
ional, series de Taylor, et
) que tenga una f�ormula expl��
ita delt�ermino de error. As��, los rangos de fun
iones est�andar pueden ser aproximados 
on lapre
isi�on deseada dentro de los l��mites del sistema de punto 
otante. leo�miro.ualm.es



14 1.2. ARITM�ETICA DE INTERVALOSTeorema 1.2.2 Sup�ongase una extensi�on de intervalos, F (X), de una fun
i�on real f :Rn ! Rm , obtenida mediante una se
uen
ia de 
omputa
iones 
on l��mites rigurosos de losrangos wj(X), de fun
iones est�andar fwjgpj=1, entremez
ladas 
on las 
uatro opera
ionesb�asi
as sobre intervalos. Enton
es esta extensi�on natural de intervalos, F , de f es unafun
i�on de in
lusi�on de f [88℄ .1.2.5 Propiedades de las extensiones de intervalosUna 
ara
ter��sti
a deseable de las fun
iones de in
lusi�on es que sean mon�otonas.De�ni
i�on 1.2.3 Una extensi�on de intervalos, F , es una fun
i�on de in
lusi�on mon�otonao is�otona, si para Y � X se 
umple que F (Y ) � F (X)Teorema 1.2.3 La extensiones naturales de intervalos, tal 
omo se de�nieron en el Teo-rema 1.2.2, son fun
iones de in
lusi�on mon�otonas [88℄.La prin
ipal 
onse
uen
ia del Teorema 1.2.3 es que permite resolver problemas deOptimiza
i�on Global, 
omo se ver�a m�as adelante.Las primeras 
r��ti
as a la Aritm�eti
a de Intervalos fueron debidas a que los l��mites delos rangos obtenidos eran demasiado grandes o pesimistas para ser �utiles. Esto o
urre fre-
uentemente 
uando la Aritm�eti
a de Intervalos se usa de una forma dire
ta para extenderfun
iones reales a intervalos, pero una mejor 
omprensi�on de sus propiedades 
ondu
e aalgoritmos apropiados y efe
tivos.Teorema 1.2.4 Sup�ongase que f : Rn ! R se es
ribe 
omo una se
uen
ia de fun
io-nes est�andar fwjgpj=1, entremez
ladas 
on las 
uatro opera
iones b�asi
as sobre intervalos.Sup�ongase que en esta expresi�on, 
ada una de las variables fxigni=1 o
urren una sola vez.Si F es la extensi�on de intervalos de f y es 
al
ulada 
on Aritm�eti
a de Intervalos exa
tay rangos exa
tos para 
ada wi, enton
es F (X) = f(X), es de
ir, el intervalo de in
lusi�onresultante es igual al rango exa
to de la fun
i�on real [88℄.Ejemplo 1.2.2 Para f(x) = x2 � 2, F [�2; 2℄ = [�2; 2℄2 � 2 = [0; 4℄ � [2; 2℄ = [�2; 2℄ ypara f(x1; x2) = x1x2, F ([�1; 1℄; [�1; 1℄)T = [�1; 1℄[�1; 1℄ = [�1; 1℄.El teorema anterior y la ley subdistributiva, sugieren que para maximizar la exa
titudde una extensi�on de intervalos, las expresiones o algoritmos de�nidos deber��an rees
ribirsede forma que se minimi
e el n�umero de o
urren
ias de 
ada variable o subexpresi�on. Dehe
ho, �esta es una heur��sti
a razonable en mu
hos 
asos.Computar el rango exa
to de una fun
i�on arbitraria f , sobre una 
aja X, es similar aoptimizar f sobre X. De 
ualquier forma se desean propiedades asint�oti
as de los l��mitesde los intervalos del rango de f , 
onforme el an
ho de la 
aja X tiende a 
ero.leo�miro.ualm.es



CAP�ITULO 1. INTRODUCCI �ON 15De�ni
i�on 1.2.4 Sea F : In! Im una extensi�on a intervalos de f : Rn ! Rm , evaluadaen la 
aja X. Si existe una 
onstante K, independiente de la 
aja X, tal que w(F (X)) �w(f(X)) � Kw(X)�, para todas las 
ajas X 
on w(X) su�
ientemente peque~no y un� > 0 �jo, enton
es se di
e que F es una fun
i�on de in
lusi�on de orden � o �-
onvergente.Cuando � es uno o dos, enton
es la fun
i�on de in
lusi�on es de primer o segundo orden,respe
tivamente.Teorema 1.2.5 Las extensiones naturales de Intervalos de una fun
i�on, donde se usanlos 
uatro operadores b�asi
os de la Aritm�eti
a de Intervalos y rangos exa
tos de fun
ionesest�andar, son de primer orden [88, 2, 123, 152℄.Extensiones de segundo orden se pueden obtener mediante extensiones de intervalosde series de Taylor, tambi�en llamadas expresiones 
entradas, y limitando el rango de lasderivadas.De�ni
i�on 1.2.5 Sup�ongase que f : D � Rn ! R, 
on derivadas 
ontinuas, X � D y
 2 X. Enton
es, la extensi�on del valor medio de f a intervalos sobre X y 
entrada en 
 sede�ne por: F
(X; 
) = f(
) + (X � 
)TrF (X), donde rF (X) es el intervalo de in
lusi�ondel rango de rf , 
omponente a 
omponente, sobre X.Del teorema del valor medio y de las propiedades de la Aritm�eti
a de Intervalos sededu
e que F
(X; 
) es una fun
i�on de in
lusi�on del rango de f sobre X [88, 133℄.Teorema 1.2.6 Sup�ongase que los 
omponentes de rF son extensiones a intervalos derf de orden al menos uno. Enton
es F
 es una extensi�on a intervalos de f de orden dos[91, 152℄.Desafortunadamente, aunque sea deseable en algoritmos de Optimiza
i�on Global, pare-
e dif��
il obtener extensiones de intervalos de orden mayor de dos para fun
iones arbitrarias[28, 43℄.La expresi�on del valor medio es un 
aso espe
ial de las expresiones 
entradas parafun
iones de in
lusi�on basadas en intervalos. Otras expresiones 
entradas, as�� 
omo sudis
usi�on matem�ati
a, apare
en en [152℄. Di
has expresiones deben ser usadas para obtenerl��mites m�as pre
isos en 
asos espe
���
os.De�ni
i�on 1.2.6 Kraw
zyk y Neumaier [133℄ introdujeron las expresiones basadas en lapendiente (Slope Forms), mostrando que si para un intervalo S 2 I tal que, 8x 2 X setiene que f(x) = f(
) + s � (x� 
) para alg�un s 2 S; (1.18)enton
es el intervalo Fs(X) = f(
) + S � (X � 
) 
ontiene el rango de f sobre X, es de
ir,f(X) � Fs(X). El intervalo S puede 
al
ularse por medio de la extensi�on a intervalos dela pendiente y no s�olo por la extensi�on a intervalos de la derivada. Si se usa la extensi�on aintervalos de la pendiente, enton
es se expande f respe
to a un punto arbitrario pero �jo
 2 X. leo�miro.ualm.es



16 1.2. ARITM�ETICA DE INTERVALOSDe�ni
i�on 1.2.7 Sea f una fun
i�on diferen
iable. La fun
i�on sf : Rm ! Rn 
on f(x) =f(
) + sf (
; x)(x � 
) se llama pendiente de f : Rn ! R (entre 
 y x). En el 
aso uni-dimensional se tiene que: sf (
; x) = ( f(x)�f(
)x�
 ; if x 6= 
~s; if x = 
donde ~s 2 R puede elegirse arbitrariamente. Si se asume que f es diferen
iable y la pen-diente 
ontinua, se puede de�nir ~s = rf(
). Adem�as, se de�ne la extensi�on a intervalosde la pendiente de f sobre el intervalo X por:sf (
;X) = fsf (
; x) : x 2 X; x 6= 
g;donde f no ne
esita ser diferen
iable.Notas: 1. Es f�a
il ver que S = sf (
;X) satisfa
e (1.18) yf(x) 2 f(
) + S � (x� 
) � f(
) + S � (X � 
):2. A menudo se usa 
 = m(X) para 
omputar la extensi�on a intervalos de lapendiente.3. Si se asume que f es 
ontinuamente diferen
iable se tiene que [133℄:rf(X) = [
2X sf (
;X)Ejemplo 1.2.3 Sea f(x) = x2� 4x+2. Para el intervalo X = [1; 7℄ y 
 = 4 se tiene que:sf (
;X) = XFs(
;X) = f(
) + sf (
;X) � (X � 
) = [�19; 23℄mientras que la extensi�on natural y la del valor medio a intervalos dan 
omo resultado:F (X) = X2 � 4X + 2 = [�25; 47℄rF (X) = 2X � 4 = [�2; 10℄F
(X; 
) = f(
) +rF (X) � (X � 
) = [�28; 32℄que son mayores que el obtenido por la forma basada en la pendiente. En realidad, laforma basada en la pendiente da generalmente resultados m�as pre
isos que la forma delvalor medio generalizada, usando el mismo valor de 
 [133℄.En [153℄ se muestra que no es siempre bueno usar la extensi�on de intervalos del valormedio, espe
ialmente para 
ajas grandes, ya que la sobreestima
i�on tiende 
uadr�ati
amenteleo�miro.ualm.es



CAP�ITULO 1. INTRODUCCI �ON 17a in�nito 
on la an
hura de la 
aja, mientras que la sobreestima
i�on de la extensi�on naturala intervalos tiende linealmente a in�nito. Un problema todav��a abierto en el An�alisis deIntervalos es saber 
omo debe ser la an
hura de un intervalo para que la extensi�on delvalor medio d�e un resultado al menos tan bueno 
omo el obtenido por la f�ormula original[71℄.Estudios m�as extensos sobre la Aritm�eti
a de Intervalos se en
uentran en [2, 71, 123,133℄1.2.6 Aritm�eti
a de Intervalos Computa
ionalEn el Teorema 1.2.4 se mostr�o que existen situa
iones en las que la Aritm�eti
a de Intervalospuede 
omputar l��mites rigurosos de los rangos de las fun
iones, asumiendo 
omputa
ionesde pre
isi�on in�nita. Si las opera
iones sobre intervalos se realizan en un 
omputador, pue-de o
urrir que el redondeo usado por defe
to d�e lugar a resultados err�oneos. Por ejemplo,el rango de la expresi�on [0.123,0.456℄+[0.0116,0.0214℄ es [0.1346,0.4774℄. Si se usan s�olotres d��gitos de
imales de pre
isi�on y un tipo de redondeo al m�as 
er
ano, el resultado es[0.135,0.477℄ + [0.1346,0.4774℄. Si en vez de usar el redondeo al m�as 
er
ano se usa unredondeo dire
to, donde para un intervalo X, x se redondea al mayor n�umero representableen el 
omputador, menor que x y x al menor n�umero representable por el 
omputador,mayor que x, enton
es el intervalo 
omputado 
ontiene forzosamente el rango exa
to. En elejemplo anterior el resultado usando redondeo dire
to ser��a [0.134,0.478℄ � [0.1346,0.4774℄.As��, 
on el redondeo dire
to, la Aritm�eti
a de Intervalos Computa
ional puede serde�nida de forma que el resultado de las opera
iones b�asi
as 
ontengan el resultado queser��a obtenido 
on la Aritm�eti
a de Intervalos Real. El desarrollo matem�ati
o de este
on
epto puede en
ontrarse en [92℄. Para simpli�
ar la nota
i�on, no se har�a una distin
i�onexpli
ita entre el espa
io Iy el 
orrespondiente del 
onjunto de intervalos 
omputa
ionales,pero debe ser inferido del 
ontexto.El est�andar IEEE 754-1985 [173℄, sobre aritm�eti
a de punto 
otante, estable
e 
uatromodos de redondeo: al m�as 
er
ano, superior, inferior y al 
ero. Para obtener un intervaloresultado riguroso, el redondeo superior e inferior se usan 
uando se 
omputen los l��mitessuperiores e inferiores, respe
tivamente. Mediante este est�andar, los modos de redondeone
esarios para la Aritm�eti
a de Intervalos est�an disponibles en una amplia gama de
omputadores.La propiedad de monoton��a de la fun
i�on de in
lusi�on (De�ni
i�on 1.2.3, p�agina 14)ha sido sugerida 
omo 
riterio de parada en algoritmos iterativos basados en intervalos.No 
umplir esta propiedad impli
a que predominan los errores por redondeo dire
to, esde
ir, 
omo para Y � X se 
umple que F (Y ) � F (X), 
onforme se redu
e el an
ho deX tambi�en se redu
e el an
ho de F (X). Cuando esto deja de o
urrir durante un n�umerosu�
ientemente grande de itera
iones, se puede 
on
luir que predominan los errores debidosal redondeo, imposibilitando el progreso del algoritmo. Por lo tanto, en un 
omputador
uando w(X)! 0 6) w(F (X)) ! 0 [153℄.La p�agina prin
ipal de Aritm�eti
a de Intervalos en Internet se en
uentra en la dire

i�onleo�miro.ualm.es



18 1.3. INEXISTENCIA DE M�INIMOS GLOBALES[B.1.2℄. Otra p�agina de inter�es es [B.1.3℄.1.3 Inexisten
ia de m��nimos globalesLos Teoremas 1.2.1 (p�agina 12) y 1.2.3 (p�agina 14), pueden usarse para determinar siexiste un m��nimo global en una 
aja determinada, utilizando los siguientes tests:1.3.1 Test del punto medioSup�ongase que f� es un l��mite superior del m��nimo global (f�) de f(x), dentro de la regi�onde b�usqueda S. Dado X � S, si f� < F (X), enton
es no puede existir un m��nimo globalen X [84℄. El valor de f� puede obtenerse mediante la evalua
i�on de f en alg�un punto xde S. El nombre de este test es debido a que normalmente se usa el punto medio de alg�unsubespa
io de S para obtener f�.Ejemplo 1.3.1 Consid�erese la fun
i�on f(x) = x(x � 1). Inspe

ionado la fun
i�on, sepuede observar que f(0) = 0 = f�. La evalua
i�on de F (X) sobre X = [1:001; 100℄ da 
omoresultado el intervalo F (X) = X(X � 1) = [0:001001; 9900℄ y 
omo f� = 0 < F (X) =0:001001, no puede haber un m��nimo global en X = [1:001; 100℄.Para obtener un valor riguroso de f�, en los algoritmos de Optimiza
i�on Global basadosen intervalos se usa F (x); x 2 S, en lugar de 
al
ular f(x).1.3.2 Test de monoton��aEl gradiente de la fun
i�on objetivo es 
ero en 
ualquier m�aximo, m��nimo o punto dein
exi�on de la fun
i�on. Si 0 =2 F 0i (X), para alg�un i 2 1; : : : ; n, enton
es no existe un puntoesta
ionario en X. En parti
ular, el m��nimo global s�olo podr��a estar en los bordes de X[153℄.Ejemplo 1.3.2 Usando la fun
i�on anterior: f(x) = x(x� 1) y evaluando la derivada desu fun
i�on de in
lusi�on sobre X = [0:75; 100℄ se obtiene que F 0(X) = 2X � 1 = [0:5; 199℄.Este resultado impli
a que 0 =2 f 0([0:75; 100℄) y por lo tanto no existe un punto esta
ionarioen este intervalo.1.3.3 Test de 
on
avidadEste test separa los m��nimos de los m�aximos. Sea H la matriz Hessiana de F (r2F ). Sif(x) tiene un m��nimo en x�, enton
es f(x) debe ser 
onvexa alrededor de x�. Una 
ondi
i�onne
esaria para que exista un m��nimo en X, es que la diagonal prin
ipal de H sea positiva,i.e. Hii(X) � 0;8i = 1; : : : ; n. Por lo tanto, si Hii(X) < 0 para alg�un i 2 f1; : : : ; ng; la
aja X puede eliminarse de la regi�on de b�usqueda [68, 134℄.leo�miro.ualm.es
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Figura 1.3: Des
rip
i�on gr�a�
a del m�etodo 
l�asi
o de Newton.1.3.4 El m�etodo de Newton unidimensional 
l�asi
oEn 1669, Newton present�o un nuevo m�etodo para la resolu
i�on de e
ua
iones, utiliz�andolopara en
ontrar las ra��
es de la e
ua
i�on 
�ubi
a: x3 � 2x � 5 = 0. El m�etodo de Newtonasume que f es diferen
iable y puede ser des
rito gr�a�
a o algebrai
amente.En la des
rip
i�on gr�a�
a de la Figura 1.3 puede observarse que:f 0(x0) = f(x0)x0 � x1 (1.19)por lo tanto, x1 = x0 � f(x0)f 0(x0) (1.20)As��, a partir de un punto ini
ial x0 se produ
e una nueva aproxima
i�on, x1, de la ra��zde f . Si este pro
eso se repite, se genera una se
uen
ia de puntos, x0; x1; x2; : : : ; xn, 
onxi+1 = xi � f(xi)f 0(xi) ; i = 0; : : : ; n (1.21)que 
onverge al punto x� : f(x�) = 0, 
uando se elige un buen 
andidato para el puntoini
ial x0.Una interpreta
i�on algebrai
a del m�etodo de Newton puede obtenerse aproximando elvalor de f(x) en x0, mediante las series de Taylor. Como se pretende que f(x) = 0:leo�miro.ualm.es



20 1.3. INEXISTENCIA DE M�INIMOS GLOBALES
0 = f(x0) + f 0(x0)(x� x0) + f 00(x0)(x� x0)22! + � � �+ f (n+1)(�)(x� x0)(n+ 1)! (1.22)Usando s�olo los dos primeros t�erminos de la e
ua
i�on (1.22) se obtiene que:0 ' f(x0) + f 0(x� 0)(x� x0); x � x0 � f(x0)f 0(x0) (1.23)Sustituyendo x por x1, se obtiene la e
ua
i�on (1.20). Si f 2 C2 y f 0 6= 0 en la ra��z x� (i.e.x� es un 
ero simple), enton
es el m�etodo de Newton 
onverger�a 
uadr�ati
amente a la ra��zx�, si el punto ini
ial x0 est�a lo su�
ientemente 
er
a, es de
ir:kxn+1 � x�k � 
kxn � x�k2 (1.24)Para evitar el uso de derivadas, puede usarse el m�etodo de la se
ante, ya que la derivadapuede aproximarse por: rf(xi) ' f(xi)� f(xi�1)xi � xi�1 (1.25)Obteni�endose la siguiente se
uen
ia de puntos que 
onverge a una ra��z de f , siempre quese elija un buen punto ini
ial x0:xi+1 = xi � f(xi) xi � xi�1f(xi)� f(xi�1) (1.26)La prin
ipal desventaja del m�etodo de Newton es que puede que no 
onverja y si loha
e, es dif��
il prede
ir a qu�e ra��z lo har�a. Adem�as, el m�etodo de Newton no dete
ta quela fun
i�on no tiene ra��
es. El siguiente ejemplo muestra una fun
i�on para la 
ual el m�etodode Newton 
l�asi
o diverge.Ejemplo 1.3.3 Consid�erese la fun
i�on f(x) = x 13 . El m�etodo de Newton 
l�asi
o estable
eque: xn+1 = xn � f(xn)f 0(xn) = �2xn (1.27)Por lo que la se
uen
ia diverge para 
ualquier punto ini
ial distinto de x0 = 0.leo�miro.ualm.es



CAP�ITULO 1. INTRODUCCI �ON 211.3.5 M�etodo de Newton de intervalos uni-dimensionalCon el uso de la Aritm�eti
a de Intervalos, el m�etodo de Newton se puede extender aintervalos. El m�etodo de Newton de intervalos fue introdu
ido por Moore [125℄ y 
are
ede los errores debidos a las posibles divergen
ias del m�etodo 
l�asi
o.Teorema 1.3.1 (Del valor medio de Lagrange) Se 
onsidera una fun
i�on f : [a; b℄ ! Rde�nida en un intervalo 
errado y a
otado [a; b℄. Si f es 
ontinua en [a; b℄ y derivable en℄a; b[, enton
es existe al menos un punto � 2℄a; b[ tal quef(b)� f(a) = f 0(�)(b� a) (1.28)La 
on
lusi�on, desde el punto de vista geom�etri
o, del Teorema 1.3.1 es: existe al menosun punto de la gr�a�
a de f , distinto de sus extremos a y b, en el que la tangente a lagr�a�
a es paralela a la 
uerda ab.A partir del Teorema 1.3.1, suponiendo que 0 = f(b):0 = f(b) = f(a) + f 0(�)(b� a) (1.29)enton
es, b = a� f(a)f 0(�) ) b 2 N(X) = a� f(a)F 0(X) ; si a; b 2 X; (1.30)siendo N(X) el operador de Newton de intervalos. La extensi�on a intervalos del m�etodode Newton se de�ne de la siguiente forma:Xn+1 = N(Xn) \Xn; hasta que Xn+1 = Xn �o Xn+1 = f;g (1.31)Normalmente a = m(X). Si 0 2 F 0(X), enton
es N(Xn) \ Xn dar�a 
omo resultado dosintervalos semi-in�nitos.Este m�etodo tiene las siguientes propiedades [125, 153, 71℄:1. Cualquier ra��z b 2 Xn de f 
umple que b 2 N(Xn).2. Si N(Xn) \Xn = f;g, enton
es no existe ninguna ra��z de f en X.3. Si N(Xn) � Xn, enton
es existe una sola ra��z de f en N(Xn).4. Si existe una ra��z de f en X, enton
es la 
onvergen
ia, en t�erminos de la an
hura delintervalo, es 
uadr�ati
a, w(Xn+1) � 
 �w(Xn)2, siempre que los errores de redondeo
omputa
ionales sean menores que la pre
isi�on �nal requerida.Ejemplo 1.3.4 Sup�ongase la fun
i�on f(x) = x2 � 2. Tomando X0 = [�3; 2℄ se obtieneque: x0 = �0:5, f(x0) = �1:75 y F 0(X0) = [�6; 4℄. El operador de Newton unidimensionalN(X0) = �0:5 � (�1:75=([�6; 0℄ [ [0; 4℄)) = [�1;�079166℄ [ [0:625;1℄. Obteniendo queleo�miro.ualm.es



22 1.3. INEXISTENCIA DE M�INIMOS GLOBALESX1 = [�3;�0:79166℄ [ [0:4375; 2℄. Ahora se alma
ena uno de los intervalos, por ejem-plo [0:4375; 2℄, para su posterior inspe

i�on y se 
ontinua el m�etodo sobre el intervalo[�3;�0:79166℄. La se
uen
ia de intervalos que se obtiene es la siguiente:X2 = [�1:63 : : : ;�0:88 : : : ℄X3 = [�1:492 : : : ;�1:386 : : : ℄X4 = [�1:4153 : : : ;�1:41348 : : : ℄X5 = [�1:4142137 : : : ;�1:4142135 : : : ℄...Cuando se apli
a el m�etodo de Newton de intervalos para en
ontrar los 
eros de f 0 envez de f , enton
es:1. Si N(Xn) \Xn = f;g, X no 
ontiene ning�un m�aximo o m��nimo.2. Si N(Xn) � Xn, s�olo existe un m�aximo o m��nimo en N(Xn) \Xn.3. Si N(Xn) \ Xn 6= f;g y N(Xn) 6� Xn, el intervalo 
ontiene m�as de un m�aximo om��nimo.1.3.6 El m�etodo de Newton multi-dimensional 
l�asi
oEl m�etodo de Newton multi-dimensional es una generaliza
i�on del uni-dimensional. Usandos�olo los dos primeros t�erminos de la versi�on multi-dimensional del Teorema de Taylor, sepuede de
ir que:0 = f(x) � f(x0) + f 0(x0)(x� x0); x � x0 � f 0(x0)�1f(x0) (1.32)Reemplazando el ve
tor x por el nuevo ve
tor x1 de la se
uen
ia:f 0(x0)(x1 � x0) = �f(x0) (1.33)Jf (x0)A = B0; (1.34)donde Jf (x0) es el Ja
obiano de f en x0. Resolviendo el sistema lineal de la e
ua
i�on(1.34), se obtiene el nuevo ve
tor x1 = A+ x0.1.3.7 El m�etodo de Newton de intervalos multi-dimensionalEx
eptuando la op
i�on de usar expresiones basadas en la pendiente (De�ni
i�on 1.2.6,p�agina 15), existe esen
ialmente un solo m�etodo de Newton de intervalos unidimensional.Por el 
ontrario, el m�etodo de Newton de intervalos multi-dimensional var��a dependiendodel m�etodo usado para resolver el sistema lineal de e
ua
iones, pre
ondi
ionamientos, et
.La e
ua
i�on (1.30) puede generalizarse al 
aso multi-dimensional, estable
iendo el ve
-tor xn = m(Xn) y F 0(X) 
omo la extensi�on a intervalos del Ja
obiano de f . As�� :N(Xn+1) = xn � [F 0(Xn)℄�1f(xn); xn 2 Xn (1.35)leo�miro.ualm.es



CAP�ITULO 1. INTRODUCCI �ON 23Para obtener N(Xn+1), hay que resolver el siguiente sistema de e
ua
iones:F 0(Xn)(N(Xn+1)� xn) = �f(xn) (1.36)N�otese que si en vez de en
ontrar las ra��
es de f , se quiere en
ontrar los m��nimos def , hay que utilizar f 0 en vez de f y la matriz Hessiana de f (Ja
obiano de f 0), en vez deel Ja
obiano de f .La resolu
i�on de la e
ua
i�on (1.36), puede ser 
ompli
ada debido a la ne
esidad dea
otar el 
onjunto solu
i�on de un sistema de e
ua
iones lineales, siendo los 
oe�
ientesintervalos. Los prin
ipales m�etodos para su resolu
i�on son: el m�etodo de Kraw
zyk [127,128℄ y el m�etodo de Gauss-Seidel extendido a intervalos [89℄, aunque tambi�en se puede usarla extensi�on del m�etodo de elimina
i�on de Gauss a intervalos [133℄. Los libros [71, 133, 88℄y [153℄ son buenas referen
ias para en
ontrar estudios de los diferentes m�etodos de Newtonde intervalos multi-dimensionales, los 
uales se es
apan del �ambito de esta tesis.1.4 Diferen
ia
i�on Autom�ati
aCuando los problemas donde se quieren apli
ar algoritmos de Optimiza
i�on Global sondiferen
iables existen herramientas que ha
en uso de las derivadas para a
elerar di
hosalgoritmos, 
omo por ejemplo, el test de monoton��a (Se

i�on 1.3.2, p�agina 18) o el m�etodode Newton (Se

i�on 1.3.4, p�agina 19). Para 
al
ular las derivadas de una fun
i�on se puedenusar los siguientes m�etodos:� Diferen
ia
i�on num�eri
a.� Diferen
ia
i�on simb�oli
a.� Diferen
ia
i�on autom�ati
a.La diferen
ia
i�on num�eri
a fue la primera aproxima
i�on utilizada donde los valoresde las derivadas se obtienen mediante aproxima
iones por diferen
ias �nitas. De todasformas 
on esta solu
i�on no se pueden 
al
ular in
lusiones de las derivadas. Adem�as, losresultados 
al
ulados 
on diferen
ia
i�on num�eri
a son fre
uentemente m�as inexa
tos quelos 
al
ulados 
on diferen
ia
i�on autom�ati
a, por lo que no es 
onveniente su uso.La diferen
ia
i�on simb�oli
a apli
a las reglas de diferen
ia
i�on a la f�ormula anal��ti
a deuna fun
i�on y determina una forma anal��ti
a para la derivada. Esto puede ser resuelto in-
luso de forma autom�ati
a y ha sido implementado en sistemas algebrai
os 
omo Maple oMathemati
a. Otros paquetes, 
omo LANCELOT [26℄, tienen programas he
hos a medidapara interpretar formatos de entrada est�andar, 
omo el formato MPS [130℄, SIF [26℄ o elpropuesto por Neumaier [133℄, es
ribiendo subrutinas en un lenguaje destino, 
omo FOR-TRAN, para 
ada 
omputa
i�on requerida. El problema de la diferen
ia
i�on simb�oli
a esque fre
uentemente las expresiones anal��ti
as obtenidas para la derivada son muy extensasleo�miro.ualm.es



24 1.4. DIFERENCIACI�ON AUTOM�ATICAy 
omplejas. Adem�as, el usuario debe aprender formatos de entrada y paquetes espe
ialesque no son universales.La alternativa a estas aproxima
iones es la diferen
ia
i�on autom�ati
a. En ella se usanlos valores de los argumentos mientras se apli
an las reglas de diferen
ia
i�on, evitando elaumento del n�umero de f�ormulas, 
omo o
urre 
on la diferen
ia
i�on simb�oli
a y se efe
t�uaa la vez el 
�al
ulo de las derivadas y del valor de la fun
i�on.En la diferen
ia
i�on autom�ati
a existen dos modos de operar: avan
e y retro
eso. Elm�etodo de retro
eso [66℄ es m�as e�
iente que el de avan
e pero tiene mu
hos m�as reque-rimientos de memoria y es m�as 
omplejo de implementar.El modo de diferen
ia
i�on autom�ati
a de avan
e es an�alogo a la Aritm�eti
a de Interva-los, en el sentido de que se de�ne una aritm�eti
a sobre un 
onjunto extendido de objetos:intervalos 
uando se usa Aritm�eti
a de Intervalos y reales en el 
aso de la diferen
ia
i�onautom�ati
a real. Un objeto para la diferen
ia
i�on autom�ati
a es un par ordenado de la for-ma (u; u0), si estamos interesados en el gradiente, o un tr��o ordenado (u; u0; u00), si estamosinteresados en la matriz Hessiana. Los elementos de u, u0 y u00 pueden ser n�umeros realeso intervalos. Generalizando a intervalos, podemos de
ir que u 2 I, u0 2 In y u00 2 In�n,donde u representa el valor de la fun
i�on F (X), u0 el valor del gradiente rF (X) y u00 elvalor de la matriz Hessiana r2F (X), siendo F : In ! I la extensi�on a intervalos de lafun
i�on objetivo f : Rn ! R sobre X 2 In. A 
ontinua
i�on se van a de�nir las opera
ionespara obtener los valores de la matriz Hessiana. Para obtener el gradiente s�olo hay queomitir el ter
er 
omponente del trio ordenado (u; u0; u00).Apli
ando las reglas de diferen
ia
i�on se obtienen las 
uatro opera
iones b�asi
as:(u; u0; u00) + (v; v0; v00) = (u+ v; u0 + v0; u00 + v00) (1.37)(u; u0; u00)� (v; v0; v00) = (u� v; u0 � v0; u00 � v00) (1.38)(u; u0; u00) � (v; v0; v00) = (uv; uv0 + u0v; uv00 + u0(v0)T + v0(u0)T + u00v) (1.39)(u; u0; u00) = (v; v0; v00) = u=v; (u0v � uv0)=v2;(u00 � w0(v0)T � v0(w0)T � wv00)=v);v 6= 0 (0 =2 v) (1.40)Para las fun
iones est�andar s : I! I se tiene que :s((u; u0; u00)) = (s(u); s0(u)u0; s0(u)u00 + s00(u)u0(u0)T ) (1.41)En expresiones aritm�eti
as, una 
onstante 
 se identi�
a 
on (
,0,0), mientras que unavariable independiente x se identi�
a 
on (x,1,0).Ejemplo 1.4.1 Sup�ongase que se quiere 
ono
er el valor de la siguiente fun
i�on y de suderivada, en el intervalo X = [:99; 1:01℄:f(x) = x4 + x3 + xleo�miro.ualm.es



CAP�ITULO 1. INTRODUCCI �ON 25La evalua
i�on de esta fun
i�on puede ser des
ompuesta en las siguientes opera
iones:x1 = xx2 ! x41x3 ! x31x4 ! x2 + x3x5 ! x4 + x1y usando una aritm�eti
a 
on redondeo de 
uatro d��gitos, se tiene que :(x2; x02)! (x; 1)4 = ([:99; 1:01℄4 ; 4[:99; 1:01℄3)� ([:9606; 1:041℄; [3:881; 4:122℄);(x3; x03)! (x; 1)3 = ([:99; 1:01℄3 ; 3[:99; 1:01℄2)� ([:9702; 1:031℄; [2:940; 3:061℄)(x4; x04)! (x2; x02) + (x3; x03) � ([1:930; 2:072℄; [6:821; 7:183℄)(x5; x05)! (x4; x04) + (x; 1) � ([2:920; 3:082℄; [7:821; 8:183℄):As��, el intervalo de in
lusi�on para f(X) es [2:920; 3:082℄ y el de f 0(X) es [7:821; 8:183℄.Usualmente todos los paquetes de software que resuelven el problema de Optimiza
i�onglobal tienen rutinas donde se implementa la diferen
ia
i�on autom�ati
a. Un estudio m�asdetallado de la diferen
ia
i�on autom�ati
a y su implementa
i�on en el paquete softwareFADBAD/TADIF puede en
ontrarse en [172℄. Enla
es a otros paquetes e informa
i�onsobre diferen
ia
i�on autom�ati
a pueden en
ontrarse en [B.3.1℄.1.5 Algoritmos de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on se
uen
ialesLos primeros algoritmos de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on apare
ieron en art��
ulos de los 
in-
uenta y prin
ipios de los sesenta, donde los investigadores des
ribieron esquemas enu-merativos para resolver, lo que posteriormente se denominaron, problemas NP-Completos[46, 159, 100, 63℄. Debido a la generalidad del m�etodo y la efe
tividad que aportaba, fueampliamente usado. De he
ho, todav��a es una de las mejores herramientas para resol-ver problemas dif��
iles. Los primeros que dieron el nombre de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on(Bran
h and Bound) a este m�etodo, fueron Little, Murty, Sweeny y Karel [108℄ (1963),en su art��
ulo innovador sobre el problema del viajante de 
omer
io. Lawer y Wood [101℄estudiaron los algoritmos de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on, obteniendo una des
rip
i�on inde-pendiente del problema, siendo as�� el primer art��
ulo que presenta un modelo general deRami�
a
i�on y A
ota
i�on.Los m�etodos de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on son algoritmos basados en �arboles de b�usque-da. Su prin
ipio radi
a en una des
omposi
i�on su
esiva del problema original en subproble-mas m�as peque~nos y disjuntos, hasta en
ontrar la solu
i�on �optima. Un �arbol de b�usqueda,T = (V; �), des
ribe estos subproblemas (el 
onjunto de v�erti
es V , 
uya ra��z es el pro-blema 
ompleto S) y el pro
eso de des
omposi
i�on (el 
onjunto de ar
os �). El algoritmoleo�miro.ualm.es



26 1.5. ALGORITMOS DE RAMIFICACI�ON Y ACOTACI �ON SECUENCIALES
onsiste en una b�usqueda heur��sti
a iterativa en T , que evita visitar subproblemas que no
ontienen una solu
i�on �optima. Los algoritmos de Ba
ktra
king, Programa
i�on Din�ami
ay las b�usquedas en �arboles A� y AND-OR pueden verse 
omo varia
iones de algoritmosde Rami�
a
i�on y A
ota
i�on [64, 95, 129, 132℄.Una des
rip
i�on de los modelos de algoritmos de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on que apa-re
en en los art��
ulos [101, 120, 80, 81, 82, 96, 132℄, he
ha por Bruin, Kindervater yTrienekens puede en
ontrarse en [39℄. Estos autores no dis
uten modelos m�as re
ientesdebido a que s�olo se diferen
ian de los anteriores en peque~nas varia
iones. Esta revisi�onde los algoritmos de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on est�a motivada para estable
er un esquema
om�un para todas las apli
a
iones, mediante la des
rip
i�on de unas reglas u operadoresgenerales [80, 120℄. Para espe
i�
ar estas reglas nos basaremos en los formalismos utiliza-dos por Corrêa y Ferreira [32℄, 
entr�andonos en problemas donde se intenta en
ontrar elvalor m��nimo de una fun
i�on objetivo.1.5.1 Reglas b�asi
as de los algoritmos de Rami�
a
i�on y A
ota
i�onSeg�un Mitten e Ibaraki [120, 80℄ los algoritmos de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on pueden ser
ara
terizados por 
uatro reglas:� Regla de Rami�
a
i�on o Divisi�on: Estable
e 
�omo se des
omponen los nodos del�arbol de b�usqueda.� Regla de A
ota
i�on: Cal
ula un l��mite inferior de la solu
i�on �optima de un nodo.� Regla de Sele

i�on: De�ne qu�e nodo ser�a el siguiente a dividir.� Regla de Elimina
i�on: Estable
e 
�omo re
ono
er y eliminar nodos donde no se en-
uentra la mejor solu
i�on del problema original.Dependiendo del tipo del problema, se a~nade la siguiente regla:� Regla de Termina
i�on: Determina 
u�ando un nodo pertene
e a la solu
i�on �nal. Estaregla apare
e, por ejemplo, en problemas donde la solu
i�on del problema est�a de-terminada por la pre
isi�on deseada. Por otro lado, en algunos problemas tradi
io-nales de Optimiza
i�on Combinatoria, el 
riterio de termina
i�on es inherente a ob-tener una solu
i�on fa
tible. Por ejemplo, en el problema del Viajante de Comer
io[40, 108, 159, 180℄ [B.7.1℄, donde hay que en
ontrar el 
amino m��nimo para visitartodas las 
iudades deseadas.Llamaremos a estas reglas las reglas b�asi
as de los algoritmos de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on.Una buena 
omprensi�on de la estru
tura del problema a resolver, es de
ir, ha
er unabuena ele

i�on de las reglas b�asi
as, da lugar a una redu

i�on del tiempo de eje
u
i�on y apoder resolver problemas m�as 
omplejos en 
uanto a su tama~no.Los algoritmos de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on 
onsisten en una se
uen
ia de itera
ionesen las que se apli
an las reglas b�asi
as a una estru
tura de datos D, que puede verse 
omoleo�miro.ualm.es



CAP�ITULO 1. INTRODUCCI �ON 27una lista ordenada de subproblemas [27℄ y a los subproblemas que se extraen de esta es-tru
tura. Estas reglas sele

ionan un subproblema de D, lo des
omponen y eventualmenteinsertan los subproblemas 
reados en la estru
tura de datos D. A 
ada subproblema sele aso
ia una solu
i�on fa
tible, resolviendo el subproblema si es su�
ientemente simple oasign�andole una solu
i�on, elegida entre las posibles dentro del subproblema (no ne
esaria-mente la mejor). La mejor solu
i�on fa
tible en
ontrada durante la eje
u
i�on del algoritmode Rami�
a
i�on y A
ota
i�on, ser�a un l��mite superior de la solu
i�on �nal y se utilizar�a paraeliminar aquellos subproblemas generados que no pueden 
ontener una solu
i�on fa
tiblemejor que la que ya se ha en
ontrado [80, 82, 120, 179℄.Se llaman subproblemas abiertos o a
tivos, a aquellos que 
ontienen una solu
i�on fa
-tible y que en 
ualquier punto de la eje
u
i�on del algoritmo, fueron generados pero nodes
ompuestos ni eliminados. En 
ualquier itera
i�on la estru
tura de datos est�a 
ompues-ta por una 
ole

i�on de subproblemas abiertos llamada 
onjunto abierto. La eje
u
i�on delalgoritmo 
omienza 
on la estru
tura de datos en su estado ini
ial, D0 = (fSg; f�), dondef� � f� representa el l��mite superior ini
ial de la solu
i�on �optima (posiblemente in�nito),y se termina en el estado �nal (f;g; f�).De�ni
i�on 1.5.1 Regla de A
ota
i�on: Es una fun
i�on, li (l��mite inferior), que aso
ia aun problema abierto v 2 V un valor menor o igual que la mejor solu
i�on fa
tible en v. Sedeben 
umplir las siguientes 
ondi
iones:1. li(v) � minx2vff(x)g2. li(v) = f(v), si v = fxg y x es una solu
i�on fa
tible.3. li(v) � li(t), si v es generado a partir de una subdivisi�on de t.De�ni
i�on 1.5.2 Regla de Sele

i�on: Sea V el 
onjunto de los subproblemas abiertos alini
io de una itera
i�on. La fun
i�on de sele

i�on, apli
ada a V , es 
ualquier Æ tal que siV 6= f;g enton
es Æ(V ) 6= f;g y Æ(f;g) = f;g.Al problema elegido se le llama nodo-E [97℄. A 
ada problema sele

ionado se le 
al
ulaun l��mite inferior mediante la Regla de A
ota
i�on. Un �arbol T = (V; �) en el dominio S,
on una fun
i�on objetivo f y una fun
i�on l��mite inferior, li, se llama �arbol-BB (Bran
hand Bound) [98℄. Las hojas de T son los nodos solu
i�on. Los subproblemas 
r��ti
os sonaquellos v 2 V tal que li(v) < f� [149℄. Los nodos 
r��ti
os de un �arbol-BB, T , formanel sub�arbol 
r��ti
o T � de T [98℄. Es f�a
il ver que todos los subproblemas 
r��ti
os debensele

ionarse durante la eje
u
i�on de un algoritmo de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on. El 
amino
r��ti
o es el 
amino desde el nodo ra��z al nodo solu
i�on que 
ontiene la solu
i�on �optima.El 
amino 
r��ti
o 
on menor longitud es el 
amino 
riti
o m��nimo.Normalmente, la fun
i�on de sele

i�on Æ est�a determinada por una fun
i�on de prioridadheur��sti
a h, de forma que los subproblemas se alma
enan en la estru
tura de datos Den un orden par
ial o total, no de
re
iente de h. La fun
i�on de sele

i�on Æ no afe
ta a la
onvergen
ia del algoritmo, pero s��, a su e�
a
ia y al espa
io de memoria requerido [58℄. A
ontinua
i�on se des
riben las reglas de sele

i�on heur��sti
as m�as 
om�unmente utilizadas:leo�miro.ualm.es



28 1.5. ALGORITMOS DE RAMIFICACI�ON Y ACOTACI �ON SECUENCIALESB�usqueda en Profundidad (Depth-First): La fun
i�on de sele

i�on Æ sele

iona, deentre aquellos subproblemas que est�en a m�as profundidad en el �arbol de b�usquedaT , el que tenga un menor valor de la fun
i�on de prioridad heur��sti
a h. En estem�etodo se usa una estru
tura de alma
enamiento LIFO (Last-In-First-Out) o pila.El �arbol aso
iado a este tipo de sele

i�on es aquel en el que uno de los nodos hijose expande hasta obtener una solu
i�on fa
tible del problema o un subproblema nofa
tible. La 
omplejidad espa
ial de la pila, O(lw), se in
rementa linealmente 
on elnivel del �arbol b�usqueda al
anzado, l, y el fa
tor de divisi�on w [111℄. Al des
omponerel subproblema elegido, los subproblemas generados a partir de �el se introdu
en enla estru
tura LIFO, siguiendo un orden de
re
iente de h.Desventajas:� El n�umero de subproblemas inspe

ionados es normalmente mayor que elrealizado en otros tipos de sele

iones, 
omo la de Primero el Mejor.� Si se entra en una rama del �arbol de b�usqueda que no lleva a la solu
i�on�optima, se ne
esita mu
ho tiempo para salir de esa rami�
a
i�on.Ventajas:� Es el m�etodo de sele

i�on m�as e
on�omi
o desde el punto de vista del espa
iode memoria requerido.� Condu
e m�as r�apidamente a la obten
i�on de una mejor 
ota superior f�.B�usqueda en An
hura (Breadth-First): En la b�usqueda en an
hura, al 
ontrario queen la b�usqueda en profundidad, la fun
i�on de sele

i�on Æ elige, de entre aquellossubproblemas que est�en a menor profundidad en el �arbol de b�usqueda T , el quetenga un menor valor de la fun
i�on de prioridad heur��sti
a h. Este m�etodo usa unaestru
tura de alma
enamiento FIFO (First-In-First-Out) o 
ola.Desventajas:� Este tipo de estrategia no es re
omendable ni desde el punto de vista deltiempo de 
omputa
i�on ni desde el del ahorro de memoria.Ventajas:� Admite la apli
a
i�on de un test de dominan
ia entre los subproblemas quese en
uentran a la misma profundidad del �arbol de b�usqueda (De�ni
i�on1.5.5, p�agina 30).Primero el Mejor (Best-First): La fun
i�on de sele

i�on Æ elige aquel subproblema enD, 
on un menor valor de la fun
i�on de prioridad heur��sti
a, independientemente delnivel de profundidad del �arbol de b�usqueda (T ) en el que se en
uentre. La estru
turam�as simple de alma
enamiento es una lista ordenada por el valor de li(v); v 2 D.Desventajas:leo�miro.ualm.es
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Depth-First Best-First Depth-First

Nodos divididos

Nodos activos

Nodos solución

nodo-E

Nodos eliminados

...

Figura 1.4: Ejemplo de uso de la Regla de Sele

i�on H��brida.� La mejor 
ota superior, f�, suele obtenerse en las fases �nales del algoritmo.� Cre
imiento exponen
ial en el espa
io de memoria ne
esario 
uando se in-
rementa la profundidad del �arbol de b�usqueda. La 
omplejidad espa
ial esO(wl).Ventajas:� Dif��
ilmente un subproblema es des
ompuesto inne
esariamente. En [62℄se demuestra que usando Best-First se exploran menos nodos que usandootra estrategia, 
uando hay que en
ontrar todas las solu
iones �optimas, nosiendo 
ierto 
uando s�olo se requiere en
ontrar una.Modelo H��brido: El modelo h��brido se muestra en la Figura 1.4. Es una 
ombina
i�onde la B�usqueda en Profundidad y de la Primero el Mejor. Se basa en apli
ar alter-nativamente 
ada una de las estrategias anteriores. Primero se realiza una b�usquedaen profundidad hasta que no se pueda proseguir la b�usqueda por la rama del �arbolgenerada. De entre los nodos a
tivos generados en la b�usqueda en profundidad, sesele

iona uno, siguiendo una estrategia Primero el Mejor y a partir de �el se realizauna nueva b�usqueda en profundidad, repitiendo el pro
eso hasta la �naliza
i�on delalgoritmo. Esta regla de sele

i�on trata de obtener las ventajas de las reglas en lasque est�a basada [166℄.Adem�as de los tipos de sele

i�on des
ritos, existen los llamados heur��sti
os que sonan�alogos al Primero el Mejor, donde la fun
i�on heur��sti
a h puede ser diferente de lafun
i�on de a
ota
i�on li [83℄.Despu�es de la sele

i�on de un subproblema v, la Regla de Divisi�on 
rea un 
onjunto denuevos subproblemas a partir de v.De�ni
i�on 1.5.3 La Regla de Divisi�on de un nodo-E, v, en un algoritmo de Rami�
a
i�ony A
ota
i�on 
orresponde a: leo�miro.ualm.es



30 1.5. ALGORITMOS DE RAMIFICACI�ON Y ACOTACI �ON SECUENCIALES� Una parti
i�on de v, si v no es un nodo solu
i�on, es de
ir, no es lo su�
ientementepeque~no para ser resuelto.� La solu
i�on de v, en otro 
aso.Sea f�(vi) el valor �optimo de la solu
i�on del nodo vi, que ser�a des
ompuesto en losnodos vi1; vi2; : : : ; vim por la regla de divisi�on. Enton
es, se tiene que:f�(vi) = mink=1;::: ;m f�(vik)Es de
ir, el valor �optimo de la solu
i�on de un nodo puede obtenerse mediante la evalua
i�onde sus nodos hijos. En la pr�a
ti
a, las reglas de divisi�on 
umplen que 
ada solu
i�on fa
tiblede un nodo padre es tambi�en solu
i�on de al menos uno de sus hijos. Estas reglas de divisi�ondepender�an del problema 
on
reto en el que se aplique el algoritmo de Rami�
a
i�on yA
ota
i�on.En 
ada itera
i�on se puede generar un nuevo l��mite superior de la mejor solu
i�on, f�,de dos formas: porque el nodo generado por des
omposi
i�on es un nodo solu
i�on, o porquese en
uentra una solu
i�on fa
tible mejor durante la 
omputa
i�on de una parti
i�on en unades
omposi
i�on.La Regla de Elimina
i�on permite ha
er una b�usqueda inteligente en S que evite 
on-siderar subproblemas que se sabe que no 
ondu
ir�an a una solu
i�on �optima del problemaoriginal.De�ni
i�on 1.5.4 La Regla de Elimina
i�on, en 
ada itera
i�on, elimina todos los subpro-blemas a
tivos y solu
i�on, v, de forma que li(v) > f�.La de�ni
i�on anterior est�a soportada por el siguiente lema:Lema 1.5.1 En una itera
i�on, si li(v) > f�, enton
es v no puede 
ondu
ir a una solu
i�onfa
tible que es mejor que la mejor solu
i�on fa
tible 
ono
ida [31, 80℄.La Regla de Elimina
i�on puede generalizarse mediante un Test de dominan
ia:De�ni
i�on 1.5.5 Test de dominan
ia: Se di
e que un nodo vi domina a un nodo vj si sepuede probar que la solu
i�on �optima de vi es menor que la solu
i�on �optima de vj. Si vitiene una solu
i�on fa
tible, vi debe produ
ir una solu
i�on por lo menos tan buena 
omo vj.Si vi no es fa
tible, vj tampo
o debe ser fa
tible. En ambos 
asos vj puede ser eliminado.El Test de dominan
ia se basa en una rela
i�on de dominan
ia <. Denotaremos vi<vjsi vi domina a vj . De a
uerdo 
on Ibaraki [82℄, la rela
i�on de dominan
ia debe satisfa
erlas siguientes propiedades:� < es par
ialmente ordenada (
umple las propiedades re
exiva, antisim�etri
a y re
e-xiva).leo�miro.ualm.es



CAP�ITULO 1. INTRODUCCI �ON 31� vi<vj ) vj no es un des
endiente propio de vi� (vi<vj y vi 6= vj)) vi<vj�, para todos los des
endientes vj� de vj .De�ni
i�on 1.5.6 Se di
e que una rela
i�on de dominan
ia < es 
onsistente 
on la fun
i�ong si vi<vj ) g(vi) � g(vj); 8vi; vj 2 V .Normalmente < es 
onsistente 
on la fun
i�on de prioridad heur��sti
a h, la 
ual estable
ela ordena
i�on de los subproblemas en la estru
tura de datos D para su pro
esamiento. Deesta forma se sele

ionar�an primero los subproblemas m�as prometedores, ya que aportar�anmejoras en el valor del l��mite superior f�, permitiendo redu
ir la b�usqueda mediante laRegla de Elimina
i�on.Como puede observarse no existe una regla m�as importante que las dem�as, ya quetodas ellas 
ooperan 
onjuntamente para la resolu
i�on del problema. El objetivo prin
ipales redu
ir el �arbol de b�usqueda para obtener r�apidamente la mejor solu
i�on. Aunque laRegla de Elimina
i�on es la que realiza la poda del �arbol en �ultima instan
ia, ser�a apli
adaen mayor o menor medida, dependiendo de las dem�as reglas. Una Regla de A
ota
i�on queobtenga un buen l��mite inferior de la posible solu
i�on de un subproblema, permitir�a 
a-ra
terizar mejor a los subproblemas que no 
ontienen la mejor solu
i�on, para eliminarlos.Para poder eliminar subproblemas, tambi�en hay que en
ontrar un buen l��mite superior dela solu
i�on. Este l��mite superior se 
onsigue inspe

ionando primero los nodos m�as pro-metedores, ya que son los que pueden aportar mejores solu
iones. Este orden se estable
emediante la Regla de Sele

i�on, de la que tambi�en dependen los requerimientos de memoriadel problema. Hay que distinguir entre el n�umero total de subproblemas inspe

ionados yel n�umero m�aximo de subproblemas alma
enados en la estru
tura de datos D. La gesti�onde esta estru
tura de datos ordenada ser�a m�as 
ostosa 
uanto mayor sea el n�umero desubproblemas que 
ontenga. La Regla de Divisi�on tambi�en juega un papel importante yaque de ella depender�a el n�umero de ramas generadas a partir de un nodo del �arbol deb�usqueda. Por un lado, generar mu
has ramas permite obtener informa
i�on m�as pre
isadebido a que los subproblemas generados son menores en tama~no, pero por otro lado,hay que inspe

ionar m�as nodos del �arbol en 
ada divisi�on. No s�olo es importante el nivelde divisi�on realizado, sino tambi�en 
�omo se realiza la divisi�on. Por lo tanto, la Regla deDivisi�on debe estar orientada a redu
ir el espa
io de b�usqueda pero sin generar un n�umeroex
esivo de nodos en 
ada divisi�on.1.6 ResumenEn este 
ap��tulo se han presentado de forma general los tipos de problemas de Optimiza-
i�on Global y los m�etodos propuestos para resolverlos. En esta tesis nos 
entraremos enproblemas de Optimiza
i�on Global 
on la �uni
a restri

i�on de tener l��mites impl��
itos enla regi�on de b�usqueda y en los algoritmos que ha
en uso de t�e
ni
as de Rami�
a
i�on yA
ota
i�on, donde la Regla de A
ota
i�on est�a determinada por la fun
i�on de in
lusi�on quese obtiene mediante la Aritm�eti
a de Intervalos. leo�miro.ualm.es





CAP�ITULO 2. RA�ICES EN FUNCIONES UNIDIMENSIONALES 33
Cap��tulo 2Ra��
es en fun
ionesunidimensionalesEn este 
ap��tulo se presentan varios algoritmos que resuelven e�
ientemente el problemade en
ontrar la m��nima ra��z en fun
iones unidimensionales. El primer problema 
onsiste endeterminar la m��nima ra��z de una fun
i�on unidimensional sobre un determinado intervalo.Se supone que se tiene de�nida la fun
i�on anal��ti
amente y que puede ser no diferen
iable
on un gran n�umero de m�aximos y m��nimos. El segundo problema es una generaliza
i�on delprimero y trata de en
ontrar la m��nima ra��z en un 
onjunto de fun
iones unidimensionales.Ambos problemas se plantean 
omo problemas de Optimiza
i�on Global y ser�an tratadosmediante algoritmos de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on 
on Aritm�eti
a de Intervalos. En laSe

i�on 2.1 se ha
e una des
rip
i�on de estos problemas y de los m�etodos generalmenteutilizados para su resolu
i�on. En la Se

i�on 2.2 se presentan nuevos algoritmos para resolverel problema de en
ontrar la m��nima ra��z de una fun
i�on unidimensional y en la Se

i�on2.3 se generalizan los algoritmos anteriores para en
ontrar la m��nima ra��z de un 
onjuntode fun
iones unidimensionales.2.1 Introdu

i�onEl problema de en
ontrar la m��nima ra��z en fun
iones unidimensionales 
on limita
ionesen la regi�on de b�usqueda, puede en
ontrarse en mu
has apli
a
iones de diversas �areas. Unejemplo t��pi
o de estas apli
a
iones apare
e dentro del 
ampo de la 
omputa
i�on gr�a�
ay de la visualiza
i�on, donde una de las opera
iones fundamentales en el trazado de rayos(ray tra
ing), 
onsiste en el 
�al
ulo de la interse

i�on entre los rayos y la super�
ie de losobjetos [86, 119℄. Otros ejemplos de estas apli
a
iones son: t�e
ni
as de pro
esado de se~nal,por ejemplo, en la identi�
a
i�on no param�etri
a de una se~nal [188℄, en el pro
esamientode im�agenes [24℄, en las transformadas wavelet [113℄, en el 
�al
ulo de los autovalores deuna matriz [5℄, en el dise~no de herramientas software de simula
i�on el�e
tri
a y ele
tr�oni
apara el an�alisis del dominio temporal en redes 
on 
onmutadores [6℄, et
. leo�miro.ualm.es



34 2.1. INTRODUCCI�ONEn este 
ap��tulo se 
onsideran dos problemas que apare
en en tales apli
a
iones. Elprimero 
onsiste en estable
er un algoritmo general, simple, riguroso y r�apido para en-
ontrar la m��nima ra��z de una fun
i�on unidimensional de�nida anal��ti
amente. El segundoproblema es una generaliza
i�on del primero y trata de en
ontrar la m��nima ra��z para un
onjunto de fun
iones unidimensionales de�nidas anal��ti
amente.Existen varias formas de formular el primer problema, 
omo por ejemplo:Dada una fun
i�on real f : x 2 S � R ! R; S = [s; s℄; s � s, donde S es el dominio ola regi�on de b�usqueda del problema, determinar:x� = minfx : f(x) = 0; x 2 Sg (2.1)o xu = minfx : f(x) � f(s) � 0; x 2 Sg; y 
al
ularxl = maxfx : f(x) � f(s) � 0; x < xug (2.2)La mayor��a de los algoritmos que fueron propuestos por otros autores se dise~naron paraen
ontrar todas las ra��
es de la fun
i�on en un intervalo determinado, pero no para en
ontrars�olo la m��nima ra��z. Sin embargo, existen mu
has apli
a
iones donde s�olo la m��nima ra��z
ontiene informa
i�on de inter�es para el problema a tratar [5, 6, 24, 86, 113, 119, 188℄ y porlo tanto es 
onveniente desarrollar algoritmos m�as e�
ientes para resolver este problema.Algunos de los m�etodos que se pueden en
ontrar en la literatura son :� El m�etodo m�as simple est�a basado en una t�e
ni
a de rejilla (GRID), que produ
euna serie de muestreos, empezando en el margen izquierdo y distan
iados un tama~no
onstante �, hasta que dos muestras 
onse
utivas de la fun
i�on (f(x) y f(x + �))tengan distinto signo [6℄. Hay que tener 
uidado 
on este tipo de m�etodos ya quesi la distan
ia de muestreo es grande, es posible saltarse una ra��z y si es demasiadopeque~na el n�umero de itera
iones puede ser muy grande.� La segunda aproxima
i�on 
onsiste en usar algoritmos de b�usqueda lo
al para en
on-trar ra��
es de e
ua
iones y obtener as�� una 
onvergen
ia r�apida al punto x� [B.6.1℄.El prin
ipal in
onveniente de estos m�etodos es que la 
onvergen
ia no est�a asegurada
uando la fun
i�on f(x) tiene mu
hos m�aximos y m��nimos. Adem�as, si la fun
i�on f(x)tiene varias ra��
es, diferentes ele

iones de las 
ondi
iones ini
iales pueden dar lugara solu
iones diferentes para la e
ua
i�on f(x) = 0.Uno de los m�etodos m�as utilizados es el m�etodo de Newton 
l�asi
o (Se

i�on 1.3.4,p�agina 19). Este m�etodo genera una se
uen
ia de valores xi que 
onvergen a x�,bajo la suposi
i�on de que f(x) es lo
almente lineal en x�. Aunque la 
onvergen
iade este tipo de m�etodos suele ser 
uadr�ati
a, no se puede asegurarse 
uando f(x)tiene mu
hos m�aximos y m��nimos en S [146℄. Adem�as, su 
onvergen
ia depende delpunto ini
ial elegido. Por ejemplo, el m�etodo de Newton no 
onverge para la fun
i�onf(x) = x3 � x si el punto ini
ial es x0 = 1=p5.leo�miro.ualm.es



CAP�ITULO 2. RA�ICES EN FUNCIONES UNIDIMENSIONALES 35� El ter
er m�etodo propuesto por Daponte et al. [36, 37, 164℄ y Kalra y Barr [86℄,se en
uentra dentro de los algoritmos de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on que ha
en usode las derivadas Lips
hitz. En [36, 37, 164℄ se proponen diferentes solu
iones pararesolver problemas en el 
ampo de la Ingenier��a Ele
tr�oni
a. En el art��
ulo de Karlay Barr [86℄ se en
uentran apli
a
iones en el 
ampo de la 
omputa
i�on gr�a�
a y lavisualiza
i�on.� El 
uarto m�etodo para resolver (2.2) 
onsiste en el uso de algoritmos generalesde Optimiza
i�on Global basados en estrategias de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on y enAritm�eti
a de Intervalos, 
omo los propuestos en [71, 88, 153℄.El m�etodo de Mit
hell [119℄ se basa en el algoritmo de intervalos introdu
ido porMoore [125℄. Mit
hell distingue dos etapas: la primera etapa 
onsiste en aislar lasra��
es de la fun
i�on, en
ontrando el 
onjunto de subintervalos donde se sabe 
on
erteza que existe una sola ra��z; en la segunda etapa se realiza un re�namiento enel que se redu
e el tama~no de los intervalos produ
idos en la etapa ini
ial, usandot�e
ni
as de b�usqueda lo
al, 
omo el m�etodo de Newton.El segundo problema 
onsiderado en este 
ap��tulo es una generaliza
i�on del problema2.1. Existen varias apli
a
iones donde es ne
esario el 
al
ular la m��nima ra��z de un 
onjuntode p fun
iones, en vez de en una �uni
a fun
i�on, es de
ir, en
ontrar la m��nima de las ra��
esm��nimas de varias fun
iones [37, 86, 119℄. Un ejemplo de estas apli
a
iones apare
e en elel 
ampo de la 
omputa
i�on gr�a�
a donde la es
ena a visualizar est�a 
ompuesta por un
onjunto de objetos de�nidos por sus super�
ies. Una de las opera
iones fundamentalesa realizar es la de 
al
ular la interse

i�on entre los rayos de luz y las super�
ies. Lavisualiza
i�on de la es
ena impli
a que para 
ada rayo solo se ne
esita 
ono
er una de lasinterse

iones de ese rayo 
on todos los objetos (la m�as 
er
ana al punto de observa
i�on)[86, 119℄. Matem�ati
amente el problema puede formularse 
omo:Dado un rayo, representado param�etri
amente por un punto ini
ial a = (ax; ay; az), unve
tor dire
tor V y un 
onjunto de p super�
ies, fi(x; y; z) = fi(ax + tVx; ay + tVy; az +tVz)=fi(t); i.e. fi : t 2 R! R; t 2 S=[s=0; s℄, i = 1; : : : ; p, determinar:t� = minft 2 S : fi(t) = 0; 8i; i = 1; : : : ; pg (2.3)En la Se

i�on 2.2 se presentan los nuevos algoritmos para resolver el problema (2.1). Apartir de los resultados obtenidos 
on estos algoritmos, en la Se

i�on 2.3 se desarrollar�annuevos m�etodos para resolver el problema (2.3).2.2 Algoritmo para en
ontrar la m��nima ra��z en una fun
i�onunidimensionalNuestra propuesta de algoritmo para la resolu
i�on del problema (2.1) est�a basada en last�e
ni
as de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on y Aritm�eti
a de Intervalos, e in
orpora las ideasleo�miro.ualm.es



36 2.2. ALGORITMO PARA ENCONTRAR LA M�INIMA RA�IZ EN UNA FUNCI�ON UNIDIMENSIONALdes
ritas en [36, 37, 164℄, pero sin la sobre
arga 
omputa
ional produ
ida por el 
�al
ulode derivadas, 
on lo que puede apli
arse tambi�en a problemas no diferen
iables.A 
ontinua
i�on se de�nen las reglas b�asi
as de los algoritmos de Rami�
a
i�on y A
o-ta
i�on (Se

i�on 1.5) utilizadas para este problema:De�ni
i�on 2.2.1 Se de�ne la Regla de Divisi�on de forma que el intervalo sele

ionado,X � S se divide usando el m�etodo tradi
ional de bise

i�on, generando dos subintervalos deigual tama~no que se alma
enan en una lista de trabajo en un orden no de
re
iente basadoen x, i.e., el subintervalo 
on mayor x primero.De�ni
i�on 2.2.2 La Regla de Sele

i�on estable
e el siguiente intervalo a pro
esar, 
omoaquel que se en
uentra en la 
abeza de la lista de trabajo, que est�a organizada medianteun esquema LIFO (Last-In-First-Out). Por lo tanto, el algoritmo siempre trabaja en elintervalo a
tivo m�as a la izquierda.De�ni
i�on 2.2.3 La Regla de A
ota
i�on est�a basada en la evalua
i�on de la fun
i�on dein
lusi�on, F , de f , obtenida mediante la Aritm�eti
a de Intervalos.En esta tesis, la fun
i�on de in
lusi�on usada es la extensi�on natural a intervalos [124,152, 90℄ (v�ease la Se

i�on 1.2.2, p�agina 8).De�ni
i�on 2.2.4 Para el problema del primer 
orte 
on 
ero, la Regla de Elimina
i�onTradi
ional se basa en eliminar los intervalos X � S que 
umplen que 0 =2 F (X), porqueenton
es es seguro que 0 =2 f(X).De�ni
i�on 2.2.5 La Regla de Termina
i�on estable
e que los intervalos X � D : w(X) ��, que fueron sele

ionados pero no re
hazados, i.e, 0 2 F (X), se alma
enen en la llamadalista �nal en vez de en la lista de trabajo, pertene
iendo as�� a la solu
i�on �nal. El par�ametrode entrada � determina la pre
isi�on requerida para la solu
i�on del problema. El algoritmo�naliza 
uando la lista de trabajo se en
uentra va
��a.Se proponen 
uatro algoritmos que siguen el esquema anterior, en los que se ha usadola siguiente nota
i�on para sus par�ametros de entrada:S : El dominio del problema, tambi�en llamado la regi�on de b�usqueda.F : La extensi�on natural a intervalos de f .L : La lista de trabajo 
on prioridad.Q : La lista �nal que 
ontiene los intervalos X : w(X) � � y 0 2 F (X).� : El 
riterio de termina
i�on. Si w(X) � �, X se alma
ena en Q.El Algoritmo 2.2.1 (Roots Finder, (RF)) es similar al propuesto por Mit
hell [119℄,
on la diferen
ia de que RF no 
omputa derivadas y por lo tanto no apli
a el Test deMonoton��a. El algoritmo 
omienza ini
ializando la lista �nal, Q, al 
onjunto va
��o y laleo�miro.ualm.es



CAP�ITULO 2. RA�ICES EN FUNCIONES UNIDIMENSIONALES 37Algoritmo 2.2.1 : Roots Finder1 fun
t RF (S; F; �; L;Q) �2 Q := f;g; L := fSg Ini
ializa
i�on de las listas �nal y de trabajo3 while (L 6= f;g)4 X := Cabeza(L)5 L := L� fXg X pop � L6 if (0 2 F (X)) Regla de elimina
i�on tradi
ional7 if (w(X) � �) Regla de Termina
i�on8 Q := Q+ fXg X pertene
e a la solu
i�on �nal9 else10 Subdivide(X;Xl ;Xr) Xl = [x;m(X)℄; Xr = [m(X); x℄11 L := L+ fXrg+ fXlg L push � Xr, L push � Xl12 return Qlista de trabajo, L, a la regi�on de b�usqueda (l��nea 2). El algoritmo termina 
uando noexisten m�as intervalos en la lista de trabajo para ser pro
esados (l��nea 3). El siguienteintervalo a pro
esar est�a determinado por la Regla de Sele

i�on (l��nea 4). La Regla deA
ota
i�on se apli
a en la l��nea 6. Si el intervalo no puede ser eliminado por la Regla deElimina
i�on Tradi
ional (l��nea 6), ni 
umple la Regla de Termina
i�on (l��nea 7), se divideusando la Regla de Divisi�on (l��nea 10). Los subintervalos generados (Xr yXl) se alma
enanen la lista de trabajo en el orden estable
ido por la Regla de Sele

i�on (l��nea 11).Adem�as de la Regla de Elimina
i�on Tradi
ional en el algoritmo original de Mit
hellse eliminan aquellos intervalos X : 0 =2 F 0(X) y [F (x) � F (x)℄ > 0, es de
ir, es seguro quela fun
i�on es mon�otona y 
ompletamente positiva o negativa en X. En las 
ompara
ionesnum�eri
as realizadas se usar�a el Algoritmo 2.2.1 para medir la e�
ien
ia de los nuevosm�etodos.El Algoritmo 2.2.2 (Minimal Root Finder (MRF)) [22, 20℄, al 
ontrario que el Algoritmo2.2.1, est�a dise~nado para dete
tar s�olo la m��nima ra��z de una fun
i�on unidimensional. Estatarea se lleva a 
abo mediante la elimina
i�on de la lista de trabajo, L, de todos aquellosintervalos, Xi de los que se sabe que no 
ontienen la m��nima ra��z. Con este prop�osito, sehan a~nadido al Algoritmo 2.2.1 varias mejoras espe
i�
as para resolver el problema (2.1),obteniendo 
omo resultado el Algoritmo 2.2.2. Estas mejoras se detallan a 
ontinua
i�on.La siguiente proposi
i�on determina el error 
ometido 
uando se estable
e 
omo 
iertoque F ([x; x℄) = 0 ) f(x) = 0 y su utiliza
i�on para des
artar subregiones de b�usquedadonde no se en
uentra la m��nima ra��z.Proposi
i�on 2.2.1Dada una fun
i�on f : S � R ! R y F , la fun
i�on de in
lusi�on de f obtenida medianteAritm�eti
a de Intervalos, si para un punto x 2 X � S se tiene que 0 2 F (x), enton
es seleo�miro.ualm.es



38 2.2. ALGORITMO PARA ENCONTRAR LA M�INIMA RA�IZ EN UNA FUNCI�ON UNIDIMENSIONALAlgoritmo 2.2.2 : Minimal Root Finder1 fun
t MRF (S; F; �; L;Q) �2 Q := f;g; L := fSg Ini
ializa
i�on de las listas �nal y de trabajo3 if (0 2 F (s))4 Q = Q+ [s; s℄5 return Q El algoritmo �naliza 
on la solu
i�on s6 if (F (s) < 0) Pre
ondi
i�on7 F se 
ambia por � F8 while (L 6= f;g)9 X := Cabeza(L)10 L := L� fXg X pop � L11 if (0 =2 F (X)) Regla de elimina
i�on tradi
ional12 if (Q 6= f;g)13 L := f;g14 else 0 2 F (X)15 if (w(X) � �) Regla de Termina
i�on16 Q := Q+ fXg X pertene
e a la solu
i�on �nal17 else18 Subdividir(X;Xl ;Xr) Xl = [x;m(X)℄; Xr = [m(X); x℄19 L := L+ fXrg+ fXlg L push � Xr, L push � Xl20 if (F (xl) � 0) Test del Punto Negativo21 Eliminar todos los Xi 2 L : xi � xl An�alogo a L := fXlg22 return Qpuede 
on
luir que la m��nima ra��z de f en S no se en
uentra a la dere
ha del punto x. Elposible error 
ometido se en
uentra en el intervalo [0; w(F (x))℄.Demostra
i�on. Aunque s�� es 
ierto, que debido a las sobreestima
iones que apare
en
uando se usa la Aritm�eti
a de Intervalos y al redondeo dire
to usado en la Aritm�eti
aComputa
ional, 0 2 F (x) 6) f(x) = 0 , tambi�en es verdad que 
on la fun
i�on de in
lusi�onusada no se puede obtener una pre
isi�on mayor, debido a que w([x; x℄) = 0, siendo el valorw(F (x)) una 
ota superior del posible error 
ometido. �Por lo tanto, el en
ontrar un punto x 2 X � S 
on 0 2 F (X), nos permite re
hazarla subregi�on de b�usqueda a la dere
ha de x. En el 
aso parti
ular en el que 0 2 F (s),enton
es se puede 
on
luir que la m��nima ra��z se en
uentra en s (Algoritmo 2.2.2, l��nea3), 
on lo que el algoritmo termina 
on la solu
i�on Q = f[s; s℄g. Generalmente el posibleerror 
ometido es 
er
ano a la pre
isi�on de la m�aquina.Teorema 2.2.1 Sea una fun
i�on f : S � R ! R, F la fun
i�on de in
lusi�on de f obte-nida mediante Aritm�eti
a de Intervalos y sea un algoritmo de Rami�
a
i�on y A
ota
i�onleo�miro.ualm.es



CAP�ITULO 2. RA�ICES EN FUNCIONES UNIDIMENSIONALES 39de�nido por las reglas b�asi
as estable
idas en las de�ni
iones 2.2.1 a 2.2.5, que ha
e usode la Proposi
i�on 2.2.1 y que eval�ua F puntualmente en el l��mite superior del subintervaloizquierdo (l��nea 20), generado a partir de la divisi�on del intervalo sele

ionado. Si 0 =2 F (s)y la fun
i�on se pre
ondi
iona de forma que F (s) > 0 (l��nea 7), enton
es el en
ontrar unpunto negativo, fx 2 X � S : F (x) � 0g, nos permite a�rmar que la m��nima ra��z no seen
uentra a la dere
ha de x, por lo que esta regi�on puede eliminarse de la b�usqueda.Demostra
i�on. Denotamos por A � S, a la subregi�on de S que en un determinadomomento del algoritmo permane
e a
tiva, es de
ir, fA = [a; a℄ = SXi : 0 2 F (Xi) y Xi 2Lg. Al 
omienzo del algoritmo A = S y debido al pre
ondi
ionamiento impuesto, F (a) > 0.Si se en
uentra un punto fy 2 A : F (y) � 0g, A se redu
ir��a al intervalo [a; y℄. El intervaloA tiene que in
luir una ra��z debido a que los signos de f(a) y f(a) son opuestos, pudi�endoseeliminar as�� la subregi�on de S a la dere
ha de y.La �uni
a forma de que A posiblemente no 
ontenga una ra��z es si F (a) < 0, durantela eje
u
i�on del algoritmo. Esto es imposible que o
urra ya que el valor de a s�olo puedein
rementarse mediante la apli
a
i�on de la Regla de Elimina
i�on Tradi
ional, en el intervalofX : x = ag, para lo 
ual debe 
umplirse que 0 =2 F (X). Esto impli
a que f(x) > 0,a
tualiz�andose la nueva subregi�on a
tiva al intervalo A = [x; a℄. Por lo tanto, se puede
on
luir que durante toda la eje
u
i�on del Algoritmo 2.2.2 f(a) > 0. �N�otese que la pre
ondi
i�on impuesta en la l��nea 7 no 
ambia la posi
i�on de la m��nimara��z de f en S.Corolario 2.2.1 En el algoritmo 2.2.2, si un punto x 2 X � S 
umple que 0 2 F (x)(Proposi
i�on 2.2.1) o que F (x) � 0 (Teorema 2.2.1), la regi�on a la dere
ha de x puededes
artarse de la b�usqueda. Ambas 
ondi
iones pueden aunarse para obtener un nuevo
riterio de elimina
i�on: F (x) � 0 (l��nea 20), al que denotaremos 
omo Test del PuntoNegativo.A�un a~nadiendo el Test del Punto Negativo a la Regla de Elimina
i�on Tradi
ional, elAlgoritmo 2.2.2 podr��a 
ontinuar la b�usqueda ha
ia la dere
ha de un intervalo que: 
ontienela m��nima ra��z, ha al
anzado la Regla de Termina
i�on (w(X) � �) y F (x) > 0. Para frenaresta b�usqueda ha
ia la dere
ha, se fuerza la parada del algoritmo, mediante el va
iado dela lista de trabajo (l��nea 13), 
uando existe alg�un intervalo en la lista �nal (l��nea 12) y elintervalo sele

ionado ha sido re
hazado (l��nea 11).En las Figuras 2.1 y 2.3, se muestran ejemplos gr�a�
os de la eje
u
i�on de los algoritmosRF yMRF. En ellas, 
ada 
aja representa un intervalo [x; x℄ y los l��mites inferior y superiorde la fun
i�on de in
lusi�on evaluada sobre ese intervalo, [F (X); F (X)℄. Se pueden distinguirtres tipos de 
ajas entre los intervalos evaluados. La 
ajas de 
olor gris representan a losintervalos que fueron evaluados y re
hazados por la Regla de Elimina
i�on Tradi
ional,las 
ajas donde s�olo se dibuja el borde, representan los intervalos que fueron evaluados ydivididos y las 
ajas de 
olor negro representan los intervalos que al
anzaron la lista �nalQ. Los puntos negros de las gr�a�
as representan las evalua
iones de F (s) (algoritmo MRF,leo�miro.ualm.es
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Figura 2.1: Resultados gr�a�
os del algoritmo MRF para los problemas 39 y 33, des
ritosen la Tabla 2.1.l��nea 6) y del Test del Punto Negativo (l��nea 20). El n�umero de evalua
iones de la fun
i�onde in
lusi�on (NEvalI) y el par�ametro de termina
i�on (�) se muestran en la parte superiore inferior de 
ada ejemplo.La Regla de Elimina
i�on Tradi
ional es 
apaz de eliminar gran 
antidad del espa
io deb�usqueda, prin
ipalmente en fun
iones que no tienen ning�un 
orte 
on 
ero en el dominiodel problema, por lo que puede obtenerse una 
onvergen
ia r�apida a la solu
i�on. Comoejemplo de este 
omportamiento, la gr�a�
a de la izquierda de la Figura 2.1 muestra unafun
i�on en la que s�olo se han realizado 
in
o evalua
iones de intervalos para determinarque no existe ning�un 
orte 
on 
ero. En la gr�a�
a pueden observarse 
laramente tres de losintervalos evaluados (uno dividido y dos re
hazados). Las restantes evalua
iones puntualesse en
uentran en s, para estable
er la pre
ondi
i�on ini
ial (l��nea 6) y en el punto mediode S (l��nea 20), porque se apli
�o el Test del Punto Negativo.Tal 
omo se 
oment�o en la Se

i�on 1.2.5 (p�agina 14), el prin
ipal in
onveniente dela Aritm�eti
a de Intervalos para obtener fun
iones de in
lusi�on es que las in
lusionesobtenidas son generalmente sobreestima
iones de los rangos reales de la fun
i�on objetivoen un intervalo. Debido a esto, en algunas o
asiones la Regla de Elimina
i�on Tradi
ionala
t�ua s�olo 
uando los intervalos son su�
ientemente peque~nos, 
omo o
urre en la gr�a�
adere
ha de la Figura 2.1. En esta gr�a�
a puede observarse tambi�en 
omo w(F (X)) de
re
e
onforme lo ha
e w(X). Bajo estas 
ir
unstan
ias, el uso de mejores fun
iones de in
lusi�on
omo las expresiones 
entradas y las expresiones basadas en la pendiente (De�ni
iones 1.2.5leo�miro.ualm.es



CAP�ITULO 2. RA�ICES EN FUNCIONES UNIDIMENSIONALES 41y 1.2.6 respe
tivamente, p�agina 15), podr��an a
elerar la 
onvergen
ia del algoritmo.En la Figura 2.3 se muestra la 
apa
idad del Test del Punto Negativo para re
hazarintervalos que no 
ontienen la m��nima ra��z. En las gr�a�
as superiores de la Figura 2.3se 
omparan los algoritmos RF (superior-izquierda) y MRF (superior-dere
ha). Para elalgoritmo MRF no se han dibujado los intervalos eliminados de la lista de trabajo (y noevaluados 
on Aritm�eti
a de Intervalos) por Test del Punto Negativo. Durante la eje
u
i�ondel algoritmo la lo
aliza
i�on de los puntos que 
umplen el Test del Punto Negativo (indi
adamediante una 
e
ha en la parte inferior de la gr�a�
a) va movi�endose de dere
ha a izquierda.Si las nuevas ideas de elimina
i�on no se usan (algoritmo RF ), se determinar��an todos los
ortes 
on 
ero 
on la pre
isi�on estable
ida por el par�ametro de termina
i�on � (gr�a�
asuperior-izquierda de la Figura 2.3).Los 
riterios de sele

i�on y elimina
i�on propuestos 
ooperan para obtener una 
onver-gen
ia r�apida del algoritmo, evitando la b�usqueda en L de todas las ra��
es de la fun
i�onobjetivo. El algoritmo siempre sele

iona de L el intervalo que se en
uentra m�as a la iz-quierda y por lo tanto, que no ha sido re
hazado. De esta forma, se examinan los intervalosde izquierda a dere
ha y 
ualquier intervalo X 2 L no es evaluado a menos que se veri�-que, mediante la Regla de Elimina
i�on Tradi
ional, que todos los intervalos generados ala izquierda de X no 
ontienen ninguna ra��z. As�� se garantiza que la solu
i�on en
ontrada
ontiene la m��nima ra��z de la fun
i�on f en el dominio S. Por otro lado, si A es la uni�on detodos los intervalos a
tivos en 
ualquier momento del algoritmo MRF, el algoritmo tratade desplazar el punto a de dere
ha a izquierda, mediante el Test del Punto Negativo, paraeliminar la m�axima subregi�on de L y por lo tanto para a
elerar la b�usqueda.2.2.1 Regla de Divisi�on AdaptativaUsando el algoritmoMRF, los valores de F (X) y F (x) se pueden 
ono
er antes de dividir elintervaloX, que ha sido sele

ionado y no re
hazado. Teniendo en 
uenta esta informa
i�on,se va a proponer una Regla de Divisi�on heur��sti
a basada en las siguientes ideas:� El an
ho de la fun
i�on de in
lusi�on ( w(F (X)) ) est�a rela
ionado 
on el an
ho delintervalo donde se 
al
ula (w(X)). Esto es debido a que la fun
i�on de in
lusi�on ob-tenida 
on Aritm�eti
a de Intervalos es normalmente una fun
i�on is�otona (De�ni
i�on1.2.3) y dependiendo de si se utiliza la extensi�on natural de intervalos o extensi�ondel valor medio de intervalos para obtener la fun
i�on de in
lusi�on, �esta ser�a de ordenuno o dos respe
tivamente (Teoremas 1.2.5 y 1.2.6, p�agina 15). A ve
es es interesanteque el tama~no de un subintervalo sea menor que w(X)=2 (ser��a el tama~no obtenidosi se usa bise

i�on), porque puede o
urrir que un intervalo que deber��a re
hazarseporque 0 =2 f(X), no se re
ha
e porque es su�
ientemente grande 
omo para que0 2 F (X). Por otro lado, el obtener subintervalos muy peque~nos puede dar lugar atener que realizar mu
has divisiones, lo que har��a que la 
onvergen
ia del algoritmofuese m�as lenta. En el m�etodo de divisi�on adaptativa se ha asumido que la posiblelo
aliza
i�on de la ra��z en el intervalo es aproximadamente propor
ional a la asimetr��ade los l��mites de la fun
i�on de in
lusi�on respe
to al 
ero (v�ease la Figura 2.2). Estaleo�miro.ualm.es
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0

x x

F(X)

F(X)

Figura 2.2: Heur��sti
a usada en la Regla de Divisi�on Adaptativa.idea es buena sobre todo 
uando la subregi�on a
tiva no tiene puntos esta
ionarios y
ontiene una sola ra��z.� Si F (X) << w(F (X)), la mayor��a de los puntos del intervalo X tienen un valornegativo de la fun
i�on objetivo, por lo que la probabilidad de obtener una mejora
on el Test del Punto Negativo es grande. Enton
es, dividiendo el intervalo X por suparte izquierda, el subintervalo dere
ho, que tiene un tama~no mayor, posiblementeser��a eliminado.� Por otro lado, si F (X) >> w(F (X)), la mayor��a de los puntos del intervalo X tienenun valor positivo de la fun
i�on objetivo, por lo que dividiendo por la parte izquierdao dere
ha del intervalo, uno (el mayor es preferible) o ambos subintervalos gene-rados podr��an ser eliminados por la Regla de Elimina
i�on Tradi
ional. El intervaloser�a dividido por la parte izquierda o dere
ha, dependiendo del valor de F (x).El m�etodo de divisi�on adaptativo propuesto es el siguiente:Xl = [x; x+ �℄yXr = [x+ �; x℄;donde� = 8>><>>: 0:33 � w(X) if 0:00 � F (X)w(F (X)) � 0:33;w(X) � F (X)w(F (X)) if 0:33 < F (X)w(F (X)) � 0:66;0:66 � w(X) if 0:66 < F (X)w(F (X)) � 1:00Si F (X) � F (x) � F (x)� F (X) y 0:66 < F (X)w(F (X)) � 1:00enton
es � = 1� �El algoritmo MRF 
on la nueva Regla de Divisi�on adaptativa se denotar�a por MRFda.En el algoritmo MRFda las dem�as Reglas b�asi
as son iguales que el Algoritmo 2.2.2. Unleo�miro.ualm.es



CAP�ITULO 2. RA�ICES EN FUNCIONES UNIDIMENSIONALES 43Algoritmo 2.2.3 : Minimal Root Finder (reordered)1 fun
t MRFro(S; F; �; L;Q) �2 Q := f;g; L := fSg Ini
ializa
i�on de las listas �nal y de trabajo3 if (0 2 F (s))4 Q := Q+ [s; s℄5 return Q El algoritmo �naliza 
on la solu
i�on s6 if (F (s) < 0) Pre
ondi
i�on7 F se 
ambia por � F8 while (L 6= f;g)9 X := Cabeza(L)10 L := L� fXg X pop � L11 Eliminado := True El intervalo a
tual podr��a ser eliminado12 if (F (x) � 0) Test del Punto Negativo13 Eliminar todos los Xi 2 L : xi � x An�alogo a L := fXg14 Eliminado := False15 elsif (0 =2 F (X))16 Eliminado := True Regla de Elimina
i�on Tradi
ional17 if (Eliminado = True)18 if (Q 6= f;g)19 L := f;g20 else Eliminado=False21 if (w(X) � �) Regla de Termina
i�on22 Q := Q+ fXg X pertene
e a la solu
i�on �nal23 else24 Subdividir(X;Xl ;Xr) Xl = [x;m(X)℄; Xr = [m(X); x℄25 L := L+ fXrg+ fXlg L push � Xr, L push � Xl26 return Qejemplo de la nueva Regla de Divisi�on puede observarse en la gr�a�
a inferior-izquierda dela Figura 2.3. Aunque en este ejemplo el algoritmo MRFda no es mejor que el algoritmoMRF, pruebas posteriores, donde se usar�a un gran n�umero de fun
iones y una mayorpre
isi�on, probar�an que en media, el uso de una Regla de Divisi�on adaptativa permiteobtener mejores resultados que la bise

i�on.2.2.2 Reordena
i�on de las evalua
iones de la fun
i�on de in
lusi�onEl Algoritmo 2.2.2 sigue el orden tradi
ional de evalua
iones propuesto por Mit
hell [119℄,sin el Test de Monoton��a: primero se eval�ua la fun
i�on de in
lusi�on en el intervalo sele

io-nado X (F (X)) y despu�es se eval�ua la Fun
i�on de In
lusi�on en xl (F (xl)). Sin embargo,para el problema de en
ontrar la m��nima ra��z, �este no es ne
esariamente el orden apro-leo�miro.ualm.es
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Figura 2.3: Resultados gr�a�
os del los algoritmos RF (arriba-izquierda) y MRF (arriba-dere
ha), MRFda (debajo-izquierda) y MRFro (debajo-dere
ha), para el problema 14 (verTabla 2.1).piado. En esta tesis se propone usar el orden opuesto al anterior, bas�andose en que si elpunto x 
umple el Test del Punto Negativo, enton
es no es ne
esario evaluar F (X) paraleo�miro.ualm.es



CAP�ITULO 2. RA�ICES EN FUNCIONES UNIDIMENSIONALES 45apli
ar la Regla de Termina
i�on Tradi
ional, porque es seguro que 0 2 F (X) (v�ease lademostra
i�on del Teorema 2.2.1) y el intervalo no ser�a eliminado.El algoritmo para en
ontrar la m��nima ra��z, desarrollado a partir del MRF, 
on unareordena
i�on de las evalua
iones realizadas por el algoritmo de Mit
hell, se des
ribe en elAlgoritmo 2.2.3 (MRFro). El algoritmo MRFro s�olo eval�ua F (X) (l��nea 15), para apli
arla Regla de Elimina
i�on Tradi
ional, 
uando x no 
umple el Test del Punto Negativo (l��nea12).Obs�ervese que la divisi�on adaptativa no puede usarse en el algoritmo MRFro ya quela divisi�on adaptativa est�a basada en F (X) y en el algoritmo MRFro existen intervalosX en los que F (X) no ha sido evaluada. Por lo tanto la Regla de Divisi�on utilizada en elalgoritmo MRFro ser�a la bise

i�on tradi
ional. En la gr�a�
a inferior-dere
ha de la Figura2.3 se muestra un ejemplo de eje
u
i�on del algoritmo MRFro.2.2.3 ResultadosEn esta se

i�on se demostrar�a que las distintas versiones del m�etodo propuesto son 
apa
esde obtener solu
iones muy pre
isas para el problema (2.1) 
on po
as evalua
iones de lafun
i�on de in
lusi�on.La evalua
iones de los algoritmos RF, MRF, MRFda y MRFro se han realizado sobreun 
onjunto de 
uarenta fun
iones de prueba, 
uya des
rip
i�on se muestra en la Tabla 2.1.Todas las fun
iones tienen varios m�aximos y m��nimos, la mayor��a tienen m�as de una ra��z ydo
e de ellas tienen puntos de no diferen
iabilidad en el espa
io de b�usqueda S = [0:2; 7:0℄,que es el mismo para todas ellas. La Tabla 2.2 muestra los resultados obtenidos para unvalor de la pre
isi�on requerida igual a � = w(S) � 10�15. En la �ultima �la de la Tabla2.2 se muestran los valores medios del n�umero de evalua
iones de la fun
i�on de in
lusi�onpara 
ada uno de los algoritmos. Estos resultados se han obtenido sobre un Pentium-II266MHz 
on el Sistema Operativo Linux 2.0. Los programas fueron 
odi�
ados en C yla Aritm�eti
a de Intervalos fue implementada 
on las rutinas BIAS [90℄. Las nota
ionesusadas en las Tablas 2.1 y 2.2 son la siguientes:N �Indi
e de la fun
i�on (para futuras referen
ias).MR M��nima ra��z de la fun
i�on. Las fun
iones est�an ordenadas res-pe
to a este valor, de menor a mayor y despu�es las queno tienen ra��
es.NR N�umero de ra��
es en S = [0:2; 7:0℄.NM N�umero de m�aximos y m��nimos.EF N�umero de evalua
iones de la fun
i�on de in
lusi�on.NQ N�umero de intervalos en la lista �nal Q.NS N�umero de solu
iones en
ontradas. Una solu
i�on est�a 
ompues-ta de uno o m�as intervalos 
onse
utivos en Q.
leo�miro.ualm.es



46 2.2. ALGORITMO PARA ENCONTRAR LA M�INIMA RA�IZ EN UNA FUNCI�ON UNIDIMENSIONALTabla 2.1: Des
rip
i�on de las fun
iones de prueba. Las fun
iones mar
adas 
on B no sondiferen
iables en algunos puntos de S = [0:2; 7:0℄.N Fun
i�on f(x) MR NR NM1 �esin(3x) + 2 0.2553 7 92 ln(3x)ln(2x)-0.1 0.2804 2 3B 3 � 
os(5x) x � 3=2�
os(x) en otro 
aso 0.3142 8 104 �P5k=1 ksin[(k+ 1)x+ k℄ + 3 0.4893 10 155 e�xsin(2�x) 0.5000 14 15�P10k=1 1=(j(ki(x� ai))2j+ 
i) + 10 0.6426 8 17B 6 a=(3.040,1.098,0.674,3.537,6.173,8.679,4.503,3.328,6.937,0.700)k=(2.983,2.378,2.439,1.168,2.406,1.236,2.868,1.378,2.348,2.268)
=(0.192,0.140,0.127,0.132,0.125,0.189,0.187,0.171,0.188,0.176)7 x+ sin(5x) 0.8209 2 138 �x+ sin(3x) + 1 1.0354 1 9B 9 � sin(3x) x � 57x2 � 14x� 100 en otro 
aso 1.0472 4 810 
os(x) + 2
os(2x)e�x 1.1407 2 411 �pxsin(x) + 1 1.1748 3 412 (x2 � 5x+ 6)=(x2 + 1) � 0:5 1.2583 1 313 (3x� 1:4)sin(18x) + 1:7 1.2655 34 4214 sin(x)
os(x)� 1:5sin2(x) + 1:2 1.3408 4 715 (x+ 1)3=x2 � 7:1 1.3646 2 3B 16 �jxsin(x)j+ 1:5 1.5034 5 6B 17 8<: x2 + 0:5 x � 15sin(2�x) + 1:5 1 < x � 3x2 � 8x+ 16:5 en otro 
aso 1.5485 4 818 
os(x)� sin(5x) + 1 1.5708 6 13B 19 � 
os(5x) 3=2� � x � 5=2�
os(x) en otro 
aso 1.5708 5 720 �x� sin(3x) + 1:6 1.9686 1 921 xsin(x) + sin(10x=3) + ln(x)� 0:84x+ 1:3 2.9609 2 622 �0:5x2ln(x) + 5 3.0117 1 2B 23 xjsin(x)j � 0:02 3.1352 4 624 2sin(x)e�x 3.1416 2 4B 25 � sin(x) x � �sin(5x) en otro 
aso 3.1416 7 926 pxsin2(x) 3.1416 2 6B 27 � sin(x) sin(x) > 
os(x)
os(x) en otro 
aso 3.1416 2 628 2(x� 3)2 � ex=2 + 5 3.2811 2 429 � sin(5x) + 2 x � �5sin(x) + 2 x > � 3.5531 2 830 P5k=0 k
os[(k+ 1)x+ k℄ + 12 4.7831 2 1531 P5k=1�
os[(k+ 1)x℄ + 4 6.1304 2 1432 jsin(x)3
os(x)3j+ 0:1 - - 10B 33 8<: �x+ 4 x � 3�8=9x2 + 8x� 15 3 < x < 6x� 5 en otro 
aso - - 5B 34 jsin(x) + 
os(x)j+ 0:3 - - 6B 35 x+ jsin(x)
os(x)j - - 1036 �esin(x) + 4 - - 437 esin(3x) - - 938 2
os(x) + 
os(2x) + 5 - - 639 �xsin(x) + 5 - - 440 �e�xsin(2�x) + 1 - - 13leo�miro.ualm.es



CAP�ITULO 2. RA�ICES EN FUNCIONES UNIDIMENSIONALES 47En la Tabla 2.2 no se han in
luido resultados del m�etodo GRID ya que en el mejorde los 
asos (para la fun
i�on n�umero uno), el n�umero de evalua
iones requeridas 
on � =w(S) �10�15 es aproximadamente 8 �1012. En el peor de los 
asos, es de
ir, 
uando no existening�un 
orte 
on 
ero, el m�etodo de GRID ne
esita w(S) � 1015 evalua
iones de la fun
i�on,ya que tiene que re
orrer todo el espa
io de b�usqueda. Sin embargo, para las fun
iones sinning�un 
orte 
on 
ero (de la 32 a la 40), los distintos algoritmos aqu�� presentados resuelvenel problema (2.1) en muy po
as itera
iones, gra
ias a la Regla de Elimina
i�on Tradi
ional.Comparando los algoritmos RF y MRF, se puede de
ir que s�olo para las fun
iones8, 20, 22 que s�olo tienen una ra��z y para las que no 
ontienen ninguna ra��z en la regi�onde b�usqueda, RF es mejor que MRF. Esto es debido a que MRF no obtiene bene�
io dela evalua
i�on de Test del Punto Negativo. Por otro lado, estos 
asos son los m�as f�a
ilesde resolver. Para fun
iones 
on un n�umero mayor de ra��
es, el Test del Punto Negativo,junto 
on la Regla de Elimina
i�on Tradi
ional, ha
en que el algoritmo trabaje m�as r�apido,porque s�olo se determina la m��nima ra��z.Para el 
onjunto de fun
iones de prueba usados en esta tesis, el m�etodo MRF mejoraen media al MR en m�as de un 70%.Por otro lado, la nueva Regla de Divisi�on Adaptativa, MRFda, permite a
elerar lab�usqueda 
on respe
to al m�etodo MRF. La mejora en la redu

i�on del n�umero de evalua-
iones de la fun
i�on de in
lusi�on est�a en el intervalo [�7%; 38%℄, pero en media s�olo seobtiene una mejora del 15%.El algoritmo MRFro, que realiza una reordena
i�on de las evalua
iones de la fun
i�onde in
lusi�on, es un 15% mejor que el MRFda, un 30% mejor que el MRF y un 80% mejorque el RF, respe
to al n�umero medio de evalua
iones, 
onvirti�endose as�� en el mejor de losalgoritmos presentados. Adem�as, no existe ninguna diferen
ia respe
to al n�umero de ra��
esen
ontradas por los algoritmos MRF, MRFda y MRFro, ni en la pre
isi�on de las solu
iones(NQ) de los algoritmos MRF yMRFro. Entre el algoritmo MRFda y los algoritmos MRF yMRFro, las diferen
ias en la pre
isi�on de las solu
iones (NQ) son inapre
iables y se debenal uso de distintas Reglas de Divisi�on.Para 
omparar nuestra propuesta de algoritmo 
on el algoritmo de Mit
hell, se hain
luido el Test de Monoton��a en el algoritmo MRFro. En la Tabla 2.2 se muestran losresultados obtenidos por el algoritmo MRFro 
on el Test de Monoton��a (MRFro+) y elalgoritmo de Mit
hell. Las eje
u
iones se llevaron a 
abo solamente en el sub
onjunto defun
iones de prueba de la Tabla 2.1 sin puntos de no diferen
iabilidad.Al algoritmo de Mit
hell se le a~nadi�o el 
riterio de termina
i�on usado en el algoritmoMRF. En esta versi�on del algoritmo de Mit
hell, s�olo se eval�ua F (x) � F (x) si 0 2 F (X)y 0 62 F 0(X). Tal 
omo se estable
i�o en la Proposi
i�on 2.2.1, si 0 2 F (x) la subregi�on deb�usqueda a la dere
ha de x se re
haza.Puede observarse que para mu
has fun
iones, el n�umero de evalua
iones de la fun
i�onde in
lusi�on realizadas por el algoritmo MRFro (sin el Test de Monoton��a) es menor quelas realizadas por los algoritmos MRFro+ y de Mit
hell. Sin embargo, para la fun
i�onn�umero 15 el n�umero de evalua
iones del algoritmo MRFro es 
asi 
in
o ve
es superior.leo�miro.ualm.es



48 2.2. ALGORITMO PARA ENCONTRAR LA M�INIMA RA�IZ EN UNA FUNCI�ON UNIDIMENSIONALTabla 2.2: Resultados num�eri
os para � = w(S) � 10�15.RF MRF MRFda MRFro MRFro+ Mit
hellN EF NSNQ EF NSNQ EF NSNQ EF NSNQ N EF NSNQ EF NSNQ1 675 7 10 124 1 1 97 1 1 77 1 1 1 80 1 1 126 1 12 191 2 2 123 1 1 95 1 1 77 1 1 2 83 1 1 125 1 13 763 8 14 122 1 1 88 1 1 74 1 1 34 2207 10 39 209 1 1 196 1 2 161 1 1 4 194 1 1 218 1 35 1333 14 19 125 1 1 92 1 1 76 1 1 5 77 1 1 127 1 16 883 8 11 122 1 1 82 1 1 78 1 1 67 287 2 4 192 1 1 166 1 2 146 1 1 7 100 1 1 131 1 18 105 1 1 125 1 1 86 1 1 75 1 1 8 75 1 1 127 1 19 397 4 5 132 1 1 85 1 1 82 1 1 910 255 2 4 180 1 1 143 1 2 130 1 1 10 84 1 1 127 1 111 349 3 5 130 1 1 96 1 1 81 1 1 11 82 1 1 132 1 112 241 1 2 194 1 2 193 1 2 144 1 2 12 98 1 1 138 1 113 3137 34 54 135 1 1 119 1 1 91 1 1 13 103 1 1 137 1 114 519 4 8 128 1 1 111 1 1 79 1 1 14 80 1 1 127 1 115 1441 2 18 611 1 5 649 1 2 562 1 5 15 114 1 1 133 1 116 575 5 8 123 1 1 96 1 1 73 1 1 1617 451 4 5 124 1 1 103 1 1 75 1 1 1718 803 6 12 126 1 1 102 1 1 81 1 1 18 88 1 1 128 1 119 487 5 11 126 1 1 98 1 1 76 1 1 1920 133 1 1 173 1 1 128 1 1 123 1 1 20 112 1 1 163 1 121 491 2 9 153 1 1 120 1 1 103 1 1 21 104 1 1 146 1 122 101 1 2 126 1 1 78 1 1 76 1 1 22 76 1 1 128 1 123 369 4 7 121 1 1 98 1 1 80 1 1 2324 201 2 3 126 1 1 95 1 1 76 1 1 24 78 1 1 128 1 125 677 7 13 126 1 1 131 1 1 76 1 1 2526 201 2 3 127 1 1 105 1 1 127 1 1 26 179 1 1 127 1 127 199 2 3 126 1 1 95 1 1 76 1 1 2728 1051 2 13 205 1 2 202 1 2 155 1 2 28 103 1 1 138 1 129 199 2 2 127 1 1 100 1 1 77 1 1 29 79 1 1 129 1 130 265 2 5 199 1 2 169 1 1 152 1 2 30 122 1 1 149 1 131 209 2 4 140 1 1 119 1 1 92 1 1 31 101 1 1 142 1 132 1 0 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0 3233 39 0 0 59 0 0 65 0 0 59 0 0 3334 1 0 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0 3435 1 0 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0 3536 1 0 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0 36 3 0 0 1 0 037 1 0 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0 37 3 0 0 1 0 038 1 0 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0 38 3 0 0 1 0 039 3 0 0 5 0 0 5 0 0 5 0 0 39 7 0 0 4 0 040 1 0 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0 40 3 0 0 1 0 0M. 481.1 124.5 105.5 88.2 M. 82.6 112.4Comparando el algoritmo MRFro+ y el de Mit
hell puede observarse que en mu
haso
asiones el algoritmo MRFro+ realiza menos evalua
iones. S�olo para la fun
i�on n�umero26 el algoritmo de Mit
hell es 
laramente superior. Esto es debido a que aunque la fun
i�onn�umero 26 no tiene valores negativos, si tiene ra��
es en la regi�on de b�usqueda. El restode fun
iones en las que el algoritmo de Mit
hell es mejor, son las menos 
ostosas ya queno 
ontienen ninguna ra��z. Por lo tanto, para las fun
iones sin ra��
es y para la fun
i�onn�umero 26, los intervalos s�olo se eliminan por la Regla de Elimina
i�on Tradi
ional. Enleo�miro.ualm.es



CAP�ITULO 2. RA�ICES EN FUNCIONES UNIDIMENSIONALES 49estos 
asos, el algoritmo MRFro+ es m�as 
ostoso porque debe realizar el Test del PuntoNegativo antes de 
omprobar que 0 62 F (X).En el 
aso parti
ular de la fun
i�on n�umero 4, el algoritmo de Mit
hell obtiene tresintervalos en la lista �nal porque para todos ellos, 0 2 F (X) y 0 2 F 0(X). Por lo tanto,F (x) � F (x) no se eval�ua. Sin embargo el algoritmo MRFro+ obtiene un solo intervalo enla lista �nal ya que 0 2 F (x), siendo X el primer intervalo de los tres obtenidos por elalgoritmo de Mit
hell, produ
iendo as�� la �naliza
i�on del algoritmo.2.3 Algoritmo para en
ontrar la m��nima ra��z de un 
onjuntode fun
iones unidimensionalesEsta se

i�on trata de analizar diferentes solu
iones algor��tmi
as del problema (2.3). Elmodo m�as simple, pero m�as 
ostoso, de resolver este problema 
onsiste en 
al
ular lam��nima ra��z para 
ada una de las fun
iones y de todas las solu
iones en
ontradas quedarse
on la menor. Sin embargo existen varios modos de mejorar esta solu
i�on. En esta se

i�onse analiza una extensi�on del algoritmo MRFro que permite resolver el problema (2.3). Laidea prin
ipal de nuestro algoritmo 
onsiste en utilizar la informa
i�on obtenida en algunade las fun
iones para determinar la subregi�on de b�usqueda en la que no se puede en
ontrarla solu
i�on, redu
iendo as�� el n�umero de intervalos a
tivos para todas la fun
iones [19, 21℄.Nuestra propuesta de algoritmo para resolver el problema (2.3) se des
ribe en el Algoritmo2.3.1, donde 
ada fun
i�on de in
lusi�on Fi; i = 1; : : : ; p, tiene aso
iada su propia lista detrabajo (Li) y �nal (Qi). El algoritmo se eje
uta hasta que todas la listas de trabajo seen
uentren va
��as.De�ni
i�on 2.3.1 Se de�ne el intervalo A � S 
omo la subregi�on de b�usqueda a
tiva en
ualquier momento de la eje
u
i�on del Algoritmo 2.3.1, 
on a = minfxj ; 8Xj 2 Li; i =1; : : : ; pg y a = maxfxj ; 8Xj 2 Li; i = 1; : : : ; pgEn el Algoritmo 2.3.1, el intervalo A se ini
ializa a toda la regi�on de b�usqueda en la l��nea3 y puede ser a
tualizado en 
ada itera
i�on del algoritmoMRFroEx por los pro
edimientosA
tualizaAmin (l��neas 16 y 22), que se des
ribe en el Algoritmo 2.3.2, y A
tualizaAmax(l��nea 25), que se des
ribe en el Algoritmo 2.3.3.En 
ada itera
i�on, el algoritmo trabajar�a sobre el intervalo X, sele

ionado de entre el
onjunto de intervalos Xi que se en
uentran en la 
abeza de alguna lista de trabajo y queveri�quen que xi = a, asegurando as�� que la b�usqueda se dirige ha
ia la m��nima ra��z. Si setiene m�as de un intervalo Xi, veri�
ando que xi = a, la sele

i�on del intervalo a pro
esarse ha
e 
��
li
amente respe
to de los ��ndi
es de las listas que 
ontienen di
hos intervalos.De forma an�aloga al algoritmo MFRro, si en el algoritmo MRFroEx existe algunafun
i�on de in
lusi�on, Fi para la que 0 2 Fi(s), enton
es el algoritmo a
aba 
on la solu
i�on[s; s℄, tal 
omo se estable
i�o en la Proposi
i�on 2.2.1 (l��nea 4).Para poder apli
ar el Test del Punto Negativo todas las fun
iones de in
lusi�on sepre
ondi
ionan de forma que F i(s) > 0 (l��nea 8). De esta forma, si alguna fun
i�on 
umpleleo�miro.ualm.es



50 2.3. ALGORITMO PARA ENCONTRAR LA M�INIMA RA�IZ DE UN CONJUNTO DE FUNCIONESUNIDIMENSIONALESAlgoritmo 2.3.1 : Algoritmo MRFro para un 
onjunto de p fun
iones unidimensionales1 fun
t MRFroEx(S = [s; s℄; F1; : : : ; Fp; �; L1; : : : ; Lp; Q1; : : : ; Qp)2 Qi := f;g; Li := fSg; i = 1; : : : ; p Ini
ializa
i�on de las listas �nales y de trabajo3 A = [a; a℄ := S Ini
ializa
i�on de la subregi�on a
tiva de b�usqueda4 if (9Fi; i = 1; : : : ; p : 0 2 Fi(s))5 Qi := Qi + [s; s℄6 return Q = Q1; : : : ; Qp El algoritmo �naliza 
on la solu
i�on s7 if (9Fi; i = 1; : : : ; p : F (s) < 0) Pre
ondi
i�on8 Fi se 
ambia por � Fi9 while (9Lj 6= f;g; j = 1; : : : ; p)10 for Li : Li 6= f;g ^ a = y : Y = Cabeza(Li)11 X := Cabeza(Li)12 Li := Li � fXg X pop � Li13 Eliminado := False El intervalo a
tual no se ha eliminado14 if (:Evaluado(Fi(x)) _ (Evaluado(Fi(x)) ^ F i(x) > 0))15 if (0 =2 F (X)) Regla de Elimina
i�on Tradi
ional16 A
tualizaAmin(a; L1; : : : ; Lp; s);17 Eliminado := True18 if (Qi) 6= f;g19 Li := f;g20 if (Eliminado = False)21 if (w(X) � �) Regla de Termina
i�on22 A
tualizaAmin(a; L1; : : : ; Lp; s);23 Qi := Qi + fXg X pertene
e a la solu
i�on �nal24 else25 MejoraAmax := A
tualizaAmax(a;X)26 Subdivide(X;Xl ;Xr) Xl = [x;m(X)℄; Xr = [m(X); x℄27 Li := Li + fXrg+ fXlg Li push � Xr, Li push � Xl28 if (MejoraAmax)29 A
tualizaListas(a; L1; : : : ; Lp)30 return Q = Q1; : : : ; Qpel Test del Punto Negativo (F (x) � 0), enton
es puede asegurarse que la m��nima ra��z seen
uentra en alg�un punto y : y � x, pudi�endose a
tualizar la subregi�on de b�usqueda a
tiva,de forma que a = x (l��nea 3, Algoritmo 2.3.3). As��, la subregi�on a la dere
ha de x puedeeliminarse de las listas de trabajo Li; i = 1; : : : ; p. Esto se realiza eliminando los intervalosXj : xj � a y redu
iendo los intervalos Xj : a 2 Xj a los intervalos [xj; a℄; 8Xj 2 Li y 8Li(Algoritmo 2.3.4).Por otro lado, el valor de a puede 
ambiar s�olo 
uando la Regla de Elimina
i�on Tradi-
ional sea 
apaz de des
artar todo el 
onjunto de intervalos Xi que veri�quen que xi = aleo�miro.ualm.es



CAP�ITULO 2. RA�ICES EN FUNCIONES UNIDIMENSIONALES 51Algoritmo 2.3.2 : Chequea si se ha a
tualizado a1 pro
 A
tualizaAmin(a; L1; : : : ; Lp; s) �2 a := s3 for i = 1 : : : p4 if (Li 6= f;g)5 X := Cabeza(Li)6 if (x < a)7 a := xAlgoritmo 2.3.3 : Intenta mejorar el valor de a1 fun
t A
tualizaAmax(a;X) �2 Mejora := False3 if (F (m(X)) � 0) Test del Punto Negativo4 a := m(X)5 Mejora := True6 return Mejora(l��nea 16), y/o di
hos intervalos se alma
enen en sus 
orrespondientes listas �nales (l��nea22).El Algoritmo MRFroEx realiza dos tipos de evalua
iones de las fun
iones de in
lusi�on:Fi(X) y Fi(m(X)). Cuando se sele

iona un intervalo X de la lista de trabajo Li, Fi(X)s�olo se eval�ua si no se 
ono
e el valor de Fi(x) o si Fi(x) > 0 (l��nea 14). Obs�ervese que x fueel punto medio del intervalo padre de X. Si Fi(x) fue evaluado y Fi(x) > 0, Fi(X) debeevaluarse para intentar apli
ar la Regla de Termina
i�on Tradi
ional (l��nea 15), porqueF (x = a) � F (x) > 0 por el Teorema 2.2.1. Por otro lado, si no se 
ono
e el valor de Fi(x)es porque x = a. En este 
aso, el valor de a puede ser igual a s, o 
umplir que F j(a) � 0,para alg�un j 6= i. Por lo tanto, el punto a ya 
umpli�o el Test del Punto Negativo para otrafun
i�on de in
lusi�on, por lo que evaluar Fi(x) no es de utilidad. Esto permite la redu

i�ondel n�umero de evalua
iones.Si el intervalo X no ha sido eliminado por la Regla de Elimina
i�on Tradi
ional (l��nea15), debe evaluarse Fi(m(X)) (l��nea 25), siempre que w(X) > � (l��nea 21).El algoritmo MRFroEx se ha dise~nado 
omo una extensi�on del algoritmo MRFro paratrabajar sobre un 
onjunto de p fun
iones unidimensionales. De forma similar, se puedenextender los algoritmos MRF y MRFda para trabajar sobre p fun
iones unidimensionales(MRFEx y MRFdaEx, respe
tivamente).Una posible mejora del Algoritmo 2.3.1 
onsiste en a
tualizar repetidamente el valorde a usando el mismo intervalo y la misma fun
i�on de in
lusi�on, hasta que el valor de ano 
umpla el Test del Punto Negativo, en vez de mover las 
omputa
iones a la siguientefun
i�on de in
lusi�on disponible. In
orporando esta idea al algoritmo MRFroEx se obtieneleo�miro.ualm.es



52 2.3. ALGORITMO PARA ENCONTRAR LA M�INIMA RA�IZ DE UN CONJUNTO DE FUNCIONESUNIDIMENSIONALESAlgoritmo 2.3.4 : A
tualiza las listas de trabajo bas�andose en a1 pro
 A
tualizaListas(a; L1; : : : ; Lp) �2 for i = 1 : : : p3 if (Li 6= f;g)4 Elimina los Xj 2 Li : xj � a5 if (Li 6= f;g) Existe un solo intervalo en la lista Li6 X := Cabeza(Li)7 X := [x; a℄Algoritmo 2.3.5 : Intenta mejorar el valor de a y repite el pro
eso en [x,m(X)℄ siF (m(X)) � 01 fun
t A
tualizaAmax(a;X) �2 Mejora := False3 while (w(X) > � ^ (F (m(X)) � 0))4 a := m(X)5 X := [x; a℄6 Mejora := True7 return Mejoraal nuevo algoritmo MRFroEx-II, mediante el 
ambio del Algoritmo 2.3.3 (Algoritmo 2.3.1,l��nea 25) por el Algoritmo 2.3.5.2.3.1 ResultadosLas implementa
iones de los algoritmos des
ritos anteriormente:MRFEx,MRFdaEX,MR-FroEX y MRFroEX-II, han sido realizadas y probadas usando el 
onjunto de fun
ionesde prueba mostradas en la Tabla 2.1. La Tabla 2.3 muestra el n�umero de evalua
ionesrealizadas por los algoritmos MRFEx, MRFdaEX, MRFroEX y MRFroEX-II y la Figura2.4 muestra una representa
i�on gr�a�
a de los mismos resultados experimentales.La Tabla 2.3 y la Figura 2.4 
ontienen resultados de tres series de experimentos. Todoslos algoritmos se probaron para 
uarenta valores diferentes de p (n�umero de fun
iones enel 
onjunto, p = 1; 2; 3; : : : ; 40).� En la primera serie, el 
onjunto de p fun
iones 
ontiene las fun
iones N = 1; : : : ; p.Por ejemplo, los datos de la ter
era 
olumna (N = 3), impli
a que las fun
ionesutilizadas fueron la 1, 2 y 3. Estos datos se muestran en la primera subtabla dela Tabla 2.3 y en la gr�a�
a superior-izquierda de la Figura 2.4. Re
u�erdese que lasfun
iones se en
uentran ordenadas por su m��nima ra��z. Conforme se in
rementa p,se puede observar un lento y 
asi lineal in
remento en el n�umero de evalua
iones deleo�miro.ualm.es



CAP�ITULO 2. RA�ICES EN FUNCIONES UNIDIMENSIONALES 53Tabla 2.3: Resultados num�eri
os para los algoritmos MRFEx (
olumna A), MRFdaEx(
olumna B), MRFroEx (
olumna C) y MRFroEx-II (
olumna D). La pre
isi�on de losresultados es � = w(S)�10�15, en todos los 
asos. La �la i 
ontiene los resultados num�eri
osdel 
onjunto de i fun
iones 
uyo n�umero se espe
i�
a en la 
olumna N , desde la �la 1 ala i. Ordenadas de 1 a 40 Ordenadas de 40 a 1 Ordena
i�on aleatoriaN A B C D N A B C D N A B C D1 124 97 77 77 40 2 2 2 2 19 126 98 76 762 137 106 92 88 39 7 7 7 7 4 215 191 166 1643 147 105 101 97 38 9 9 9 9 6 221 197 172 1684 149 111 104 106 37 11 11 11 11 39 223 199 174 1705 155 117 109 104 36 13 13 13 13 24 227 203 178 1726 161 123 115 108 35 15 15 15 15 12 231 219 183 1767 167 129 121 112 34 17 17 17 17 2 153 132 106 968 157 130 112 107 33 76 82 76 76 29 155 134 108 989 161 134 116 111 32 78 84 78 78 37 157 136 110 10010 165 138 120 115 31 215 203 167 167 11 161 139 114 10411 167 144 122 117 30 274 256 227 227 26 163 141 116 10612 171 148 126 121 29 196 198 146 146 34 165 143 118 10813 175 152 130 125 28 284 304 234 234 27 167 145 120 11014 177 156 132 127 27 206 191 156 156 17 171 147 124 11415 181 162 136 131 26 328 381 278 230 21 177 153 130 11816 183 164 138 133 25 378 494 352 304 28 179 155 132 12017 185 166 140 135 24 444 580 418 378 22 181 157 134 12218 187 168 142 137 23 283 261 236 239 5 187 142 140 12619 189 170 144 139 22 269 166 220 221 15 193 146 146 13020 193 174 148 143 21 295 245 246 247 36 195 148 148 13221 197 180 152 147 20 308 216 258 258 9 183 150 137 13722 199 182 154 149 19 269 230 220 221 7 187 154 141 14123 201 184 156 151 18 343 334 317 295 8 191 156 145 14524 203 186 158 153 17 289 274 242 245 40 193 158 147 14725 205 188 160 155 16 292 277 245 248 31 195 160 149 14926 207 190 162 157 15 779 831 730 731 32 197 162 151 15127 209 192 164 159 14 347 347 229 300 1 205 163 160 15528 211 194 166 161 13 356 344 309 307 30 207 165 162 15729 213 196 168 163 12 414 439 366 361 23 209 167 164 15930 217 200 172 167 11 350 332 303 301 33 211 169 166 16131 219 204 174 169 10 395 390 349 352 35 213 171 168 16332 221 206 176 171 9 331 319 283 285 3 213 175 169 16533 223 208 178 173 8 343 313 295 297 18 215 177 171 16734 225 210 180 175 7 381 389 333 335 25 217 179 173 16935 227 212 182 177 6 303 257 256 256 16 219 181 175 17136 229 214 184 179 5 256 237 209 210 13 221 183 177 17337 231 216 186 181 4 348 319 302 306 20 223 185 179 17538 233 218 188 183 3 251 215 205 209 14 225 187 181 17739 235 220 190 185 2 251 230 206 211 38 227 189 183 17940 237 222 192 187 1 257 232 213 219 10 229 191 185 181la fun
i�on de in
lusi�on. Esto es debido prin
ipalmente a las mejoras produ
idas enel valor de a, que despu�es de unas po
as itera
iones, es lo su�
ientemente peque~nopara que la subregi�on de b�usqueda a
tiva no 
ontenga ninguna ra��z en la mayor��a delas fun
iones de prueba. Estas fun
iones se volver�an ina
tivas en po
as itera
ionesleo�miro.ualm.es
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iones gr�a�
as de los resultados mostrados en la Tabla 2.3.debido a la Regla de Elimina
i�on Tradi
ional.� En la segunda serie, el 
onjunto de fun
iones se ha 
onstruido en un orden de
re
ientede N, empezando siempre por el valor N = 40. Por ejemplo, el 
onjunto que 
ontienetres fun
iones (�la 3, N = 38), in
luye las fun
iones N = 40, 39 y 38. Los datosexperimentales para esta serie se muestran en la segunda subtabla de la Tabla 2.3 yen la gr�a�
a superior-dere
ha de la Figura 2.4. Ahora la �ultima fun
i�on de 
ualquier
onjunto de p fun
iones 
ontiene la m��nima ra��z. Por lo tanto, al �nal de los distintosalgoritmos, s�olo esta fun
i�on permane
e a
tiva. Como en el 
aso anterior, el n�ume-ro de evalua
iones realizadas sobre la fun
i�on 
on la m��nima ra��z tendr�a un pesoleo�miro.ualm.es



CAP�ITULO 2. RA�ICES EN FUNCIONES UNIDIMENSIONALES 55importante en el resultado �nal. En los datos pueden identi�
arse dos 
asos parti
u-larmente signi�
ativos. Cuando la �ultima fun
i�on es la n�umero 15 y 
uando la �ultimafun
i�on es la n�umero 24. En el primer 
aso, el numero de evalua
iones se in
rementa
onsiderablemente debido a que las sobreestima
iones produ
idas por la Aritm�eti
ade Intervalos no permiten eliminar intervalos hasta que estos sean su�
ientementepeque~nos. Este n�umero de evalua
iones puede redu
irse 
onsiderablemente si se usael Test de Monoton��a, tal 
omo se mostr�o en la Tabla 2.2. En el segundo 
aso, lasfun
iones n�umero 27, 26, 25 y 24 tienen el mismo valor de su m��nima ra��z en la regi�onde b�usqueda, por lo tanto, los algoritmos tienen que 
ontinuar trabajando en todasellas, 
on el 
onsiguiente in
remento en el n�umero de evalua
iones.� En la ter
era serie de experimentos, el 
onjunto de fun
iones de prueba se or-den�o aleatoriamente, 
onstruy�endose 
ada 
onjunto de p fun
iones 
on las p primerasdel orden aleatorio. Los datos experimentales se muestran en la ter
era subtabla dela Tabla 2.3 y en la gr�a�
a inferior de la Figura 2.4. Estos experimentos se hanintrodu
ido debido a que normalmente la ordena
i�on de las fun
iones, respe
to a lalo
aliza
i�on de la m��nima ra��z, no se 
ono
e de antemano. Como en los 
asos ante-riores, el orden de las fun
iones y la lo
aliza
i�on de la fun
i�on 
on la m��nima ra��zen el 
onjunto son importantes para la mejora del valor de a y por lo tanto, para laredu

i�on del n�umero de evalua
iones.Comparando las 
uatro versiones del algoritmo, puede observarse que para el 
onjuntode fun
iones de prueba las versiones MRFroEx y MRFroEx-II son mejores que la MRFEx.El algoritmo MRFdaEx es generalmente mejor que el MRFEx y peor que los algoritmosMRFroEx y MRFroEx-II. Entre los algoritmos MRFroEx y MRFroEx-II s�olo se puedennotar peque~nas diferen
ias. Para la mayor��a de las fun
iones, el algoritmo MRFroEx-II esligeramente mejor que el MRFroEx y 
uando el algoritmo MRFroEx mejora los valores delMRFroEx-II, las diferen
ias son menores de tres o 
uatro evalua
iones de la fun
i�on dein
lusi�on.En la Figura 2.5 se muestra gr�a�
amente un ejemplo donde se 
omparan los m�etodosMRFroEx (
olumna izquierda) y MRFroEx-II (
olumna dere
ha), para las fun
iones 8, 27y 16 de la Tabla 2.1 y un valor de � = 0:34. El m�etodo MRFroEx ne
esita 19 evalua
ionesen total, mientras el m�etodo MRFroEx-II ne
esita s�olo 15, debido a que realiza variasmejoras 
onse
utivas del valor de a en la fun
i�on n�umero 8.2.4 ResumenEn este 
ap��tulo se han propuesto nuevos algoritmos de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on basadosen Aritm�eti
a de Intervalos para resolver dos problemas que se pueden apli
ar a diversas�areas de la Cien
ia y la Ingenier��a. Para este tipo de algoritmos se puede ha
er la siguientere
exi�on: leo�miro.ualm.es
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Figura 2.5: Algoritmos MRFroEx (
olumna izquierda) y MRFroEx-II (
olumna dere
ha),para las fun
iones 8, 27 y 16 de la Tabla 2.1 y un valor de � = 0:34.
leo�miro.ualm.es



CAP�ITULO 2. RA�ICES EN FUNCIONES UNIDIMENSIONALES 57La evalua
i�on de la fun
i�on de in
lusi�on obtenida a partir de la Aritm�eti
a de Inter-valos normalmente produ
e sobreestima
iones del rango real de una fun
i�on debido a lade�ni
i�on de las opera
iones de la Aritm�eti
a de Intervalos y tambi�en por el redondeodire
to usado en la Aritm�eti
a Computa
ional. Normalmente esta sobreestima
i�on de
re-
e 
on la an
hura del intervalo evaluado. As��, la informa
i�on m�as pre
isa que se puedeobtener es para los intervalos puntuales [x; x℄. Por lo tanto, 
uando w(X) > 0, es mejortomar de
isiones basadas en la evalua
i�on de F ([x; x℄) que en F (X). Los algoritmos tra-di
ionales para en
ontrar la ra��z m��nima de una fun
i�on unidimensional ha
en uso de lasevalua
iones de F (X), F 0(X) y F ([x; x℄), en este orden. En esta tesis se ha probado que esmejor utilizar el orden inverso, prin
ipalmente 
uando la fun
i�on objetivo tiene al menosuna ra��z en la regi�on de b�usqueda (los otros 
asos suelen ser los menos 
ostosos).Para el problema de en
ontrar la m��nima ra��z en una fun
i�on unidimensional esta reor-dena
i�on propor
ion�o una mejora en el n�umero de evalua
iones de un 30%, en promedio,para el 
onjunto de fun
iones de prueba. In
orporando el Test de Monoton��a, las mejorasfueron del 26%. Para mu
hos 
asos, esta reordena
i�on aport�o mejores resultados, in
lusosin usar el Test de Monoton��a.Se han propuesto algoritmos e�
ientes para resolver el problema de en
ontrar la m��nimara��z de un 
onjunto de fun
iones unidimensionales, los 
uales utilizan informa
i�on obtenidaen una fun
i�on para redu
ir el espa
io de b�usqueda en las dem�as fun
iones. In
luso paraestos algoritmos tan e�
ientes, una reordena
i�on de los tipos de evalua
iones a realizaraport�o en promedio un 20% de mejora.

leo�miro.ualm.es
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Cap��tulo 3Algoritmos se
uen
iales deOptimiza
i�on Global basadosen Aritm�eti
a de Intervalos yRami�
a
i�on y A
ota
i�onEn este 
ap��tulo se des
ribir�a un algoritmo b�asi
o de Optimiza
i�on Global basado en elm�etodo de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on y Aritm�eti
a de Intervalos, de a
uerdo a las reglasb�asi
as de los algoritmos de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on des
ritas en la Se

i�on 1.5.1 (p�agina26). En este trabajo se propone un nuevo par�ametro (Se

i�on 3.2) que estima la proximidadde un intervalo n-dimensional a la regi�on de atra

i�on de un m��nimo, o la 
antidad deregi�on de atra

i�on ha
ia un m��nimo que 
ontiene un determinado intervalo n-dimensional(tambi�en llamado 
aja). Este par�ametro se ha utilizado para obtener informa
i�on a
er
adel nivel de divisi�on a realizar sobre la 
aja sele

ionada (Se

i�on 3.3), obtener mejores
riterios de sele

i�on (se

iones 3.5 y 3.6) y para a~nadir nuevos 
riterios de elimina
i�on(se

iones 3.4 y 3.6).3.1 Algoritmo b�asi
o de Optimiza
i�on Globalbasado en IntervalosSe quiere resolver el problema de Optimiza
i�on Global, donde la �uni
a restri

i�on es la detener l��mites impl��
itos en la regi�on de b�usqueda. Es de
ir:f� = minx2S f(x); (3.1)donde el intervalo n-dimensional S � Rn es la regi�on de b�usqueda y f(x) : Rn ! R es lafun
i�on objetivo. No s�olo se est�a interesado en en
ontrar f�, sino tambi�en el 
onjunto depuntos minimizadores globales, i.e, X� = fx� 2 S : f(x�) = f�g. leo�miro.ualm.es



60 3.1. ALGORITMO B�ASICO DE OPTIMIZACI�ON GLOBALBASADO EN INTERVALOSLas distintas reglas de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on utilizadas para los algoritmos deOptimiza
i�on Global basados en intervalos se detallan a 
ontinua
i�on:Regla de A
ota
i�on: La Aritm�eti
a de Intervalos provee un m�etodo natural y rigurosopara obtener l��mites de una fun
i�on en un intervalo. Puede usarse la extensi�on natu-ral de intervalos, la Aritm�eti
a de Intervalos Extendida (Se

i�on 1.2.3), expresiones
entradas (De�ni
i�on 1.2.5) o expresiones basadas en la pendiente (De�ni
i�on 1.2.6).En este trabajo, la fun
i�on de in
lusi�on usada es la extensi�on natural a intervalos[124, 152, 90℄ (Se

i�on 1.2.2, p�agina 8).Regla de Divisi�on: Csendes y Ratz [35, 155℄ estudiaron 
uatro estrategias para deter-minar en qu�e 
oordenada de la 
aja sele

ionada se deb��a realizar una bise

i�on. Enestos trabajos, la 
oordenada, k, a dividir est�a determinada por la siguiente e
ua
i�on:k = min�j : j 2 f1; : : : ; ng y D(j) = maxi=1::nfD(i)g� (3.2)donde D(i) depende de la estrategia elegida:Estrategia A: Est�a justi�
ada por la idea de dividir la regi�on de b�usqueda unifor-memente, para que la an
hura de los intervalos 
onverja a 
ero [125, 153, 167℄:D(i) = w(Xi) (3.3)Estrategia B: Hansen [71℄ propuso una estrategia heur��sti
a de forma que la 
oor-denada elegida fuera aquella en la que f var��a mas:D(i) = w(F 0(Xi)) � w(Xi) (3.4)Estrategia C: En esta estrategia, Ratz [154℄ intenta disminuir la an
hura de lafun
i�on de in
lusi�on: D(i) = w(F 0(Xi) � (Xi �m(Xi))) (3.5)Estrategia D: Esta estrategia intenta disminuir las sobreestima
iones de la fun
i�onde in
lusi�on, i.e. w(F (X) � w(f(X)), debidas a la representa
i�on en punto
otante del 
omputador [68℄:D(i) = � w(Xi) 0 2 Xiw(Xi)=minfj xi j : xi 2 Xig en otro 
aso (3.6)Estrategia E: Esta estrategia es an�aloga a la C, pero usando informa
i�on de lasegunda derivada [155℄:D(i) = w0�(Xi �m(Xi)) �0�F 0(m(X)) + 12 nXj=1(Hij(X) � (Xi �m(Xi))1A1A (3.7)leo�miro.ualm.es



CAP�ITULO 3. ALGORITMOS SECUENCIALES DE OPTIMIZACI�ON GLOBAL BASADOSEN ARITM�ETICA DE INTERVALOS Y RAMIFICACI�ON Y ACOTACI �ON 61Para las fun
iones de prueba utilizadas, todas las estrategias fueron las mejores enalgunos 
asos, pero las estrategias B, C y E se mostraron superiores, en media, a lasestrategias A y D. Las mejoras se in
rementaron 
on la di�
ultad de los problemastratados. La estrategia D fue la peor y la C la mejor, seguida de 
er
a por la By E. Los autores estable
en que debido a su elevado 
oste, la estrategia E s�oloest�a justi�
ada si adem�as se 
al
ulan las segundas derivadas para otros prop�ositos.Bas�andose en las propuestas anteriores, Berner [7℄ estable
e que es mejor realizaruna bise

i�on de dos 
oordenadas a la vez. Para los problemas de prueba que utiliz�o,Berner obtuvo una mejora de un 20% respe
to a la bise

i�on de una sola 
oordenada.Hansen [71℄, propone la divisi�on de tres 
oordenadas, pero sin mostrar resultados.Un n�umero mayor de 
oordenadas a dividir no es a
onsejable debido al gran n�umerode sub
ajas generadas en 
ada divisi�on.En esta tesis la sele

i�on de la 
oordenada o 
oordenadas a dividir estar�a basada enw(Xi), ya que es independiente de la diferen
iabilidad de la fun
i�on objetivo. Sobre
ada 
oordenada se realizar�a una bise

i�on u otros niveles de divisi�on, proponi�endoseuna Regla de Divisi�on adaptativa.Regla de Sele

i�on: En [62℄ y [7℄ se demuestra que, en la mayor��a de los 
asos, la reglade sele

i�on Primero el Mejor (Se

i�on 1.5.1, p�agina 28), es m�as e�
iente que lab�usqueda en profundidad o en an
hura, siendo la Regla de Sele

i�on que normalmentese usa en los algoritmos de Optimiza
i�on Global basados en intervalos. Este 
riteriode sele

i�on se obtiene mediante una ordena
i�on no de
re
iente respe
to a F (Xi)de las 
ajas a
tivas Xi, 
omo primer 
riterio de ordena
i�on y un orden de
re
iente
on respe
to a la edad de las 
ajas, para aquellas 
ajas 
on F (Xi) = F (Xj); i 6= j,
omo segundo 
riterio de ordena
i�on [35℄. Este tipo de ordena
i�on es debido a quese supone que las 
ajas 
on un menor valor de F (Xi) tienen m�as probabilidad de
ontener un m��nimo global. Denotaremos al menor de los valores obtenidos de F (Xi)
omo f�, ya que ser�a un l��mite inferior del valor m��nimo de la fun
i�on objetivo en laregi�on de b�usqueda (f�).La estru
tura de datos m�as simple para alma
enar las 
ajas a
tivas es una listaenlazada ordenada seg�un F (Xi). En vez de una lista enlazada, aqu�� se ha utilizado un�arbol binario balan
eado, ya que se mejora la 
omplejidad de una inser
i�on ordenada.En este �arbol de trabajo, 
ada nodo usa una lista enlazada para alma
enar las 
ajas
on el mismo valor de F (X).Regla de Termina
i�on: Generalmente la Regla de Termina
i�on est�a basada en los va-lores de w(X) y/o w(F (X)). Una des
rip
i�on m�as detallada de estos 
riterios determina
i�on puede en
ontrarse en [153℄. En esta tesis se usar�a w(X) < � 
omo
riterio para estable
er que la 
aja X pertene
e a la solu
i�on �nal y por lo tantoser�a alma
enada en un �arbol �nal, en vez de en el �arbol de trabajo. De esta forma,el algoritmo termina 
uando no quedan 
ajas en el �arbol de trabajo. leo�miro.ualm.es



62 3.1. ALGORITMO B�ASICO DE OPTIMIZACI�ON GLOBALBASADO EN INTERVALOSRegla de Elimina
i�on: La Regla de Elimina
i�on b�asi
a y m�as simple es la denominadaTest de Corte (CutO�Test). Denotaremos por f� al l��mite superior del m��nimo globalf�, obtenido mediante el Test del Punto Medio (Se

i�on 1.3.1, p�agina 18). El Test deCorte elimina las 
ajas a
tivas, Xi, que 
umplan la rela
i�on f� < F (Xi). Se puedeusar alg�un m�etodo de b�usqueda lo
al para mejorar el valor de f� y as�� poder apli
arel Test de Corte al mayor n�umero posible de 
ajas.Otros dispositivos a
eleradores, 
omo el test de monoton��a, 
on
avidad o el m�etodode Newton de Intervalos (Se

i�on 1.3), han demostrado ser unas herramientas e�-
ientes para estable
er 
riterios de elimina
i�on. Utilizando este tipo de dispositivosel n�umero de 
ajas evaluadas de
re
e 
onsiderablemente pero el esfuerzo 
omputa-
ional apli
ado a 
ada 
aja se in
rementa 
onforme se in
rementa la dimensi�on de lafun
i�on objetivo. La utilidad de estos tests de
re
e para los 
asos donde la fun
i�onobjetivo tiene un gran n�umero de m�aximos y m��nimos y 
uando la sobreestima
i�ondel rango real de la fun
i�on objetivo, que apare
e en la fun
i�on de in
lusi�on, ha
e queestos dispositivos sean ine�
ientes, frenando la 
onvergen
ia de los algoritmos quelos usan. Normalmente, los dispositivos m�as 
ostosos, 
omo el M�etodo de Newtonde Intervalos, s�olo se apli
an en las fases �nales de los algoritmos, donde se suponeque las 
ajas a pro
esar s�olo 
ontienen un m��nimo global y son lo su�
ientementepeque~nas para que las sobreestima
iones de la fun
i�on de in
lusi�on no sean impor-tantes. El prin
ipal in
onveniente de estos dispositivos a
eleradores es que no puedenapli
arse si la fun
i�on objetivo es no diferen
iable.El algoritmo b�asi
o de Optimiza
i�on Global basado en intervalos se muestra en elAlgoritmo 3.1.1. Su prin
ipal 
ara
ter��sti
a es que no tiene ning�un requerimiento a
er
ade la diferen
iabilidad de la fun
i�on objetivo. Los par�ametros de entrada del Algoritmo3.1.1 son los siguientes:S : Regi�on de b�usqueda.F : Extensi�on natural a intervalos de la fun
i�on objetivo f .� : Criterio de parada (w(X) < �).T : �Arbol de trabajo.Q : �Arbol �nal.+=� : Denotan la introdu

i�on/extra

i�on de 
ajas del �arbol.El algoritmo 
omienza ini
ializando: el l��mite superior de f� a F (S), el �arbol de trabajoa la regi�on de b�usqueda y el �arbol �nal al 
onjunto va
��o (l��neas 2, 3 y 4, respe
tivamente).El algoritmo termina 
uando el �arbol de trabajo se en
uentra va
��o (l��nea 5). La Reglade Sele

i�on, basada en pro
esar primero la 
aja 
on un menor valor de F (X), se apli
aal �arbol de trabajo en la l��nea 6. A 
ontinua
i�on, se eval�ua el punto medio de la 
ajasele

ionada para intentar mejorar el valor de f� (l��nea 8). Si se ha mejorado el valor def�, se apli
a el Test de Corte a los �arboles de trabajo y �nal (l��neas 10 y 11). La Regla deDivisi�on se apli
a a la 
aja sele

ionada en la l��nea 12. Finalmente, las sub
ajas generadasleo�miro.ualm.es



CAP�ITULO 3. ALGORITMOS SECUENCIALES DE OPTIMIZACI�ON GLOBAL BASADOSEN ARITM�ETICA DE INTERVALOS Y RAMIFICACI�ON Y ACOTACI �ON 63Algoritmo 3.1.1 : Algoritmo b�asi
o de Optimiza
i�on Global basado en intervalos.1 fun
t OGB�asi
o(S; F; �; T;Q)2 f� = F (S) L��mite superior de f�3 T := fSg �Arbol de trabajo4 Q := f;g �Arbol Final5 while (T 6= f;g)6 X := Sele
ionaCaja(T ) F (X) = minfF (X i); 8X i 2 Tg7 T := T � fXg;8 f� := minff�; F (m(X))g A
tualiza
i�on de f�9 if (f� = F (m(X))) Se ha mejorado el valor de f�10 T := TestdeCorte(T; f�) 8X i 2 T; f� < F (X i)) T := T � fX ig11 Q := TestdeCorte(Q; f�)12 Divide(X;X1; :::;Xs)13 for i := 1 to s14 if (f� < F (Xi) nexti Test del Punto Medio15 if (w(Xi) < �) Q := Q+ fXig Alma
enar X i en Q16 else T := T + fXig Alma
enar X i en T17 return Qse alma
enan en el �arbol de trabajo (l��nea 16) si no 
umplen el Test del Punto Medio(l��nea 14) ni la Regla de Termina
i�on (l��nea 15). Normalmente 
uando se habla del Testdel Punto Medio, no solo se ha
e referen
ia a la posible elimina
i�on de una 
aja (l��nea 14),sino tambi�en a la evalua
i�on del punto medio de la 
aja sele

ionada (l��nea 8).El algoritmo 3.1.1 es el resultado de diversas mejoras realizadas al algoritmo ini
ial deMoore [126℄ y Skelboe [167℄. En el algoritmo Moore-Skelboe, el valor de f� se a
tualizabaal menor valor de F (X) en
ontrado. Posteriormente I
hida y Fuji [84℄ in
orporaron elTest del Punto Medio, mejorando as�� la a
tualiza
i�on de f�. Hansen [69, 70℄ propuso usaruna Regla de Sele

i�on basada en una b�usqueda en an
hura (Se

i�on 1.5.1, p�agina 28).Adem�as del Test del Punto Medio, Hansen in
orpor�o el Test de Corte 
uando se obten��aun mejor valor de f�. A este tipo de algoritmo se le 
ono
e 
omo algoritmo de Hansen. Enlos 
�odigos usados a
tualmente por Hansen [71℄ se usa una Regla de Sele

i�on basada enPrimero el Mejor. En [153℄, se han analizado propiedades de 
onvergen
ia de los algoritmosde Moore-Skelboe, I
hida-Fuji y Hansen, presentando adem�as algunos experimentos 
onel algoritmo de Hansen. Una revisi�on m�as general de las distintas versiones de algoritmosde Optimiza
i�on Global basados en intervalos puede en
ontrarse en [88℄.En la Figura 3.1 se muestra la eje
u
i�on del Algoritmo 3.1.1 para la fun
i�on f(x) =x+ sin(5x), sobre el espa
io de b�usqueda S = [0:2; 2:0℄ y un valor de � = 0:2. Las gr�a�
assiguen un orden de izquierda a dere
ha y de arriba a abajo 
onforme a la eje
u
i�on delAlgoritmo 3.1.1 avanza. En las gr�a�
as, una 
aja representa un intervalo [x; x℄ y los l��mitesinferior y superior de la fun
i�on de in
lusi�on evaluada sobre ese intervalo, [F (X); F (X)℄.leo�miro.ualm.es
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i�on unidimensional.
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CAP�ITULO 3. ALGORITMOS SECUENCIALES DE OPTIMIZACI�ON GLOBAL BASADOSEN ARITM�ETICA DE INTERVALOS Y RAMIFICACI�ON Y ACOTACI �ON 65Cada una de las 
ajas se ha enumerado siguiendo su orden de 
rea
i�on. Se ha dibujadotambi�en el intervalo [f�; f�℄ que en
ierra el valor m��nimo de la fun
i�on en el intervalo S(f� 2 [f�; f�℄). Las distintas itera
iones del Algoritmo 3.1.1 se detallan a 
ontinua
i�on:1. En la primera gr�a�
a de la Figura 3.1 se muestra 
�omo se a
tualiza el valor def�=F (m(X1)) (l��nea 8). El l��mite inferior de f� (f�) se ini
ializa a F (X1). La Reglade Divisi�on utilizada es la bise

i�on. El algoritmo divide el intervalo X1 (l��nea 12) yalma
ena los subintervalos generados, X2 y X3, en el �arbol de trabajo (l��nea 16).2. Siguiendo la Regla de Sele

i�on (l��nea 6), se extrae el intervaloX2 del �arbol de trabajopara su pro
esamiento. En este 
aso la evalua
i�on de F (m(X2)) no mejora el valorde f�. Se divide el intervalo X2, generando los intervalos X4 y X5 que se alma
enanen el �arbol de trabajo. El valor f� se mejora 
omo resultado de la evalua
i�on deF (X5).3. En la ter
era gr�a�
a, se sele

iona el intervalo X5, a
tualiz�andose el valor de f�al evaluar F (m(X5)). Esta mejora de f� permite realizar el Test de Corte (l��nea10), que elimina los intervalos X4 y X3 del �arbol de trabajo. Esta elimina
i�on semuestra en la 
uarta gr�a�
a mediante el 
ambio de 
olor de las 
ajas eliminadas. Las
ajas X6 y X7, generadas a partir de X5, son alma
enadas en el �arbol de trabajo,a
tualiz�andose de nuevo el valor de f� = F (X6).4. En la quinta gr�a�
a se sele

iona X6. En esta o
asi�on, no se mejora el valor de f�.Mediante la regla de divisi�on se generan las 
ajas X8 y X9. La 
aja X8 se eliminadire
tamente mediante el Test del Punto Medio (l��nea 14), mientras que la 
aja X9
umple la Regla de Termina
i�on, por lo que se alma
ena en el �arbol �nal (l��nea 15),mejor�andose adem�as el valor de f�.5. El mismo pro
eso se realiza 
on la 
aja X7, que es la �uni
a del �arbol de trabajo,elimin�andose la sub
aja generada X11 por el Test del Punto Medio y alma
en�andosela sub
aja X10 en al �arbol �nal. Al en
ontrarse el �arbol de trabajo va
��o, el algoritmotermina devolviendo las 
ajas que se en
uentran en Q.De esta forma se obtiene una solu
i�on rigurosa, determin�andose la situa
i�on de lospuntos minimizadores por la uni�on de los intervalos que se en
uentran en la �arbol �nal(X� = X9 [X10) y el rango donde se en
uentra el valor m��nimo de la fun
i�on objetivo enla regi�on de b�usqueda (f� 2 [f�; f�℄).El algoritmo 3.1.1 ser�a la base de trabajo para la mejora de algunas de las reglasde Rami�
a
i�on y A
ota
i�on en las que est�a basado. La mayor��a de estas mejoras est�anbasadas en el par�ametro pf�(X) que se des
ribe en la siguiente se

i�on. leo�miro.ualm.es



66 3.2. EL PAR�AMETRO PF�(X)3.2 El par�ametro pf �(X)El par�ametro pf�(X) apare
e ante la ne
esidad de obtener un estimador de la 
antidad deregi�on de atra

i�on ha
ia un m��nimo que 
ontiene una determinada 
aja o la distan
ia deun m��nimo a la regi�on de�nida por una 
aja 
on
reta. Esta informa
i�on es muy importanteporque la mayor��a del trabajo 
omputa
ional se ha
e alrededor de los puntos minimizadoresde la fun
i�on objetivo. En las siguientes se

iones se usar�a este par�ametro para redu
irel n�umero de evalua
iones de la fun
i�on de in
lusi�on realizadas por el Algoritmo 3.1.1,redu
iendo as�� su tiempo de eje
u
i�on.De�ni
i�on 3.2.1 Dada una fun
i�on f(x) : S � Rn ! R y f� un l��mite superior de f�,se de�ne el par�ametro pf� de una 
aja X � S 
omo:pf�(X) = f� � F (X)w(F (X)) ; (3.8)donde f� puede obtenerse mediante el uso de algoritmos de b�usqueda lo
al o durante la eje-
u
i�on del Algoritmo 3.1.1, mediante el Test del Punto Medio. Como muestra la e
ua
i�on(3.8), el par�ametro pf� determina la distan
ia de f� a F (X), normalizada por w(F (X)).En la expresi�on (3.8), el denominador es positivo debido a las propiedades de lasfun
iones de in
lusi�on y a los redondeos dire
tos usados por la Aritm�eti
a Computa
ional.Por otro lado, el valor f��F (X) es siempre positivo o igual a 
ero, ya que de otra forma la
aja X habr��a sido previamente eliminada por el Test de Corte o el Test del Punto Medio.Para algunos problemas po
o 
omunes, pero importantes, el l��mite inferior de la fun
i�onde in
lusi�on, para la mayor��a de la 
ajas relevantes, es igual al m��nimo global de la fun
i�onobjetivo, inhibiendo la utilidad del par�ametro pf�. Tales problemas apare
en por ejemplo
uando hay que determinar las ra��
es de una fun
i�on g(x) mediante la minimiza
i�on def(x) = g(x)2, 
omo en algunas fases de problemas de equilibrio [171℄.En esta se

i�on se mostrar�a la rela
i�on entre el valor de pf�(X) y la proximidad de X aun punto x� 2 X�. Nuestros experimentos muestran que para valores grandes de pf�(X),la 
aja X est�a normalmente 
er
a de un m��nimo lo
al o global.Como ejemplo preliminar se ha usado una fun
i�on f(x) : S � Rn ! R 
uyos m��nimosglobales (f(xg1); f(xg2); : : : ) y lo
ales (f(xl1); f(xl2); : : : ), se 
ono
en de antemano. Losvalores de pf�(X) se han 
omputado para todas la 
ajas disjuntas X � S de tama~noÆ = w(S)=d, usando f�=f�. Tambi�en se ha 
al
ulado la distan
ia entre el 
entro de 
ada
aja X y el m��nimo global m�as 
er
ano. Estas 
omputa
iones se han realizado para variosvalores del tama~no de 
aja (d = 16, 32, 64, 128, 256 y 512).
leo�miro.ualm.es
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Figura 3.2: En la 
olumna de la izquierda se muestran las 
ajas no eliminadas por el Testdel Punto Medio. Las 
ajas m�as 
laras tienen un mayor valor de pf�(X). En la 
olumnade la dere
ha se representan los valores de pf�(X) respe
to a la distan
ia del 
entro de la
aja X 
on el m��nimo global m�as 
er
ano. leo�miro.ualm.es
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512 divisiones en todas las dimensiones a la vez.
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Figura 3.3: En la 
olumna de la izquierda se muestran zooms de las 
ajas no eliminadaspor el Test del Punto Medio. Las 
ajas m�as 
laras tienen un mayor valor de pf�(X). Enla 
olumna de la dere
ha se representan los valores de pf�(X) respe
to a la distan
ia del
entro de la 
aja X 
on el m��nimo global m�as 
er
ano.leo�miro.ualm.es



CAP�ITULO 3. ALGORITMOS SECUENCIALES DE OPTIMIZACI�ON GLOBAL BASADOSEN ARITM�ETICA DE INTERVALOS Y RAMIFICACI�ON Y ACOTACI �ON 69Las Figuras 3.2 y 3.3 muestran los resultados de estas evalua
iones para la fun
i�onbidimensional Six-Hump-Camel-Ba
k (v�ease el Ap�endi
e A). En las 
olumnas de la iz-quierda de las Figuras 3.2 y 3.3 se muestran los valores de pf�(X). Cada 
aja representael intervalo bidimensional X y el valor de pf�(X) viene dado por su 
olor. Las 
ajas m�as
laras tienen un mayor valor de pf�(X). Las 
ajas 
on un valor de pf�(X) < 0 no se handibujado, ya que ser��an eliminadas por el Test del Punto Medio.En las 
olumnas de la dere
ha de las Figuras 3.2 y 3.3 se ha representado los valores depf�(X) respe
to a la distan
ia de m(X) al m��nimo global m�as 
er
ano. Puede observarseque para valores peque~nos de Æ, las 
ajas X 
on los mayores valores de pf�(X) (i.e.aquellas m�as 
laras), est�an 
er
a de un m��nimo global o lo
al de la fun
i�on objetivo. Se haobtenido el mismo resultado para todas las fun
iones de prueba utilizadas en este trabajo.Pare
e ser que pf� puede 
onsiderarse 
omo un par�ametro que da informa
i�on a
er
a dela lo
aliza
i�on de un m��nimo global o lo
al.A 
ontinua
i�on se estudiar�a si esta informa
i�on tan f�a
il de obtener, a
er
a de lalo
aliza
i�on de los m��nimos, es 
orre
ta:Teorema 3.2.1 Sup�ongase que para el problema de optimiza
i�on (3.1), la fun
i�on de in-
lusi�on F (X) de f(x) es is�otona (De�ni
i�on 1.2.3, p�agina 14) y �-
onvergente (De�ni
i�on1.2.4, p�agina 15) para unas 
onstantes positivas � y K. Sup�ongase adem�as que el par�ame-tro pf�(X) es menor que 1 para todas las sub
ajas X de la regi�on de b�usqueda S. Enton
esun n�umero arbitrariamente grande (N > 0) de intervalos sele

ionados 
onse
utivamentepor el Algoritmo 3.1.1 pueden tener la propiedad de que [16℄:1. Ninguno de esos intervalos pro
esados tengan un punto esta
ionario (en este 
asoun m��nimo).2. Durante esta fase de la b�usqueda, los valores de pf�(X) de estos intervalos sonm�aximos.Demostra
i�on. Consid�erese que bajo las 
ondi
iones anteriores existe una 
aja Y � S
on F (Y ) > f� (deber��a ser eliminada) y que Y no 
ontiene ning�un punto esta
ionario.Este tipo de 
ajas es f�a
il de en
ontrar en los problemas de Optimiza
i�on.Constr�uyase la siguiente fun
i�on de in
lusi�on:G(X) = [F (X)�Dw(X)�; F (X)℄ (3.9)para la 
aja Y y para las 
ajas Z que sean as
endentes o des
endientes de Y y G(X) =F (X) para las dem�as. Es f�a
il ver que Z � Z 0 impli
a que G(Z) � G(Z 0), i.e. G es is�otona.Por otro lado, G es tambi�en �-
onvergente 
on las 
onstantes � y K +D .Consid�erese la itera
i�on en la que la 
aja Y fue generada y X 0 fue sele

ionada en lasiguiente itera
i�on, por lo tanto, F (X 0) � F (Y ). Usando la fun
i�on de in
lusi�on G(X),puede estable
erse el valor de D de tal forma que el Algoritmo 3.1.1 sele

ione la 
aja Yen vez de X 0, siendo los siguientes N intervalos sele

ionados des
endientes de Y .leo�miro.ualm.es



70 3.3. DIVISI �ON M�ULTIPLE EN ALGORITMOS DEOPTIMIZACI�ON GLOBAL BASADOS EN INTERVALOSN�otese que 
onforme se in
rementa el valor de D, el 
orrespondiente valor de pf�(Z)
onverge a 1. Den�otese por pf�G al par�ametro pf�(Z) obtenido 
on la fun
i�on de in
lusi�onG(X) y pf�F al obtenido 
on F (X). Eligiendo un valor apropiado de D, es obvio queG(Z) < F (X 0) y que pf�G(Z) > pf�F (X 0); 8Z � Y (si pf�(X 0) < 1).Por lo tanto, si se usa la fun
i�on de in
lusi�on G(X) 
on la m�axima 
onstante D, laserie de N intervalos sele

ionados a partir del intervalo Y 
umplen las propiedades 1 y 2del Teorema 3.2.1. �La 
onse
uen
ia del Teorema 3.2.1 es, que in
luso usando una fun
i�on de in
lusi�onis�otona y �-
onvergente, la se
uen
ia de intervalos sele

ionados para su pro
esamientopuede estar lejos de los minimizadores globales durante un tiempo arbitrariamente largo.Si se fuerza al Algoritmo 3.1.1 para que pare 
uando se ha en
ontrado una sola 
ajaque 
umple la Regla de Termina
i�on, enton
es el resultado obtenido podr��a ser in
orre
to.La suposi
i�on de que el valor de pf�(X) es menor que uno para todos los intervalosX � S es 
ierta para la mayor��a de los problemas pr�a
ti
os. Puede no ser 
ierta s�olo enlos problemas donde el valor de la fun
i�on objetivo es 
onstante en todo un subintervaloX � S, siendo este valor igual al m��nimo global y adem�as F (X)=f�. En estos 
asos tanpo
o 
omunes, se obtendr��a r�apidamente un resultado m�as que satisfa
torio.A partir de ahora se investigar�an los valores de pf�(X) de los intervalos generados porel Algoritmo 3.1.1. En la Figura 3.4 se han dibujado las 
ajas eliminadas y las insertadasen el �arbol �nal durante la eje
u
i�on del algoritmo de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on, paratres fun
iones de prueba bidimensionales. De izquierda a dere
ha, las fun
iones usadas sonGoldStein-Pri
e (GP), Six-Hump-Camel-Ba
k (C), y Levy 3 (L3), que tienen uno, dos ynueve m��nimos globales, respe
tivamente (v�ease el Ap�endi
e A). A diferen
ia de las 
ajasrepresentadas en las Figuras 3.2 y 3.3, todas las 
ajas a
tivas en un momento dado de laeje
u
i�on el Algoritmo 3.1.1 no tienen por qu�e tener el mismo tama~no. En la Figura 3.4, las
ajas eliminadas se han representado en gris, mientras que las 
ajas blan
as son aquellasque se alma
enaron en el �arbol �nal, determinando as�� la regi�on solu
i�on. Como puedeobservarse en la Figura 3.4, la regi�on solu
i�on disminuye 
onforme disminuye el valor de�, de�niendo 
ada vez mejor los m��nimos globales. En la �ultima �la se han dibujado las
ajas de la �la anterior (� = 10�3) que en 
ualquier momento de la eje
u
i�on del algoritmoal
anzaron un valor de pf� > 0:4. Como puede observarse, estas 
ajas se en
uentran sobrelos m��nimos lo
ales y globales.3.3 Divisi�on m�ultiple en algoritmos deOptimiza
i�on Global basados en intervalosComo se introdujo en la Se

i�on 3.1, el m�etodo de divisi�on tradi
ional es la bise

i�onde la 
oordenada m�as an
ha [153℄. De a
uerdo 
on nuevos estudios [7, 34, 35℄, dividirvarias 
oordenadas a la vez puede mejorar la e�
ien
ia de las t�e
ni
as de Rami�
a
i�on yA
ota
i�on apli
adas a la Optimiza
i�on Global. Todos estos trabajos investigan o dis
utenex
lusivamente una divisi�on m�ultiple �ja y est�ati
a, es de
ir, el m�etodo de divisi�on elegidoleo�miro.ualm.es
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Figura 3.4: Eje
u
i�on del Algoritmo 3.1.1 para las fun
iones GP, C y L3. En las tresprimeras �las se ha usado �=10�1, 10�2 y 10�3, respe
tivamente. En la 
uarta �la s�olo sehan dibujado las 
ajas de la ter
era �la 
on pf�(X) > 0:4.
leo�miro.ualm.es
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(a) (b) (c) (d)Figura 3.5: M�etodos de divisi�on sobre un problema bidimensional. El m�etodo de divisi�onadaptativa se basa en (a), (b) y (d).no variaba durante toda la eje
u
i�on del algoritmo. En esta se

i�on se presenta una Reglade Divisi�on adaptativa basada en varias estrategias de divisi�on, simples y regulares quese muestran en la Figura 3.5 [15, 17℄. Aunque en la Figura 3.5 se presenta un ejemplo deproblema bidimensional, �este debe extenderse al 
aso n-dimensional. As��, la gr�a�
a 3.5(a)representa la bise

i�on de la 
oordenada mayor y las gr�a�
as 3.5(b), 3.5(
) y 3.5(d) realizanuna, dos y tres divisiones en todas las dimensiones, respe
tivamente. Estas estrategias noha
en uso de informa
i�on a
er
a de la fun
i�on objetivo ni de sus derivadas. Por lo tanto,esta divisi�on adaptativa es apropiada para fun
iones diferen
iables y no diferen
iables.Para fun
iones diferen
iables, nuestra propuesta podr��a mejorarse mez
l�andola 
on laspropuestas de otros autores [7, 34, 158, 35℄.Aunque se 
onoz
a el m��nimo global de la fun
i�on, el espa
io de b�usqueda de 
ual-quier problema de Optimiza
i�on, basado en Rami�
a
i�on y A
ota
i�on, debe dividirse paradeterminar d�onde se en
uentra el 
onjunto de los puntos minimizadores globales X�. Lasele

i�on de la Regla de Divisi�on a usar juega un papel importante respe
to al 
oste 
om-puta
ional del algoritmo. En el 
aso parti
ular del Algoritmo 3.1.1, si una 
aja se dividepor una sola 
oordenada, el n�umero de 
ajas generadas en una divisi�on es el menor posi-ble. Si las 
ajas generadas se eliminan, el n�umero de sub
ajas evaluadas ser�a menor queel realizado por otro tipo de divisi�on. En algunos 
asos, el algoritmo que usa este m�etodode bise

i�on puede dar lugar a m�as evalua
iones de la fun
i�on de in
lusi�on que usandouna divisi�on m�ultiple. Las rela
iones entre la 
omplejidad de ambos tipos de divisi�on sedetallan en el siguiente Teorema:Teorema 3.3.1 El ahorro de evalua
iones de la fun
i�on de in
lusi�on 
ausadas por el usode una divisi�on m�ultiple en el Algoritmo 3.1.1 (l��nea 12) es [15℄:1.- En el mejor de los 
asos, 
er
a de la mitad de las requeridas usando la bise

i�on deuna sola 
oordenada (bise

i�on simple).2.- En el peor de los 
asos, una divisi�on m�ultiple puede requerir un n�umero de evalua-
iones arbitrariamente grande 
omparado 
on el requerido si se usa una bise

i�on simple.Demostra
i�on.1.- El n�umero de evalua
iones de la fun
i�on de in
lusi�on usando una bise

i�on simpleest�a estre
hamente rela
ionado 
on el n�umero de nodos de un �arbol binario de b�usqueda,leo�miro.ualm.es
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31Figura 3.6: Posibles divisiones realizadas en un ejemplo bidimensional usando bise

i�on deuna sola 
oordenada.es de
ir, 
on el n�umero de sub
ajas generadas. El mejor 
aso respe
to a la mejora delalgoritmo o
urre 
uando todos los intervalos de tama~no 2�bl=n
w(S), para un nivel del�arbol l > 0 y un problema en la regi�on de b�usqueda S 2 In, deben ser evaluados. Elmismo planteamiento puede apli
arse a 
ualquier sub�arbol del �arbol de b�usqueda. Aqu��,b:
 representa el mayor entero no mayor que el argumento.Usando una bise

i�on simple, si se 
ompleta el nivel l del �arbol de b�usqueda, sin eliminarninguna 
aja, el n�umero de evalua
iones de intervalos ser��a 20 + 21+ : : : +2l = 2l+1 � 1.N�otese que siempre se ha
e la evalua
i�on de toda la regi�on de b�usqueda, S, en el paso 2del Algoritmo 3.1.1. Si se realiza una divisi�on m�ultiple, 
omo la representada en la Figura3.5(d), de forma que se generan s = 2l sub
ajas a la vez, se realizar��an 2l+1 evalua
ionesde intervalos, 
on un ahorro de 2l � 2 evalua
iones.En la Figura 3.6, el nivel el �arbol de b�usqueda l es igual a 
uatro. Usando una bise

i�onsimple, se ne
esitan realizar 24+1�1 = 31 evalua
iones en total, mientras que si se usa unadivisi�on m�ultiple 
on s = 24 = 16, el n�umero de evalua
iones de la fun
i�on de in
lusi�ones 24 + 1 = 17. El ahorro es por tanto de 24 � 2 = 14 evalua
iones. El por
entaje deahorro viene dado por la expresi�on (2l � 2)=(2l+1 � 1), que 
onverge a 0.5 
uando l tiendea in�nito.2.- Por otro lado, se realizar��an 
omputa
iones inne
esarias si una sub
aja, que puedeser re
hazada despu�es de una bise

i�on simple, se divide usando una divisi�on m�ultiple. Elpeor 
aso respe
to a la 
omplejidad de la divisi�on m�ultiple, 
omparada 
on la bise

i�onsimple, se da 
uando se al
anza el nivel l del �arbol de b�usqueda, debido a la Regla deleo�miro.ualm.es
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i�on, y en 
ada bise

i�on simple se produ
e una sub
aja que es eliminada. As��,usando una bise

i�on simple se requieren 2l+1 evalua
iones, mientras que 
on una divisi�onm�ultiple se requerir��an 2l + 1 evalua
iones. El por
entaje de evalua
iones inne
esariasdebidas a una divisi�on m�ultiple, 
omparadas 
on las obtenidas mediante bise

i�on simple,es (2l � 2l)=(2l + 1). Este por
entaje puede ser arbitrariamente alto para un valor de lsu�
ientemente grande. �Para el Algoritmo 3.1.1, 
on una divisi�on m�ultiple del tipo (d), la mejora del rendi-miento del algoritmo que podr��a obtenerse, 
omparado 
on el uso de una bise

i�on simple,est�a 
er
a del 45%, mientras que el por
entaje de posibles evalua
iones inne
esarias adi-
ionales est�a sobre el 89%. En otras palabras, la posible p�erdida de rendimiento es 
asidos ve
es mayor que la posible mejora.La 
onse
uen
ia del Teorema 3.3.1 es, que es importante 
ono
er qu�e m�etodo de divi-si�on es m�as apropiado para 
ada fase de la resolu
i�on del problema. Nuestra propuesta deun m�etodo de divisi�on adaptativo se basa en resultados experimentales que muestran queusando una bise

i�on simple, las 
ajas alrededor de los m��nimos globales son similares alas que se obtendr��an, si se hubiera utilizado un m�etodo de divisi�on m�ultiple, por lo quemere
er��a la pena apli
arlo. Un ejemplo de estos experimentos se muestra en la Figura3.7, donde se ha realizado un zoom sobre uno de los m��nimos globales de las fun
ionesGoldstein-Pri
e, Six-Hump-Camel-Ba
k y Levy3. Las 
ajas fueron generadas usando elAlgoritmo 3.1.1, es de
ir, usando una bise

i�on simple.En las gr�a�
as puede observarse que:� Alrededor de un punto minimizador global se han generado mu
has 
ajas, por lo queuna divisi�on m�ultiple pare
e ser ventajosa frente a una bise

i�on simple.� Fuera de la regi�on de atra

i�on a un m��nimo, se in
rementa el n�umero de 
ajasre
tangulares, por lo que realizar una bise

i�on simple pare
e lo m�as apropiado.Para estable
er el nivel de divisi�on se va a utilizar, el par�ametro pf�(X), 
omo estima-dor de la distan
ia de un m��nimo a la regi�on de�nida por una 
aja 
on
reta, y dos umbralesP1 y P2 del par�ametro pf�(X). Dependiendo de los valores de P1, P2 (0 � P1;P2 � 1) ypf�(X), la 
aja X se dividir�a de la siguiente forma:� Las 
ajas 
on pf�(X) < P1 se dividir�an de forma an�aloga a la Figura3.5(a) (Bise

i�on simple).� Las 
ajas 
on P1 � pf�(X) < P2 se dividir�an en 2n sub
ajas de formaan�aloga a la Figura 3.5(b).� Las 
ajas 
on pf�(X) � P2 se dividir�an en 4n sub
ajas de forma an�alogaa la Figura 3.5(d).leo�miro.ualm.es
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Figura 3.7: Zooms sobre un punto minimizador global de las fun
iones Goldstein-Pri
e,Six-Hump-Camel-Ba
k y Levy3.
leo�miro.ualm.es



76 3.3. DIVISI �ON M�ULTIPLE EN ALGORITMOS DEOPTIMIZACI�ON GLOBAL BASADOS EN INTERVALOS3.3.1 Resultados num�eri
osLa pruebas num�eri
as se han llevado a 
abo sobre un PC Pentium II (233 MHz y 256Mb deRAM), 
on el Sistema Operativo Linux. Los programas fueron 
odi�
ados en C y se usaronlas rutinas BIAS [90℄ para implementar la Aritm�eti
a de Intervalos. La unidad de tiempoest�andar, tiempo de CPU ne
esario para evaluar 1000 ve
es la fun
i�on real Shekel-10 en(4:0; 4:0; 4:0; 4:0)T , es de 0.037 segundos.Se han usado para estos experimentos siete fun
iones de prueba est�andar dentro de laOptimiza
i�on Global: Six-Hump-Camel-Ba
k (abreviada 
omo C), Goldstein-Pri
e (GP),Hartman-3 (H3), Levy 3 (L3), Shekel-5 (S5), Shekel-7 (S7) y Shekel-10 (S10), que sedes
riben en el Ap�endi
e A.Tambi�en se han usado seis estrategias de divisi�on para el Algoritmo 3.1.1 (l��nea 12),que se des
riben a 
ontinua
i�on:1D : Siempre se divide de forma an�aloga a la (Figura 3.5(a)).1DA : Siempre se divide de forma an�aloga a la (Figura 3.5(b)).2DA : Siempre se divide de forma an�aloga a la (Figura 3.5(
)).3DA : Siempre se divide de forma an�aloga a la (Figura 3.5(d)).P1P2A : Se han optimizado los par�ametros P1 y P2 para todas las fun
iones(P1 y P2 son los mismos para todos los problemas).P1P2 : P1 y P2 se han optimizado para 
ada problema.En la estrategia P1P2, los par�ametros P1 y P2 se determinaron separadamente pa-ra 
ada problema mediante un algoritmo esto
�asti
o de Optimiza
i�on Global, llamadoSASS (Single Agent Sto
hasti
 Sear
h) [170, 176, 23℄. La fun
i�on objetivo que se hausado, intentando minimizar el n�umero de evalua
iones de la fun
i�on de in
lusi�on, esf(P1;P2) = EX(P1;P2)+Ex(P1;P2), donde EX(P1;P2) y Ex(P1;P2) devuelven el n�ume-ro de evalua
iones de F (X) y de F (m(X)), respe
tivamente, realizadas por el Algoritmo3.1.1, usando una Regla de Divisi�on basada en los par�ametros P1 y P2. La optimiza
i�onde estos par�ametros se ha realizado mediante un m�etodo esto
�asti
o porque es muy dif��
il,si no imposible, el obtener las fun
iones EX(P1;P2) y Ex(P1;P2) de forma anal��ti
a.En el estudio realizado, los par�ametros P1 y P2 se mantienen 
onstantes durante todala eje
u
i�on del Algoritmo. En trabajos futuros se investigar�a el uso din�ami
o de estospar�ametros.Se ha introdu
ido el m�etodo P1P2A para intentar en
ontrar los valores P1 y P2 queminimi
en el 
osto 
omputa
ional de la solu
i�on para todos los problemas de prueba, deforma an�aloga al m�etodo P1P2. Las optimiza
iones men
ionadas para a�nar los valores delos par�ametros P1 y P2 requirieron una gran 
antidad de 
omputa
iones, in
luso para losalgoritmos de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on relativamente m�as simples, ya que para una solaeje
u
i�on del algoritmo SASS, todos los problemas de prueba deben ser resueltos varios
ientos de ve
es. Esta es la raz�on por la que s�olo se ha usado un n�umero peque~no defun
iones de prueba.En las Tablas 3.1 a 3.5 se ha usado la siguiente nota
i�on para las 
olumnas:leo�miro.ualm.es
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u
i�on en segundos.EX : N�umero de evalua
iones de F (X).Ex : N�umero de evalua
iones de F (m(X)).AF : N�umero de 
ajas en el �arbol �nal.AM : N�umero m�aximo de 
ajas en el �arbol de trabajo.En las Tablas 3.1 a 3.3, el valor de Ex es igual que el n�umero de 
ajas extra��das del�arbol de trabajo, es de
ir, el n�umero de itera
iones, ya que s�olo se eval�ua F (m(X)) sobrelas 
ajas sele

ionadas.En las Tablas 3.1 a 3.1, puede observarse que en la mayor��a de los 
asos, los m�etodos dedivisi�on 2DA y 3DA no mejoran los resultados obtenidos mediante una bise

i�on simple,en t�erminos de tiempo de CPU y n�umero de evalua
iones de F (X), pero en la mayor��ade los 
asos ne
esitan un n�umero menor de evalua
iones de F (m(X)). Esto es debido aque las versiones 2DA y 3DA generan un n�umero mayor de 
ajas en 
ada divisi�on y por lotanto m�as peque~nas que si se usa una bise

i�on simple. La mayor��a de las 
ajas generadasse eliminan dire
tamente, por lo que el n�umero de 
ajas sele

ionadas del �arbol de trabajo,antes de que se 
umpla el 
riterio de termina
i�on, es menor. En la Tabla 3.4 se muestra elpromedio de los resultados obtenidos, donde se 
on�rma este 
omportamiento.Para los problemas S5, S7 y S10, que son simples de resolver, el m�etodo 1D es mejorque el 1DA porque en mu
hos 
asos, 
uando una 
aja es dividida, una de las sub
ajas seelimina. Para las dem�as fun
iones, el m�etodo 1DA pare
e ser mejor que el 1D. Esto sedebe a que generalmente se ne
esitan m�as divisiones para poder eliminar 
ajas.El m�etodo P1P2 tiene en todos los 
asos el menor n�umero de evalua
iones de intervalosde todas las variantes del algoritmo investigadas. La mejora es propor
ional a la pre
isi�onrequerida. El m�etodo P1P2A, aunque es peor que el m�etodo P1P2, da mejores resultadosque los m�etodos est�ati
os en promedio.3.3.2 Evalua
i�on de los resultados num�eri
osEn la Tabla 3.4 se muestra un resumen de los resultados num�eri
os obtenidos en las Tablas3.1, 3.2 y 3.3, para ver el 
omportamiento de la e�
ien
ia 
on diferentes 
omplejidades delproblema. La Tabla 3.4 muestra los valores medios y la e�
ien
ia relativa de los distintosm�etodos de divisi�on, 
omparando los resultados 
on los obtenidos 
on el m�etodo 1D.Estos valores medios representan el 
omportamiento del algoritmo para resolver problemassimilares a los del 
onjunto de prueba.Desde el punto de vista del usuario, lo m�as importante es el n�umero de evalua
iones dela fun
i�on de in
lusi�on, puesto que los problemas reales son normalmente m�as 
omplejosde resolver que los de prueba. Debido a las propiedades del algoritmo, siempre se ne
esitanm�as evalua
iones de F (X) que de F (m(X)). Las 
onse
uen
ias de los resultados puedenresumirse en:1. Respe
to a los valores de EX, las divisiones m�ultiples y est�ati
as, 2DA y 3DA,son de�nitivamente peores que el m�etodo b�asi
o 1D, mientras que el m�etodo 1DAleo�miro.ualm.es



78 3.3. DIVISI �ON M�ULTIPLE EN ALGORITMOS DEOPTIMIZACI�ON GLOBAL BASADOS EN INTERVALOSTabla 3.1: Resultados num�eri
os de las seis variantes del Algoritmo 3.1.1 para � = 10�1.Problema CPU EX Ex AF AM P1 P2C-1D 0.090 2731 1365 528 348C-1DA 0.060 2589 647 528 286C-2DA 0.110 5518 613 554 429C-3DA 0.120 6865 429 550 316C-P1P2A 0.063 2461 653 528 286 0.0405 1.0000C-P1P2 0.047 2055 403 556 200 0.1854 0.3249GP-1D 0.100 2537 1268 679 244GP-1DA 0.060 2037 509 679 202GP-2DA 0.070 2863 318 974 201GP-3DA 0.050 2209 138 682 120GP-P1P2A 0.057 1979 510 679 202 0.0405 1.0000GP-P1P2 0.043 1591 286 680 186 0.1423 0.3085H3-1D 0.060 727 363 118 62H3-1DA 0.030 553 69 154 36H3-2DA 0.100 2026 75 382 65H3-3DA 0.057 1153 18 189 55H3-P1P2A 0.030 549 97 154 36 0.0405 1.0000H3-P1P2 0.030 543 73 154 36 0.0073 1.0000L3-1D 0.560 2571 1285 72 544L3-1DA 0.360 1929 482 75 820L3-2DA 1.030 6562 729 99 723L3-3DA 0.773 4849 303 84 1711L3-P1P2A 0.357 1859 505 75 820 0.0405 1.0000L3-P1P2 0.357 1865 484 75 833 0.0163 0.3417S5-1D 0.007 79 39 16 12S5-1DA 0.010 113 7 16 26S5-2DA 0.020 406 5 16 115S5-3DA 0.050 1025 4 32 64S5-P1P2A 0.010 113 7 16 26 0.0405 1.0000S5-P1P2 0.007 79 39 16 12 1.0000 1.0000S7-1D 0.007 83 41 16 14S7-1DA 0.010 113 7 16 28S7-2DA 0.030 406 5 16 117S7-3DA 0.060 1025 4 47 75S7-P1P2A 0.010 113 7 16 28 0.0405 1.0000S7-P1P2 0.007 83 41 16 14 1.0000 1.0000S10-1D 0.010 87 43 16 14S10-1DA 0.010 113 7 16 32S10-2DA 0.037 406 5 16 128S10-3DA 0.080 1025 4 47 101S10-P1P2A 0.010 113 7 16 32 0.0405 1.0000S10-P1P2 0.010 87 43 16 14 1.0000 1.0000leo�miro.ualm.es



CAP�ITULO 3. ALGORITMOS SECUENCIALES DE OPTIMIZACI�ON GLOBAL BASADOSEN ARITM�ETICA DE INTERVALOS Y RAMIFICACI�ON Y ACOTACI �ON 79Tabla 3.2: Resultados num�eri
os de las seis variantes del Algoritmo 3.1.1 para � = 10�2.Problema CPU EX Ex AF AM P1 P2C-1D 0.240 7919 3959 424 668C-1DA 0.200 8597 2149 424 1098C-2DA 0.240 13006 1445 894 955C-3DA 0.270 15665 979 438 944C-P1P2A 0.200 9073 1137 438 1030 0.0347 0.2851C-P1P2 0.167 6633 1529 424 2032 0.1422 0.3379GP-1D 1.760 43923 21961 12106 4413GP-1DA 0.960 32153 8038 12107 3087GP-2DA 1.203 53227 5914 16988 3041GP-3DA 1.840 92897 5806 16591 3353GP-P1P2A 0.660 26277 2592 12123 1438 0.0347 0.2851GP-P1P2 0.647 25665 2648 12123 1450 0.1070 0.2853H3-1D 1.267 15905 7952 2516 1296H3-1DA 0.560 10249 1281 2517 961H3-2DA 2.030 42229 1564 8208 1769H3-3DA 2.790 61249 957 7760 1112H3-P1P2A 0.560 10085 1488 2517 1152 0.0347 0.2851H3-P1P2 0.550 9951 1247 2517 959 0.0176 0.3910L3-1D 1.113 4963 2481 502 544L3-1DA 0.680 3633 908 502 820L3-2DA 1.120 7066 785 553 723L3-3DA 1.520 9857 616 1000 1711L3-P1P2A 0.940 5571 727 508 1711 0.0347 0.2851L3-P1P2 0.640 3455 826 504 833 0.0227 0.3229S5-1D 0.017 233 116 19 15S5-1DA 0.020 401 25 38 26S5-2DA 0.030 568 7 16 115S5-3DA 0.060 1281 5 38 64S5-P1P2A 0.040 859 63 45 64 0.0347 0.2851S5-P1P2 0.017 233 116 19 15 1.0000 1.0000S7-1D 0.030 313 156 40 33S7-1DA 0.030 433 27 56 28S7-2DA 0.087 1378 17 51 132S7-3DA 0.077 1281 5 56 75S7-P1P2A 0.050 873 42 61 75 0.0347 0.2851S7-P1P2 0.027 415 32 56 28 0.0166 1.0000S10-1D 0.040 331 165 40 31S10-1DA 0.037 465 29 56 32S10-2DA 0.140 1864 23 62 132S10-3DA 0.100 1281 5 56 101S10-P1P2A 0.070 891 37 58 101 0.0347 0.2851S10-P1P2 0.037 427 31 56 32 0.0111 1.0000leo�miro.ualm.es



80 3.3. DIVISI �ON M�ULTIPLE EN ALGORITMOS DEOPTIMIZACI�ON GLOBAL BASADOS EN INTERVALOSTabla 3.3: Resultados num�eri
os de las seis variantes del Algoritmo 3.1.1 para � = 10�3.Problema CPU EX Ex AF AM P1 P2C-1D 1.457 42695 21347 6616 4892C-1DA 0.820 33413 8353 6616 4342C-2DA 0.850 44848 4983 7968 3260C-3DA 0.860 48945 3059 6642 2430C-P1P2A 0.620 29769 3535 6642 2522 0.0353 0.2705C-P1P2 0.617 28469 4301 6642 2144 0.0489 0.3055GP-1D 6.920 181125 90562 9517 17840GP-1DA 4.397 169209 42302 9517 15101GP-2DA 5.040 258688 28743 14489 11601GP-3DA 6.230 357873 22367 9529 14422GP-P1P2A 3.250 140349 24270 9517 9943 0.0353 0.2705GP-P1P2 3.173 119933 27978 9518 15917 0.0967 0.3081H3-1D 38.170 454569 227284 71893 36438H3-1DA 15.820 283409 35426 71894 28158H3-2DA 66.663 1379809 51104 225050 48435H3-3DA 25.767 557889 8717 73520 8166H3-P1P2A 13.683 260265 18548 73520 8575 0.0353 0.2705H3-P1P2 13.480 262145 14791 73520 8586 0.0149 0.2712L3-1D 10.430 44865 22432 7693 5896L3-1DA 6.207 32765 8191 7693 5017L3-2DA 10.890 67735 7526 13841 5773L3-3DA 13.320 87265 5454 15357 4557L3-P1P2A 5.250 30373 4385 7705 3110 0.0353 0.2705L3-P1P2 5.220 30129 4397 7705 3103 0.0520 0.2676S5-1D 0.047 627 313 70 66S5-1DA 0.040 769 48 70 58S5-2DA 0.147 3079 38 74 282S5-3DA 0.150 3329 13 70 71S5-P1P2A 0.050 1067 69 70 64 0.0353 0.2705S5-P1P2 0.037 619 64 70 58 0.0257 1.0000S7-1D 0.347 3743 1871 490 432S7-1DA 0.293 4801 300 523 329S7-2DA 1.040 17335 214 1447 520S7-3DA 1.470 24833 97 1006 151S7-P1P2A 0.433 6835 292 1006 152 0.0353 0.2705S7-P1P2 0.223 3235 602 522 326 0.0842 1.0000S10-1D 0.533 4607 2303 623 534S10-1DA 0.490 6161 385 643 362S10-2DA 1.517 20251 250 1692 643S10-3DA 2.400 32513 127 1143 175S10-P1P2A 0.630 7675 361 1143 172 0.0353 0.2705S10-P1P2 0.350 3841 709 643 362 0.0906 1.0000leo�miro.ualm.es



CAP�ITULO 3. ALGORITMOS SECUENCIALES DE OPTIMIZACI�ON GLOBAL BASADOSEN ARITM�ETICA DE INTERVALOS Y RAMIFICACI�ON Y ACOTACI �ON 81Tabla 3.4: Resumen de los resultados num�eri
os para los distintos tipos de divisi�on. Losvalores medios de las distintas eje
u
iones se muestran en las 
olumnas (Med.). Tambi�ense muestran los valores relativos 
omparados 
on los obtenidos 
on el tipo de divisi�on 1D.CPU EX Ex AM� subd. Med. =1D Med. =1D Med. =1D Med. =1D10�1 1D 0.1191 1259 629 1771DA 0.0771 65% 1064 84% 247 39% 204 116%2DA 0.1996 168% 2598 206% 250 40% 254 144%3DA 0.1700 143% 2593 206% 129 20% 349 197%P1P2A 0.0767 64% 1027 82% 255 41% 204 116%P1P2 0.0716 60% 900 72% 196 31% 185 105%10�2 1D 0.6381 10512 5256 10001DA 0.3553 56% 7990 76% 1780 34% 865 86%2DA 0.6929 109% 17048 162% 1394 27% 981 98%3DA 0.9510 149% 26216 249% 1196 23% 1051 105%P1P2A 0.3600 56% 7661 73% 869 17% 796 80%P1P2 0.2979 47% 6683 64% 918 17% 764 76%10�3 1D 8.2720 104604 52302 94431DA 4.0096 48% 75790 72% 13572 26% 7624 81%2DA 12.3067 149% 255964 245% 13265 25% 10073 107%3DA 7.1710 87% 158950 152% 5691 11% 4282 45%P1P2A 3.4166 41% 68048 65% 7351 14% 3505 37%P1P2 3.3000 40% 64053 61% 7549 14% 4357 46%obtiene una mejor e�
ien
ia en promedio. Esta mejora es mayor 
uanto menor esel par�ametro de parada � (los problemas de prueba son m�as dif��
iles de resolver).Las dos variantes adaptativas (P1P2A y P1P2) mejoran a�un m�as los resultados y elm�etodo a medida, P1P2, es siempre el mejor.Esto indi
a que para el usuario mere
e la pena estable
er los par�ametros P1 y P2 delalgoritmo para el 
onjunto de problemas a resolver (bas�andose en ejemplos peque~nospero representativos). La mejora del n�umero de evalua
iones F (X) esperada est�a,dependiendo de �, entre un 18 y un 35% para el m�etodo P1P2A y entre un 28 y un39% para el P1P2.2. El n�umero de evalua
iones de F (m(X)) se mejora 
on todas las nuevas variantes delalgoritmo. Esto es debido a que la divisi�on m�ultiple permite eliminar m�as sub
ajasmediante el Test del Punto Medio, por lo que el n�umero de 
ajas en las que seeval�ua F (m(X)) es menor. Como el n�umero de evalua
iones de F (m(X)) es igual aln�umero de 
ajas extra��das del �arbol de trabajo (y divididas si no al
anzan la Regla deTermina
i�on), las mejoras son mayores que las 
onseguidas para las evalua
iones deF (X), ya que �estas deben realizarse sobre todas las sub
ajas generadas. El m�etodoP1P2 no da el menor n�umero de evalua
iones de F (m(X)) para � = 10�1 y � =10�3. Estos resultados son a
ordes 
on la fun
i�on optimizada para en
ontrar losleo�miro.ualm.es



82 3.3. DIVISI �ON M�ULTIPLE EN ALGORITMOS DEOPTIMIZACI�ON GLOBAL BASADOS EN INTERVALOSpar�ametros P1 y P2: f(P1;P2) = EX(P1;P2) + Ex(P1;P2). Las mejoras obtenidas
on los m�etodos P1P2A y P1P2 est�an entre un 59 y un 86% y entre un 69 y un86%, respe
tivamente. El ahorro de evalua
iones 
re
e 
onforme de
re
e el valor delpar�ametro de termina
i�on �.3. El valor del tiempo de CPU requerido permite prever la mejora respe
to EX yEx. As��, la variante P1P2 es siempre la mejor. Para � = 10�1 y � = 10�2, losm�etodos P1P2A y 1DA obtienen tiempos de respuesta similares, aunque el n�umerode evalua
iones de la fun
i�on de in
lusi�on realizadas por el m�etodo P1P2A es enpromedio menor. Esto puede ser debido al bajo n�umero de evalua
iones realizadasy al 
oste adi
ional que supone el 
�al
ulo del par�ametro pf�(X), que tambi�en se
al
ula mediante Aritm�eti
a de Intervalos, para evitar los errores de redondeo dela Aritm�eti
a Computa
ional. Para � = 10�3 las diferen
ias entre el n�umero deevalua
iones de la fun
i�on de in
lusi�on realizadas por los m�etodos P1P2A y 1DA sonmayores, siendo el m�etodo P1P2A el segundo mejor, despu�es del P1P2. La mejoraspara los m�etodos P1P2A y P1P2 est�an entre un 36 y un 59% y entre un 40 y un 60%,respe
tivamente.Para � = 10�3, el m�etodo 3DA obtiene un menor tiempo de eje
u
i�on que el m�etodo1D, aunque el n�umero de evalua
iones realizado es superior. Esto puede ser debido aque el tama~no m�aximo del �arbol de trabajo en el m�etodo 3DA es menos de la mitadque el requerido por el m�etodo 1D, por lo que su gesti�on requiere menos tiempo.4. El n�umero m�aximo de nodos en el �arbol de trabajo (AM) re
eja los requerimientosde memoria de las distintas variantes del algoritmo. La prin
ipal pregunta para elusuario es si un problema puede resolverse 
on una 
apa
idad de memoria dada.Aunque se puede realizar inter
ambio 
on memoria prin
ipal, su pre
io, en tiempode CPU, es muy alto en mu
hos 
asos. Para � = 10�1, los valores obtenidos para losm�etodos P1P2A y P1P2 son peores que para el 1D, pero las diferen
ias son peque~nas.Las nuevas estrategias de divisi�on adaptativa de
rementan los requerimientos dememoria para � = 10�2 y � = 10�3. Las mejoras obtenidas 
on los m�etodos P1P2Ay P1P2 est�an entre un 20 y un 63% y un 24 y un 54%, respe
tivamente.En la Tabla 3.4 no se han in
orporado los valores medios de las 
ajas en los �arbo-les �nales (AF) porque re
ejan m�as las 
ara
ter��sti
as espe
iales de 
ada problema y lae�
ien
ia de las distintas variantes del algoritmo se ven po
o afe
tadas por este valor.El valor a
tualizado del l��mite superior del m��nimo global f�, est�a siempre disponibley su evalua
i�on es po
o 
ostosa. Sin embargo, en algunos 
asos, el usuario 
ono
e el valorexa
to del m��nimo global de la fun
i�on, por ejemplo, debido a un 
ono
imiento previo dela estru
tura del problema. Esta informa
i�on puede mejorar la e�
ien
ia del algoritmo nos�olo porque el Test de Corte sea m�as efe
tivo, sino tambi�en, porque las de
isiones a
er
adel nivel de divisi�on a realizar son m�as pre
isas.leo�miro.ualm.es
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os para los distintos tipos de divisi�on, 
o-no
iendo el m��nimo global de la fun
i�on (f� = f�). Los valores medios de las distintaseje
u
iones se muestran en las 
olumnas (Med.). Tambi�en se muestran los valores relativosde los dem�as m�etodos de divisi�on, 
omparados 
on los obtenidos 
on el tipo de divisi�on1D. CPU EF Ef AM10�1 1D 0.1124 1241 620 1461DA 0.0709 63% 1042 84% 243 39% 109 75%2DA 0.1559 139% 2286 184% 220 36% 150 103%3DA 0.1610 143% 2543 205% 127 21% 97 67%P1P2A 0.0713 63% 1028 83% 183 30% 90 62%P1P2 0.0639 57% 867 70% 188 30% 92 63%10�2 1D 0.6190 10466 5232 9641DA 0.3434 55% 7939 76% 1776 34% 739 77%2DA 0.6723 109% 16713 160% 1383 26% 763 79%3DA 0.9363 151% 26193 250% 1196 23% 723 75%P1P2A 0.2966 48% 6904 66% 924 18% 472 49%P1P2 0.2796 45% 6560 63% 862 16% 423 44%10�3 1D 8.1406 104571 52285 94231DA 3.9591 49% 75727 72% 13568 26% 7485 79%2DA 12.2567 151% 254747 244% 13244 25% 9668 103%3DA 7.0474 87% 156991 150% 5679 11% 4087 43%P1P2A 3.2781 40% 66981 64% 6918 13% 3343 35%P1P2 3.2124 39% 63280 61% 7501 14% 4159 44%Todo el experimento se ha repetido para el 
aso en el que se 
ono
e de antemano elvalor de f�. Los resultados de este experimento se muestran en la Tabla 3.5. Comparandoestos resultados 
on los obtenidos en la Tabla 3.4, se puede observar la mejora previstapara los m�etodos est�ati
os (1D a 3DA) y din�ami
os (P1P2A y P1P2). Todos los indi
adoresde la e�
ien
ia son mejores que los de la Tabla 3.4 en t�erminos absolutos. Las tenden
ia delos valores relativos respe
to al m�etodo 1D es b�asi
amente la misma, pero las diferen
iasen ambas dire

iones son m�as peque~nas. De nuevo, la divisi�on adaptativa P1P2 es la mejor,seguida del m�etodo P1P2A. Las mejoras son mayores 
uando se requieren resultados m�aspre
isos.Ha
iendo un resumen general de los resultados de los experimentos num�eri
os, puede
on
luirse, que la estrategia de divisi�on adaptativa mejora sustan
ialmente los requeri-mientos de memoria y la 
omplejidad 
omputa
ional del Algoritmo 3.1.1. Siempre que seaposible, deber��a usarse el valor del m��nimo global f� para de
idir el nivel de divisi�on arealizar, pero tambi�en se puede usar 
on �exito una aproxima
i�on de f�, in
luso la obtenidamediante el Test del Punto Medio. Si se pueden optimizar los valores de P1 y P2, enton-
es el m�etodo P1P2 es la mejor op
i�on. Si esto no es posible, se pueden usar los valoresobtenidos para la versi�on P1P2A del algoritmo 
omo buenas ele

iones. leo�miro.ualm.es



84 3.4. CRITERIO DE ELIMINACI�ON HEUR�ISTICO EN ALGORITMOSDE OPTIMIZACI�ON GLOBAL BASADOS EN INTERVALOSAl igual que los estudios a
er
a de la sele

i�on de la mejor 
oordenada para ser dividida[8, 7, 35, 158℄, 
reemos que nuestros resultados sobre la mejora de la e�
ien
ia del Algo-ritmo b�asi
o de Optimiza
i�on Global basado en intervalos, se mantendr�a v�alida para unrango m�as amplio de estos algoritmos, donde se usen 
onjuntos diferentes de dispositivosa
eleradores y otros 
ambios algor��tmi
os 
omo los dis
utidos en [7, 34, 35, 158, 88℄.3.4 Criterio de Elimina
i�on Heur��sti
o en Algoritmosde Optimiza
i�on Global basados en IntervalosEn la se

i�on anterior se vio 
�omo se puede disminuir el n�umero de evalua
iones ne
e-sarias para resolver problemas de Optimiza
i�on global basados en intervalos 
ambiandola Regla de Divisi�on utilizada, pero siempre manteniendo la rigurosidad de la solu
ionesobtenidas, es de
ir, se mantiene la propiedad de que la 
onvergen
ia a los m��nimos globalesest�a garantizada.En esta se

i�on se propone una modi�
a
i�on del Algoritmo 3.1.1 basada en relajarla Regla de Elimina
i�on de forma que el n�umero de 
ajas eliminadas sea mayor, de
re-ment�andose as�� el n�umero de 
ajas pro
esadas. Estos nuevos 
riterios de elimina
i�on est�anmotivados porque existen mu
hos problemas para los que los algoritmos de Optimiza
i�onGlobal basados en intervalos tienen unos requerimientos de memoria muy grandes. Estoo
urre 
uando la pre
isi�on requerida y/o la dimensi�on del problema son muy grandes, es-pe
ialmente si no se usa informa
i�on sobre las derivadas de la fun
i�on objetivo. Para evitarestos problemas de memoria, Madsen y Zer
haninov presentaron una versi�on esto
�asti
ay por lo tanto heur��sti
a, de un algoritmo de Optimiza
i�on Global 
on Rami�
a
i�on yA
ota
i�on, pero los problemas a resolver deb��an ser diferen
iables [112℄.Cuando los requerimientos de memoria del Algoritmo 3.1.1 
re
en demasiado y sede
ide eliminar algunas de las sub
ajas que se en
uentran en el �arbol de trabajo, 
on la
onsiguiente p�erdida de rigurosidad, se plantea la siguiente 
uesti�on: >
u�al ser��a el mejor
riterio para elegir di
has 
ajas?.El 
riterio tradi
ional de sele

i�on est�a basado en F (X), porque las 
ajas 
on menorF (X) tienen m�as probabilidad de 
ontener un m��nimo global. Esto ser��a 
ompletamente
ierto si F (X) = f(X). Pero esto no es siempre 
ierto debido a las sobreestima
iones def(X) obtenidas en F (X). Estas sobreestima
iones son propor
ionales a w(X), debido ala propiedad de �-
onvergen
ia de la Aritm�eti
a de Intervalos en la obten
i�on de F (X).Por estos motivos, una 
aja puede ser sele

ionada por ser m�as grande que las dem�as, envez de porque 
ontenga realmente un m��nimo global. Por lo tanto, no se puede usar un
riterio de elimina
i�on basado en re
hazar aquellas 
ajas 
on un mayor valor de F (X).3.4.1 El par�ametro pf �(X) 
omo 
riterio de elimina
i�onA partir de los experimentos realizados en las Figuras 3.2 y 3.3, se puede observar que las
ajas generadas a partir de una 
aja que 
ontiene un m��nimo global pueden 
lasi�
arseleo�miro.ualm.es
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ategor��as: las que siguen 
onteniendo un m��nimo global y las que no lo 
ontienen.Para las �ultimas, el valor de pf� de
re
e 
onforme de
re
e w(X) y aumenta la distan
iaal m��nimo global. Este fen�omeno tambi�en o
urre para las 
ajas que se en
uentran fuerade la regi�on de atra

i�on a un m��nimo global.En esta se

i�on se estudiar�a el 
omportamiento de los valores del par�ametro pf� du-rante la eje
u
i�on del Algoritmo 3.1.1 y su uso, para determinar qu�e 
ajas son las mejores
andidatas para ser eliminadas [16, 18℄.En los siguientes experimentos, se ha usado un valor de f� = f� y una Regla de Divisi�onbasada en realizar una bise

i�on de todas las 
oordenadas a la vez (1DA), ya que en laSe

i�on 3.3 se mostr�o en la mayor��a de los 
asos 
omo el mejor m�etodo de divisi�on est�ati
opara el 
onjunto de problemas de prueba. En estos experimentos no se usar�a el m�etodo dedivisi�on adaptativo, debido a que se pretende que los experimentos est�en afe
tados por elmenor n�umero de par�ametros posible.En la Figura 3.8 se muestran los valores de pf�(X) generados se
uen
ialmente durantela eje
u
i�on del Algoritmo 3.1.1 para el problema Six-Hump-Camel-Ba
k, 
on � = 10�2y � = 10�4. Los valores de pf�(Xi) < 0 no se han dibujado, ya que las 
ajas Xi hansido eliminadas, bien por el Test del Punto Medio, o bien por el Test de Corte. En ambasgr�a�
as de la Figura 3.8, las 
ajas se han 
lasi�
ado en dos 
lases, dependiendo de si elvalor de pf� de su 
aja madre era mayor o menor que su propio valor de pf�. En lasgr�a�
as se muestran tambi�en los valores de pf�, para las 
ajas que 
onten��an un m��nimoglobal durante la eje
u
i�on del algoritmo.En la Figura 3.8 puede observarse que en las primeras itera
iones del algoritmo, i.e.,
uando las 
ajas pro
esadas son grandes y los m��nimos globales no est�an todav��a biende�nidos, apare
e una nube irregular de valores de pf�. Por otro lado, en las �ultimasitera
iones, 
uando los m��nimos globales est�an m�as de�nidos, apare
en formas regulares,
omo bandas, de los valores de pf�. Tambi�en puede observarse que durante la eje
u
i�ondel algoritmo, las 
ajas que 
ontienen los m��nimos globales tienen los valores de pf� m�asaltos.En la Figura 3.9 se muestran varios ejemplos de los posibles 
omportamientos de pf�,para una 
aja y sus des
endientes, tal 
omo apare
en en nuestros experimentos. Las 
ajasque 
ontienen un m��nimo global se han representado mediante un 
��r
ulo. La gr�a�
a supe-rior izquierda muestra los valores de pf� de una 
aja y de sus des
endientes en la primeraetapa de eje
u
i�on del algoritmo. En esta etapa los valores de pf� tienen un 
omporta-miento irregular. La primera 
aja que 
ontiene un m��nimo global de la gr�a�
a superiordere
ha es la �ultima que 
onten��a un m��nimo global en la gr�a�
a superior izquierda. Ahorase observa un 
omportamiento m�as regular de los valores de pf� para sus des
endientes.Solamente las 
ajas 
on los mayores valores de pf� 
ontienen un punto minimizador. Enlas gr�a�
as inferiores se muestran algunas de las 
ajas generadas en las �ultimas itera
ionesdel algoritmo. En la gr�a�
a inferior izquierda, la primera 
aja 
ontiene un m��nimo globaly s�olo sus hijas y nietas que tienen los valores de pf� m�as altos siguen 
onteniendo unm��nimo global. Obs�ervese tambi�en que las diferen
ias entre los valores de pf� son muypeque~nas (< 0:01). En la gr�a�
a inferior dere
ha, la 
aja ini
ial no 
ontiene ning�un m��nimoleo�miro.ualm.es
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Figura 3.8: Valores de pf�(X) durante la eje
u
i�on del Algoritmo 3.1.1, 
on una Regla deDivisi�on 1DA y f� = f�, para el problema Six-Hump-Camel-Ba
k.
leo�miro.ualm.es
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Figura 3.9: Valores de pf�(X) de las des
endientes (hijas y nietas) de algunas 
ajas endiferentes fases de eje
u
i�on del Algoritmo 3.1.1 para el problemas Six-Hump-Camel-Ba
k
on � = 10�4.global, de
rement�andose signi�
ativamente los valores de pf� para las 
ajas hijas y nietas.Experimentos similares realizados sobre los distintos problemas de prueba han mostradolos mismos resultados.A partir de los experimentos realizados se pueden distinguir tres etapas en la eje
u
i�ondel algoritmo, a las que llamaremos ini
ial, intermedia y �nal.La etapa �nal se 
ara
teriza por un 
omportamiento regular del par�ametro pf�; las
ajas pro
esadas est�an en la regi�on de atra

i�on de un m��nimo global y por lo tanto losrespe
tivos valores de pf�(X) depender�an de la 
er
an��a de X a un m��nimo global y deltama~no de X. Bas�andonos en los experimentos anteriores, es 
laro que en esta etapa, siexiste una 
aja X 
on un de
remento en el valor de pf�(X), por en
ima de un umbral, 
onrespe
to al valor de pf�(X 0) de su 
aja madre, enton
es la 
aja X es una buena 
andidatapara ser eliminada. leo�miro.ualm.es



88 3.4. CRITERIO DE ELIMINACI�ON HEUR�ISTICO EN ALGORITMOSDE OPTIMIZACI�ON GLOBAL BASADOS EN INTERVALOSAlgoritmo 3.4.1 : Algoritmo b�asi
o de Optimiza
i�on Global basado en intervalos.1 fun
t OGB�asi
o(S; f; F; �; T;Q)2 f� = F (S) L��mite superior de f�3 T := fSg �Arbol de trabajo4 Q := f;g �Arbol Final5 while (T 6= f;g)6 X := Sele
ionaCaja(T ) F (X) = minfF (X i); 8X i 2 Tg7 T := T � fXg;8 f� := minff�; F (m(X))g A
tualiza
i�on de f�9 if (f� = F (m(X))) Se ha mejorado el valor de f�10 T := TestdeCorte(T; f�) 8X i 2 T; f� < F (X i)) T := T �X i11 Q := TestdeCorte(Q; f�)12 Divide(X;X1; :::;Xs)13 for i := 1 to s14 if (f� < F (Xi) nexti Test del Punto Medio15 InsertaCajaArbol(X;T;Q; �)16 return QEn la etapa intermedia las 
ajas s�olo pueden eliminarse si han habido dos de
rementos
onse
utivos del valor de pf�, es de
ir, pf�(X) < pf�(X 0) < pf�(X 00), donde X, X 0 y X 00son la 
aja a
tual, su 
aja madre y su 
aja abuela, respe
tivamente.La etapa ini
ial, si existe, se 
ara
teriza por un de
remento el valor de pf� desde una
aja madre a su hija. Esta etapa termina 
uando apare
e un in
remento en el valor depf�.Nuestra propuesta de algoritmo, teniendo en 
uenta todas las 
onsidera
iones anterio-res, estable
e un 
riterio heur��sti
o de elimina
i�on basado en las etapas ini
ial e intermedia.La etapa �nal no se tiene en 
uenta, ya que los requerimientos a
er
a del valor de pf�est�an in
luidos en los de la etapa intermedia y se han usado estos �ultimos para las etapasintermedia y �nal. Si a partir de la etapa ini
ial se produ
en dos de
rementos 
onse
utivosen los valores de pf� y el de
remento total es mayor que un umbral, que denotaremos porD
, enton
es la 
aja a
tual se elimina. El algoritmo b�asi
o de Optimiza
i�on Global basadoen intervalos, mostrado en el Algoritmo 3.1.1, puede rees
ribirse 
ambiando las l��neas 15 y16 por una llamada al pro
edimiento InsertaCajaArbol(X;T;Q; �), tal 
omo se muestraen el Algoritmo 3.4.1.En el pro
edimiento InsertaCajaArbol, que se muestra en el Algoritmo 3.4.2, la 
ajaa
tual no se inserta en el �arbol de trabajo o en el �arbol �nal, si 
umple el nuevo 
riteriode elimina
i�on heur��sti
o.Los dos siguientes teoremas 
ara
terizan las propiedades de 
onvergen
ia del Algoritmo3.4.1-3.4.2:leo�miro.ualm.es
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on el nuevo 
riterio de elimina
i�on heur��sti
o.1 pro
 InsertaCajaArbol(X;T;Q; �)2 var stati
 Comienzo := Falso3 if ( Comienzo = Falso ^ pf�(X) > pf�(X 0) )4 then Comienzo := Cierto5 if ( Comienzo = Cierto ^ pf�(X) < pf�(X 0)6 ^ pf�(X 0) < pf�(X 00)7 ^ pf�(X 00)� pf�(X) > D
 )8 then return Nuevo 
riterio de elimina
i�on9 if (w(X) < �)10 then Q := Q+ fXg; Alma
enar X en Q11 else T := T + fXg; Alma
enar X en T12 endTeorema 3.4.1 Para 
ada problema de Optimiza
i�on Global (3.1) existe un n�umero in-�nito de fun
iones de in
lusi�on que aseguran la 
onvergen
ia del Algoritmo 3.4.1-3.4.2 al
onjunto de puntos minimizadores globales 
uando se 
ono
e f�.Demostra
i�on.Consid�erese la 
lase de fun
iones de in
lusi�on:F (X) = [f(X)� aw(f(X)); f (X) + bw(f(X))℄ (3.10)donde a; b � 0 son unas 
onstantes dadas y f(X) es el m��nimo del rango de f(x) en X.F (X) es una fun
i�on de in
lusi�on de f(x) puesto que x 2 X impli
a que f(x) 2 F (X).Para una fun
i�on 
ontinua f(x), la fun
i�on de in
lusi�on as�� de�nida, tendr�a la propiedadde 
onvergen
ia 
uadr�ati
a. El 
aso ideal en el que a = b = 0 no es usual, sin embargopuede o
urrir que a = 0, in
luso en las implementa
iones realizadas en un 
omputadordonde la representa
i�on de datos es �nita; por ejemplo, en los 
asos en los que la fun
i�onobjetivo tiene la forma f(x) = (g(x))2 + 
, siendo 
 una 
onstante.Consid�erese ahora un intervalo X en la regi�on de b�usqueda S que 
ontiene un puntominimizador global x�. Como f� = f�, el par�ametro pf�(X) estar�a de�nido por:pf�(X) = a1 + a+ b (3.11)Enton
es, el valor de pf�(X) es independiente de las 
ara
ter��sti
as del intervalo X parala se
uen
ia de 
ajas que 
onvergen al m��nimo global, permane
iendo el valor de pf�(X)
onstante, 
on lo que las nuevas ideas de elimina
i�on heur��sti
a no pueden apli
arse.La se
uen
ia de intervalos sele

ionados para su pro
eso puede in
luir intervalos que no
ontengan puntos minimizadores globales. Tales 
asos pueden o
urrir 
uando una sub
ajaes relativamente grande y as��, las sobreestima
iones del l��mite inferior de f(X) obtenidasleo�miro.ualm.es
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uando a > 0) pueden 
ausar que esta 
aja tenga el menor valor de F (X), detodas las 
ajas alma
enadas en el �arbol de trabajo. No obstante, la se
uen
ia de 
ajassele

ionadas no puede in
luir una subse
uen
ia que 
onverja a un punto x̂ 
on f(x̂) > f�,puesto que para esa se
uen
ia de 
ajas, w(Xi) y tambi�en w(F (Xi)) 
onvergen a 
ero, porlo que la rela
i�on F (Xi) � f� s�olo se puede mantener para un n�umero �nito de elementosde la se
uen
ia.Para el 
aso a = 0, todas las 
ajas a
tivas son, ex
lusivamente, aquellas que 
ontienenun punto minimizador global, puesto que s�olo para esas 
ajas F (X) puede al
anzar elvalor del l��mite inferior m��nimo de f�. �De a
uerdo 
on el Teorema 3.4.1 existe una 
lase bastante grande de fun
iones dein
lusi�on que aseguran la 
onvergen
ia del Algoritmo 3.4.1-3.4.2. El siguiente teorema es-table
e los 
asos en los que el Algoritmo 3.4.1-3.4.2 no 
onverge a los puntos minimizadoresglobales.Teorema 3.4.2 Consid�erese el problema de Optimiza
i�on Global (3.1), 
on un �uni
om��nimo global x�. Enton
es existe una fun
i�on de in
lusi�on is�otona y �-
onvergente F (X)de f(x) tal que el Algoritmo 3.4.1-3.4.2 no 
onverge a x�.Demostra
i�on.Consid�erese un problema que 
umple las 
ondi
iones estable
idas en el teorema y las
uatro primeras 
ajas de la se
uen
ia de 
ajas sele

ionadas: X1, X2, X3 y X4, que 
on-verge a x�. Se asume que la fun
i�on de in
lusi�on original G(X) es is�otona y �-
onvergente.Tales fun
iones de in
lusi�on obviamente existen y se pueden generar, por ejemplo, me-diante la extensi�on natural a intervalos [153℄.El valor de pf�(X) puede estable
erse a 
ualquier valor entre 
ero y uno de
rementandoel l��mite inferior de la fun
i�on de in
lusi�on o in
rementando el l��mite superior. Si la fun
i�onde in
lusi�on se altera s�olo para las 
uatro primeras 
ajas sele

ionadas, es de
ir, F (X) =G(X) para las dem�as 
ajas, enton
es la propiedad de �-
onvergen
ia se mantiene. De formasimilar se puede mantener la propiedad de isotoni
idad si se estable
en los nuevos valores deF (Xi) de forma que F (Xi) � F (Xi+1); i = 1; 2; 3 y 4. Si se estable
e F (X) de forma quepf�(X1) > pf�(X2) y que pf�(X4) < pf�(X3) < pf�(X2) y pf�(X2) � pf�(X4) > D
,enton
es la 
aja X4 ser��a eliminada y de esta forma el Algoritmo 3.4.1-3.4.2 no podr��a
onverger al punto x� 2 X4. Como para estos 
uatro intervalos sele

ionados se 
umpleque F (Xi) � G(Xi), los intervalos ser��an sele

ionados en el mismo orden que si se hubierausado G(X). �Aunque el Teorema 3.4.2 investiga s�olo el 
aso en el que existe un solo m��nimo globalen la regi�on de b�usqueda, se puede usar el mismo razonamiento para problemas 
on unn�umero grande (�nito) de puntos minimizadores.La demostra
i�on del Teorema 3.4.2 indi
a tambi�en, que aunque puede haber proble-mas reales en los que el Algoritmo 3.4.1-3.4.2 no 
onverge a lo m��nimos globales, este
omportamiento requiere una se
uen
ia de valores de la fun
i�on de in
lusi�on en las 
ajasleo�miro.ualm.es
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Figura 3.10: Valores de pf�(X) durante la eje
u
i�on del Algoritmo 3.4.1-3.4.2, 
on unaRegla de Divisi�on 1DA, f� = f� y D
 = 0:04, para el problema Six-Hump-Camel-Ba
k.
leo�miro.ualm.es
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ontienen el m��nimo global, que es raro que o
urra para valores relativamente grandesde D
 y m�as, 
uanto mayor es el valor de D
. N�otese que para un valor de D
 = 1 elAlgoritmo 3.4.1-3.4.2 ser��a equivalente al Algoritmo (riguroso) 3.1.1.La Figura 3.10 muestra el 
omportamiento del Algoritmo 3.4.1-3.4.2 
on un valor deD
 = 0:04, para el problema de prueba Six-Hump-Camel-Ba
k. Comparando las Figuras3.8 y 3.10, puede observarse que el 
oste 
omputa
ional (n�umero de evalua
iones de lafun
i�on de in
lusi�on) del Algoritmo 3.4.1-3.4.2 es, aproximadamente, un 90% menor queel del Algoritmo 3.1.1.3.4.2 Resultados num�eri
osLas pruebas num�eri
as se han desarrollado sobre el mismo 
onjunto de problemas deprueba que en la Se

i�on 3.3.1 y el mismo entorno de trabajo. En las Tablas 3.6 y 3.7 seha a~nadido, a la nota
i�on usada en las Tablas 3.1 a 3.3, la 
abe
era NCM, que indi
a eln�umero de 
ajas 
on alg�un punto minimizador global durante la eje
u
i�on del algoritmo.Este valor se ha usado para 
hequear si 
on los nuevos 
riterios de elimina
i�on heur��sti
osse elimina alguna 
aja que 
ontiene un punto minimizador.En la Tabla 3.6 se muestran los resultados rigurosos del Algoritmo 3.1.1. La propiedadm�as importante a desta
ar es, que el n�umero de 
ajas que 
ontienen puntos minimizadoresglobales durante la eje
u
i�on del algoritmo es muy peque~no, 
omparado 
on el n�umero de
ajas evaluadas (EX) y 
on el n�umero de 
ajas extra��das del �arbol de trabajo (Ex). Estasdiferen
ias 
re
en 
on la pre
isi�on requerida. Los valores de NCM son un l��mite inferior deEX y lo que se bus
a son algoritmos en los que el valor de EX se a
erque lo m�as posiblea los valores de NCM, sin eliminar 
ajas que 
ontengan el m��nimo global.Para el problema Hartman-3 (v�ease el Ap�endi
e A), el Algoritmo 3.1.1 se eje
ut�o s�olo
on una pre
isi�on de � = 5 � 10�4, porque para � = 10�4 el 
omputador se quedaba sinmemoria disponible. �Esta es tambi�en la raz�on de porqu�e el 
onjunto de fun
iones de pruebatienen una baja dimensionalidad.En la Tabla 3.7 se muestran los resultados obtenidos mediante el uso del nuevo 
riteriode elimina
i�on heur��sti
o. Comparando las Tablas 3.6 y 3.7, puede observarse que engeneral, todos los valores han mejorado. Solamente para los 
asos del problema S5 
on� = 10�1 y � = 10�2, y los problemas S7 y S10 
on � = 10�1, todos los valores son igualesy para S5 y S10 
on � = 10�2, todos los valores son iguales, ex
epto para el n�umero de
ajas en el �arbol �nal (AF), que es menor 
on el nuevo algoritmo. Se puede a�rmar que lae�
ien
ia del nuevo algoritmo es un 80% mejor que la del Algoritmo b�asi
o en problemas
omputa
ionalmente 
ostosos, obteni�endose de esta forma mejores resultados para unosre
ursos 
omputa
ionales �jos.En la Tabla 3.8 se muestran, abreviados 
omo Med.1, la media del tiempo de CPU,del n�umero de evalua
iones de F (X) (EX) y de F (m(X)) (Ex) de los datos presentadosen la Tabla 3.6. Tambi�en se muestran los valores relativos (abreviados 
omo Rel.Med.2(=Med.2/Med.1) de la Tabla 3.7, 
omparados 
on los de la Tabla 3.6. Puede observarseque la mejora 
re
e 
on la pre
isi�on y que para la mayor pre
isi�on usada, � = 10�4, laleo�miro.ualm.es
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os para el Algoritmo 3.1.1 
on un m�etodo de divisi�on 1DAy f� 
ono
ido.Probl. � CPU EX Ex AF AM NCMC 10�1 0.060 2589 647 528 280 1310�2 0.190 8597 2149 424 856 1910�3 0.790 33413 8353 6614 4322 2710�4 5.507 218477 54619 52876 34988 33GP 10�1 0.053 2037 509 678 198 1910�2 0.920 32145 8036 12100 3069 3110�3 4.300 169201 42300 9512 14535 4310�4 19.487 689085 172271 135096 90773 59H3 10�1 0.030 465 58 99 29 410�2 0.560 10233 1279 2505 924 710�3 15.78 283409 35426 71892 28048 105 � 10�4 48.267 858545 107318 202894 85812 11L3 10�1 0.330 1865 466 68 254 5910�2 0.657 3633 908 501 291 8610�3 6.047 32765 8191 7692 5009 12210�4 46.06 247441 61860 61280 40448 149S5 10�1 0.003 113 7 1 1 710�2 0.010 161 10 1 1 1010�3 0.037 705 44 45 27 1410�4 0.453 9377 586 1100 419 17S7 10�1 0.010 113 7 3 1 710�2 0.030 385 24 9 15 1010�3 0.290 4609 288 480 200 1410�4 7.980 125281 7830 21293 6304 17S10 10�1 0.010 113 7 3 1 710�2 0.037 417 26 18 16 1010�3 0.470 5985 374 601 252 1410�4 12.513 157681 9855 26260 8014 17mejora es del 88%. Todos los m��nimos globales fueron lo
alizados en todos los 
asos.El nuevo 
riterio de elimina
i�on heur��sti
o se ha probado tambi�en en el problema EX2,tomado de Csendes y Ratz [35℄, que es una simpli�
a
i�on de la estima
i�on param�etri
a deun problema real [142℄ y 
uya formula
i�on se en
uentra en el Ap�endi
e A. Se ha introdu
idoeste problema para resaltar el uso del nuevo 
riterio de elimina
i�on en problemas donde losdispositivos a
eleradores m�as avanzados, 
omo el m�etodo de Newton basado en intervalos,tienen mu
has sobreestima
iones en la fun
i�on de in
lusi�on y por lo tanto su efe
tividad noes tan buena 
omo la deseada. Debido a estas sobreestima
iones, se ha 
ambiado el 
riteriode termina
i�on de w(X) � � a w(F (X)) � �. Este 
riterio de termina
i�on es el usado enleo�miro.ualm.es



94 3.4. CRITERIO DE ELIMINACI�ON HEUR�ISTICO EN ALGORITMOSDE OPTIMIZACI�ON GLOBAL BASADOS EN INTERVALOSTabla 3.7: Resultados num�eri
os para el Algoritmo 3.4.1-3.4.2 
on un m�etodo de divisi�on1DA, f� 
ono
ido y D
 = 0:04.Probl. � CPU EX Ex AF AM NCMC 10�1 0.023 1053 263 2 78 1310�2 0.027 1101 275 22 78 1910�3 0.090 3533 883 712 406 2710�4 0.613 23253 5813 5646 3414 33GP 10�1 0.030 1045 261 304 93 1910�2 0.100 3921 980 83 250 3110�3 0.187 6781 1695 909 451 4310�4 1.780 60321 15080 14265 8441 59H3 10�1 0.010 225 28 44 18 410�2 0.190 3345 418 903 271 710�3 1.817 33025 4128 3321 2475 105 � 10�4 3.327 59593 7449 8289 4324 11L3 10�1 0.300 1709 427 61 251 5910�2 0.557 3097 774 235 251 8610�3 1.537 8409 2102 910 684 12210�4 6.040 32433 8108 6654 4090 149S5 10�1 0.003 113 7 1 1 710�2 0.010 161 10 1 1 1010�3 0.033 705 44 18 27 1410�4 0.323 6689 418 545 321 17S7 10�1 0.010 113 7 3 1 710�2 0.030 385 24 5 15 1010�3 0.257 4081 255 318 183 1410�4 2.073 32737 2046 1255 1396 17S10 10�1 0.010 113 7 3 1 710�2 0.037 417 26 7 16 1010�3 0.383 4913 307 357 216 1410�4 2.680 33905 2119 1408 1411 17[35℄ y permite obtener resultados m�as �ables 
uando las sobreestima
iones de la fun
i�onde in
lusi�on son 
onsiderables, lo que in
rementa tambi�en el n�umero de evalua
iones deintervalos requeridas. Se ha introdu
ido este problema para mostrar 
�omo el algoritmotambi�en puede trabajar 
on otros m�etodos de divisi�on (1D, bise

i�on de la 
oordenadamayor) y sin 
ono
er de antemano el m��nimo global f�.La Tabla 3.9 
ontiene los resultados num�eri
os obtenidos 
on el algoritmo b�asi
o, sinel nuevo 
riterio de elimina
i�on. El problema para un valor de � = 0:1 no pudo ser resueltodebido a los enormes requerimientos de memoria. La eje
u
i�on del programa se par�o des-pu�es de m�as de una semana sin haber �nalizado. Se us�o 
er
a de 1Gb de memoria deinter
ambio, adem�as de los 256 Mb de memoria RAM. �Esta es la raz�on obvia por la queleo�miro.ualm.es
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os. Se muestran los valores medios (abrevia-dos 
omo Med.1) de los datos de la Tabla 3.6. Tambi�en se muestran los valores relativos(abreviados 
omo Rel.Med.2 = Med.2 / Med.1) de los valores medios de los datos en laTabla 3.7 
omparados 
on los de la Tabla 3.6.CPU EX Ex� Med.1 Rel.Med.2 Med.1 Rel.Med.2 Med. Rel.Med.210�1 0.0709 77.72% 1042 59.88% 243 58.85%10�2 0.3434 39.57% 7939 22.36% 1776 20.16%10�3 3.9591 15.53% 75727 11.59% 13568 9.91%10�4 20.0381 12.00% 329412 10.80% 59139 9.91%Tabla 3.9: Resultados num�eri
os para el problema EX2 
on el algoritmo b�asi
o de Optimi-za
i�on Global (Algoritmo 3.1.1, p�agina 63), sin 
ono
er f�, usando 
omo Regla de Divisi�onuna bise

i�on simple (1D) y 
omo Regla de Termina
i�on w(F (X)) � �.� CPU EX Ex AF AM NCM [f�; f�℄0.50 53.39 377767 188883 55029 29495 25 [0.08584908, 0.21462488℄0.10 - - - - - - -Tabla 3.10: Resultados num�eri
os para el problema EX2 
on el nuevo 
riterio heur��sti
ode elimina
i�on (Algoritmo 3.4.1-3.4.2), sin 
ono
er f�, usando 
omo Regla de Divisi�on unabise

i�on simple (1D), 
omo Regla de Termina
i�on w(F (X)) � � y D
 = 0:004.� CPU EX Ex AF AM NCM [f�; f�℄0.50 11.57 83153 41576 6374 5915 25 [0.08584908, 0.21462488℄0.10 37.66 267701 133850 10193 23799 35 [0.17129792, 0.21273191℄0.05 58.53 415505 207752 9548 33013 40 [0.19055822, 0.21258066℄0.01 178.75 1250593 625296 133600 70992 63 [0.20757242, 0.21246471℄no se dan resultados para valores menores de �.La Tabla 3.10 muestra los resultados num�eri
os del nuevo algoritmo. Los resultados
omparables, para � = 0:5, indi
an una mejora 
er
ana al 80% en la mayor��a de los ��ndi
es.Un he
ho, a�un m�as importante, es que el algoritmo 
on el nuevo 
riterio de elimina
i�ones 
apaz de resolver el problema para una pre
isi�on a
eptable, lo que era imposible parael algoritmo b�asi
o. Aunque nuestro algoritmo es mu
ho m�as simple, los resultados son
omparables, y para algunos ��ndi
es mejores, que los obtenidos en [7, 35℄.Los resultados num�eri
os de las Tablas 3.9 y 3.10 
on�rman que los resultados obtenidosleo�miro.ualm.es



96 3.5. NUEVOS CRITERIOS DE SELECCI�ON BASADOS EN PF�(X)en los problemas est�andar de prueba son v�alidos para problemas mu
ho m�as dif��
ilesde resolver. Otro aspe
to importante es que se ha obtenido una mejora 
er
ana a unorden de magnitud en los indi
adores de la e�
ien
ia y que se mantuvo la rigurosidad delalgoritmo b�asi
o: todas las 
ajas que 
onten��an puntos minimizadores globales no fueroneliminadas por el nuevo algoritmo. Aunque todos los m��nimos globales de los problemasusados fueron en
ontrados, esto no puede probarse para todos los 
asos posibles, de a
uerdo
on nuestros resultados te�ori
os. Otra t�e
ni
a para mantener la rigurosidad del algoritmopuede 
onsistir en alma
enar las 
ajas eliminadas por el nuevo algoritmo en un �
heropara su posterior 
hequeo. Tambi�en debe tenerse en 
uenta que el nuevo algoritmo puedeapli
arse a problemas diferen
iables y no diferen
iables, donde los dispositivos a
eleradorespresentados en la Se

i�on 1.3, de los que no se ha he
ho uso, no pueden apli
arse.3.5 Nuevos 
riterios de sele

i�on basados en pf �(X)En las se

iones anteriores se han observado las siguientes 
ara
ter��sti
as de los algoritmosde Optimiza
i�on Global basados en intervalos y en el uso del par�ametro pf�(X) para sumejora:� La Regla de Sele

i�on basada en elegir para su pro
esamiento aquella 
aja X 
on unvalor menor de F (X) del �arbol de trabajo, est�a motivada prin
ipalmente por:{ Pare
e razonable pensar que la 
aja X 
on un menor valor de F (X) tienem�as probabilidad de 
ontener un m��nimo global, aunque 
omo se 
oment�o enla Se

i�on 3.4 (p�agina 84), esto no es siempre 
ierto. Bajo esta suposi
i�on, elapli
ar el Test del Punto Medio sobre esta 
aja podr��a aportar una mejora delvalor de f�. Con esta mejora se 
onseguir��a, por un lado, la posible elimina
i�onde algunas 
ajas gra
ias al Test de Corte y por otro lado, redu
ir el intervalo[f�; f�℄ que 
ontiene el m��nimo global, f�.{ Al sele

ionar y dividir la 
aja X 
on un menor valor de F (X) se 
onsigueaumentar el valor del l��mite inferior de f� (f�), si la fun
i�on de in
lusi�on esis�otona.� Debido a las sobreestima
iones de f(X) obtenidas por F (X), el n�umero de 
ajasa
tivas alrededor del m��nimo global puede ser muy grande. Este n�umero depen-der�a prin
ipalmente de las distintas 
ombina
iones de: las sobreestima
iones obteni-das, del tama~no de las 
ajas a
tivas y de la pendiente en las 
er
an��as de los puntosminimizadores globales, para 
ajas peque~nas.De las 
onsidera
iones anteriores se puede dedu
ir :{ Es importante en
ontrar r�apidamente el valor f� o la mejor aproxima
i�on quese pueda obtener de �el (f�). Obs�ervese que si f� es 
ono
ido, el n�umero de 
ajasevaluadas es independiente de la Regla de Sele

i�on usada, 
uando se quierenen
ontrar todos los puntos minimizadores globales.leo�miro.ualm.es
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ho de que se reali
en mu
has evalua
iones dela fun
i�on de in
lusi�on alrededor de los m��nimos globales, ya que esto puedeo
urrir in
luso si se 
ono
e f�.� El par�ametro pf� ha demostrado ser un buen estimador de la 
er
an��a de una 
ajaal m��nimo global o de 
uanta regi�on de atra

i�on a un m��nimo 
ontiene una deter-minada 
aja. Por lo tanto, pare
e razonable usar una Regla de Sele

i�on basada enel par�ametro pf�. A 
ontinua
i�on se estudia este tipo de Regla de Sele

i�on.3.5.1 Mejor Primero basado en pf �(X)En la Figura 3.11 se muestra la eje
u
i�on del algoritmo b�asi
o (Algoritmo 3.1.1), 
onuna Regla de Divisi�on basada en bise

i�on de todas la 
oordenadas (1DA), una Regla deSele

i�on basada en es
oger primero la 
aja 
on el mayor valor de pf�(X) y sin 
ono
erel valor de f�.En la gr�a�
a superior se muestra la eje
u
i�on del algoritmo para el problema Glodstein-Pri
e. Para este ejemplo, el algoritmo tarda en sele

ionar las 
ajas que 
ontienen unm��nimo global. Esto es debido a que, aunque el m�etodo de sele

i�on usado sea del tipoPrimero el Mejor (pf�), este se 
omporta realmente 
omo una b�usqueda en profundidad(Se

i�on 1.5.1, p�agina 28), ya que el valor de pf� 
re
e porque se redu
e el tama~no de las
ajas que se en
uentran 
er
a de, o 
ontienen, un m��nimo. La desventaja de las b�usquedasen profundidad es que si se entra en una rama del �arbol de b�usqueda que no lleva a lasolu
i�on �optima, se tarda mu
ho en salir de ella. Esto es lo que o
urre en el problemaGoldstein-Pri
e, ya que s�olo tiene un m��nimo global y en la divisi�on de toda la regi�on deb�usqueda (la primera divisi�on), el m��nimo se en
uentra 
ompartido en el borde de dos delas 
uatro 
ajas generadas, por lo que la regi�on de atra

i�on a ese m��nimo se ha divididoentre esas dos 
ajas, de
re
iendo el valor de pf�. Esta bajada de pf� permite que una delas 
ajas generadas que no 
ontiene el m��nimo global tenga el mayor valor de pf�, debidoa la regi�on de atra

i�on ha
ia un m��nimo lo
al. La b�usqueda 
ontin�ua sobre la regi�ondel m��nimo lo
al mientras los valores de pf� de las 
ajas generadas en esta regi�on seanmayores que alguno de los valores de pf� de las 
ajas que 
ontienen el m��nimo global. Elprin
ipal problema de esta fase 
onsiste en que se trabaja s�olo sobre la regi�on que 
ontieneun m��nimo lo
al, siendo imposible obtener, mediante el Test del Punto Medio, un valorde f� que permita eliminar 
ajas que 
ontengan este m��nimo lo
al. Se obtendr�a un valorde f� menor que el del m��nimo lo
al, 
uando el algoritmo se eje
ute sobre la regi�on deatra

i�on del m��nimo global. Llegado este momento, ya se habr�an evaluado mu
has 
ajasalrededor del m��nimo lo
al e in
luso algunas de ellas pueden haber al
anzado la Regla deTermina
i�on, por lo que habr�a que eliminarlas del �arbol �nal mediante el Test de Corte.En la gr�a�
a superior de la Figura 3.11 puede observarse que una vez que se sale de laregi�on de atra

i�on al m��nimo lo
al y se sele

iona una 
aja que 
ontiene el m��nimo global,la siguiente se
uen
ia de 
ajas sele

ionadas 
onverge al m��nimo global, 
on 
re
imientos
ontinuos en los valores de pf�. Una vez que se al
anza la Regla de Termina
i�on para laleo�miro.ualm.es
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Figura 3.11: Valores de pf�(X) durante la eje
u
i�on del Algoritmo 3.1.1, realizando bise
-
i�on en todas las 
oordenadas (1DA), sin 
ono
er f� y sele

ionando la 
aja X 
on mayorvalor de pf�(X) primero.
leo�miro.ualm.es
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aja que 
ontiene el m��nimo global en esta se
uen
ia, el algoritmo 
ontin�ua trabajandosobre las 
ajas que se generaron en este pro
eso, hasta que una nueva 
aja que 
ontengael m��nimo global tenga un mayor valor de pf�. Pueden observarse 
uatro se
uen
ias de
ajas sele

ionadas que 
onvergen ha
ia el m��nimo global. Esto es debido a que, aunques�olo existe un m��nimo global, �este es 
ompartido por 
uatro 
ajas. Tambi�en se observanvarias se
uen
ias de 
ajas sele

ionadas 
on alg�un 
re
imiento de pf� que no 
ontienen unm��nimo global, por lo que puede dedu
irse que 
onvergen ha
ia m��nimos lo
ales.Una vez que todas las posibles 
ajas que 
ontienen un m��nimo global han sido pro
e-sadas, hay que evaluar las 
ajas que restan y que no han podido ser eliminadas por el Testde Corte. Para la gran mayor��a de estas 
ajas, el valor de pf� de
re
e 
on su tama~no.En la gr�a�
a inferior de la Figura 3.11 se muestra la eje
u
i�on del algoritmo anteriorpara el problema Levy 3. En este 
aso, el algoritmo 
onverge r�apidamente ha
ia uno de losm��nimos globales. Se ha introdu
ido esta gr�a�
a porque en ella puede verse 
laramente:� La 
onvergen
ia ha
ia los nueve m��nimos globales.� El trabajo que se realiza alrededor de un m��nimo global, despu�es de al
anzar la Reglade Termina
i�on para la(s) 
aja(s) que 
ontiene(n) el m��nimo global.� El trabajo �nal sobre las 
ajas restantes que no han sido eliminadas y que pueden
ontener alg�un m��nimo lo
al.3.5.2 Modelo de sele

i�on h��brido basado en pf �(X)Tal 
omo se vio en la Se

i�on 1.5.1 (p�agina 29), el modelo de sele

i�on h��brido trata deobtener las ventajas del m�etodo de B�usqueda en Profundidad y de Primero el Mejor.Mediante el uso de una b�usqueda en profundidad se pretende obtener r�apidamente unmejor valor de f�. Para que esta b�usqueda en profundidad tenga �exito, hay que usar dosbuenos 
riterios de sele

i�on:� El primero estable
e la 
aja ini
ial a partir de la 
ual se realizar�a una b�usqueda enprofundidad. Esta sele

i�on se realiza normalmente mediante una estrategia Primeroel Mejor.� Dentro de la b�usqueda en profundidad hay que estable
er 
u�al de las 
ajas gene-radas, a partir de la sele

ionada, es la que se elige para 
ontinuar la b�usqueda enprofundidad.Un fallo en la sele

i�on de la 
aja ini
ial en la que se apli
ar�a una b�usqueda en pro-fundidad tendr�a un 
oste que depender�a de la profundidad de la b�usqueda y del nivel dedivisi�on. Para problemas 
on po
as dimensiones, usando una bise

i�on de s�olo dos o tres
oordenadas y 
on la pre
isi�on usada en los ejemplos (� = 10�3), una b�usqueda en profun-didad tiene muy po
o peso en el valor del n�umero �nal de evalua
iones de intervalos. Paraestos 
asos, dependiendo del valor de f�, puede que in
luso no se al
an
e la profundidadestable
ida por la Regla de Termina
i�on. Para problemas dimensionalmente 
omplejos yleo�miro.ualm.es
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Figura 3.12: Valores de pf�(X) durante la eje
u
i�on del Algoritmo 3.1.1, realizando bi-se

i�on en todas las 
oordenadas (1DA), sin 
ono
er f� y usando un m�etodo de sele

i�onh��brido, basado en Primero el Mejor w(X) � pf�(X), seguido de una b�usqueda en profun-didad basada en pf�(X). En la gr�a�
a inferior se muestran las 
ien primeras itera
ionesde la gr�a�
a superior.
leo�miro.ualm.es
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isi�on en las solu
iones, el 
osto de una b�usqueda en pro-fundidad fallida debe tenerse en 
uenta, prin
ipalmente 
uando no se han en
ontradoanteriormente buenos valores de f�.En la fase de sele

i�on Primero el Mejor, se ha elegido aquella 
aja X, 
on un valormayor de w(X)�pf�(X). De esta forma se eligen 
ajas grandes, para 
omenzar la b�usquedaen profundidad en niveles altos del �arbol de b�usqueda y de entre las 
ajas de mayor tama~nose eligen aquellas que tienen un mayor valor de pf�(X). El 
riterio de sele

i�on en la fasede B�usqueda en Profundidad es m�as f�a
il de estable
er porque las 
ajas 
andidatas tienentodas el mismo tama~no. De esta forma, la 
aja X sele

ionada es aquella 
on un mayorvalor de pf�(X).En la gr�a�
a superior de la Figura 3.12 se muestra la eje
u
i�on del Algoritmo 3.1.1para la fun
i�on Goldstein-Pri
e, 
on la nueva regla de sele

i�on h��brida, sin 
ono
er f�y realizando una bise

i�on de todas las 
oordenadas de la 
aja sele

ionada (1DA). Paraeste ejemplo, 
uando se usa el nuevo 
riterio de sele

i�on, todas las 
ajas que 
onten��anun m��nimo global en 
ualquier momento de la evalua
i�on del Algoritmo 3.1.1, son ahoraevaluadas al prin
ipio del nuevo algoritmo, lo que permite obtener r�apidamente el mejorvalor de f� que se obtendr��a 
on el algoritmo b�asi
o. Las eje
u
iones realizadas sobre otrosproblemas de prueba han mostrado resultados similares.En la gr�a�
a inferior de la Figura 3.12 se muestran los valores de f� de las 
ienprimeras 
ajas sele

ionadas. La primera b�usqueda en profundidad realizada 
onvergeha
ia un m��nimo lo
al, tal 
omo o
urri�o en la gr�a�
a superior de la Figura 3.11, pero eneste 
aso, el n�umero de evalua
iones de intervalos realizado sobre la regi�on de atra

i�on alm��nimo lo
al es 
asi inapre
iable, debido al nuevo 
riterio de sele

i�on h��brido. La siguienteb�usqueda en profundidad se realiza sobre una de las 
ajas que 
ontiene el m��nimo global.Esta b�usqueda en profundidad 
onverge ha
ia el m��nimo global, obteniendo r�apidamenteel mejor valor posible de f�. Debido a esto, no apare
en mejoras de f� despu�es de estepunto en la eje
u
i�on del algoritmo. Las siguientes b�usquedas en profundidad se realizansobre: otra 
aja 
on el m��nimo global, varias b�usquedas sobre m��nimos lo
ales, otras dosb�usquedas sobre 
ajas 
on m��nimos globales, et
. Si se hubiera de
idido parar el algoritmo
uando se llevan eje
utadas 
ien itera
iones, los resultados hubieran sido los 
orre
tos. Elproblema estriba en saber 
u�al es el momento apropiado en que el algoritmo debe parar,de forma que no se pierdan 
ajas que 
ontengan el m��nimo global, o si se pierden, quesea porque el m��nimo global se 
ompart��a 
on otras 
ajas que no han sido eliminadas. Elproblema de de
idir 
u�ando ser��a 
onveniente parar el algoritmo, si se usa una Regla deSele

i�on h��brida, sigue siendo un problema abierto en el que hay que seguir investigando.La ventaja del modelo h��brido frente al basado en Primero el Mejor pf�(X), es quepermite evaluar el Test del Punto Medio de una manera m�as o menos equitativa entre lassubregiones de b�usqueda. As�� se obtiene una informa
i�on m�as global de las evalua
ionespuntuales de la fun
i�on de in
lusi�on, evitando una b�usqueda intensiva sobre zonas deatra

i�on a m��nimos lo
ales, tal 
omo o
urr��a en la gr�a�
a superior de la Figura 3.11.Adem�as, no se pierde la ventaja de obtener un buen valor de f�, gra
ias a las b�usquedasen profundidad realizadas. leo�miro.ualm.es
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Figura 3.13: Valores de pf�(X) durante la eje
u
i�on del Algoritmo 3.1.1, realizando unabise

i�on de todas las 
oordenadas (1DA), sin 
ono
er f� y usando un m�etodo de sele
-
i�on h��brido basado en Primero el Mejor w(X) � pf�(X), seguido de una b�usqueda enprofundidad basada en pf�(X) y un 
riterio de elimina
i�on heur��sti
o 
on D
 = 0:04.Regla de Sele

i�on h��brida y el nuevo 
riterio de elimina
i�on heur��sti
oCon la Regla de Sele

i�on h��brida se 
onsigue obtener un buen l��mite superior de f�r�apidamente, pero se siguen ha
iendo mu
has evalua
iones alrededor de los m��nimos. Pararedu
ir el n�umero de itera
iones, se puede usar la Regla de Elimina
i�on heur��sti
a (Se

i�on3.4.1), 
on la 
onsiguiente p�erdida de rigurosidad del algoritmo.En la Figura 3.13 se muestran los valores de pf�(X) 
uando se a~nade el 
riterio deelimina
i�on heur��sti
o a la Regla de Sele

i�on h��brida. Ahora no s�olo se obtiene r�apidamenteun buen l��mite superior de f�, sino que tambi�en se redu
e 
onsiderablemente el n�umerode itera
iones del algoritmo.Aunque el 
riterio de elimina
i�on heur��sti
o permite redu
ir el n�umero de evalua
ionesde intervalos, no es su�
iente en la mayor��a de los 
asos, 
uando se requiere una granpre
isi�on en las solu
iones. Esto es debido a que el n�umero de 
ajas evaluadas 
re
e ex-ponen
ialmente 
on la pre
isi�on requerida. Tanto en la Figura 3.13, 
omo en la gr�a�
ainferior de la Figura 3.10 (p�agina 91), puede observarse que el n�umero de 
ajas que no
umplen el 
riterio de elimina
i�on heur��sti
o se in
rementa exponen
ialmente 
onforme seeje
uta el algoritmo. Por lo tanto, si se quieren resolver problemas 
on mu
ha pre
isi�on,hay que estable
er un l��mite en el 
re
imiento del �arbol de b�usqueda.leo�miro.ualm.es
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i�on Global basado en Intervalos
on Restri

iones Computa
ionalesTal 
omo se 
oment�o en la Se

i�on 3.4, existen problemas que, debido a su dimensionalidady/o a la pre
isi�on requerida en las solu
iones, son impra
ti
ables para los 
omputadoresde uso 
om�un en la a
tualidad, si se intentan resolver 
on el Algoritmo 3.1.1. En estase

i�on se presenta un algoritmo que por un lado tiene en 
uenta las limita
iones de alma-
enamiento de los 
omputadores a
tuales y por otro lado ha
e uso de las ideas mostradasen las se

iones anteriores, para intentar mantener la 
onvergen
ia del algoritmo ha
ia losm��nimos globales [13℄.La idea prin
ipal 
onsiste en estable
er en 
ada itera
i�on un n�umero m�aximo de 
ajasque se pueden sele

ionar para su divisi�on y as�� asegurar que el algoritmo termina dentrode los requerimientos de memoria estable
idos. Para ello, 
uando se rebasa este n�umero,hay que utilizar alg�un tipo de 
riterio de elimina
i�on heur��sti
o, 
omo el presentado en laSe

i�on 3.4, 
on lo que se podr��a perder la rigurosidad en los resultados.En este nuevo algoritmo se propone usar el par�ametro pf�, para determinar qu�e 
ajasson las sele

ionadas: aquellas 
ajas Xi 
on un mayor valor de pf�(Xi) ser�an sele

ionadasy divididas. Es importante que las 
ajas Xi tengan la misma forma y tama~no. De estaforma, los valores de pf�(Xi) se 
al
ulan bajo las mismas 
ondi
iones y se realizan unas
ompara
iones m�as equitativas de los mismos.Esto est�a en 
ontraposi
i�on 
on los m�etodos de sele

i�on: Primero el Mejor F (X),Primero el Mejor pf�(X) y el modelo h��brido, ya que este tipo de m�etodos generan 
ajasa distintos niveles del �arbol de b�usqueda y por lo tanto, de distinto tama~no y forma.En el nuevo algoritmo se apli
ar�a una B�usqueda en An
hura. A�un as��, el nuevo algoritmousar�a las ideas subya
entes los m�etodos de sele

i�on: Primero el Mejor pf�(X) y el modeloh��brido. Obs�ervese que 
omo todas las 
ajas que se pueden sele

ionar para su divisi�ondeben tener el mismo tama~no, s�olo hay que tener en 
uenta el valor de pf�(X), mientras queel modelo de sele

i�on h��brido tambi�en hab��a que tener en 
uenta w(X). Usando el modelode sele

i�on h��brido se divid��a la mejor 
aja y de las 
ajas generadas se 
ontinuaba sobreaquella que ten��a un mayor valor de pf�(X). La Regla de Sele

i�on del nuevo algoritmopuede verse tambi�en 
omo un modelo h��brido, en el que en vez de 
ontinuar s�olo sobre la
aja m�as prometedora, en t�erminos de pf�(X), se 
ontin�ua sobre un n�umero �jo de ellas,que es determinado por el usuario. Para llevar a 
abo esta estrategia, hay que distinguirentre el 
onjunto de 
ajas a dividir y el 
onjunto de 
ajas generadas en las distintasdivisiones. De entre las 
ajas 
andidatas a ser divididas se sele

iona un n�umero que nosea mayor que un umbral estable
ido, bas�andose en Primero el Mejor pf�(X) y se dividen.En la siguiente itera
i�on las 
ajas generadas pasan a ser las 
andidatas a ser divididas.Este pro
eso se repite hasta que no existan 
ajas para dividir. El umbral o n�umero m�aximode 
ajas sele

ionadas para su divisi�on, depender�a de los requerimientos de memoria delproblema y del grado de 
onvergen
ia ha
ia los m��nimos globales que se quiera estable
er.Es 
laro que 
on un n�umero mayor de 
ajas a dividir, las evalua
iones del Test del Puntoleo�miro.ualm.es



104 3.6. ALGORITMO DE OPTIMIZACI�ON GLOBAL BASADO EN INTERVALOS CON RESTRICCIONESCOMPUTACIONALESMedio se realizan sobre una mayor regi�on de b�usqueda y se tiene una mayor probabilidadde 
onvergen
ia.Las 
ajas que se ha de
idido apartar de la eje
u
i�on del algoritmo pueden tratarse dedos formas:1. Alma
enarlas temporalmente para pro
esarlas despu�es de la eje
u
i�on normal delalgoritmo. La ventaja de este m�etodo es que se asegura la rigurosidad de las solu-
iones y la desventaja es que se mantienen los problemas debidos a las limita
ionesde memoria.2. Eliminarlas dire
tamente, 
on lo que se pierde la rigurosidad del m�etodo, a 
osta dea
elerar la eje
u
i�on del algoritmo y 
umplir los requerimientos de memoria impues-tos. En este 
aso se supone que el n�umero m�aximo estable
ido de 
ajas a dividir en
ada itera
i�on es su�
iente para que esta b�usqueda en an
hura, 
on limita
i�on deln�umero de 
ajas en 
ada nivel del �arbol de b�usqueda, 
onverja a la solu
i�on.En esta tesis se ha optado por el segundo 
riterio. El algoritmo de Optimiza
i�on Globalbasado en intervalos 
on restri

iones 
omputa
ionales se muestra en el Algoritmo 3.6.1,el 
ual ha sido desarrollado a partir del Algoritmo 3.1.1.Los par�ametros de entrada del Algoritmo 3.6.1 son los siguientes:S : Regi�on de b�usqueda.F : Extensi�on natural a intervalos de la fun
i�on objetivo f .� : Criterio de parada (w(X) < �).T0 : �Arbol de trabajo.T1 : �Arbol temporal.Q : �Arbol �nal.Nm : N�umero m�aximo de 
ajas sele

ionadas en 
ada itera
i�onpara su divisi�on.+=� : Denotan la introdu

i�on/extra

i�on de 
ajas del �arbol.Las prin
ipales diferen
ias entre el Algoritmo 3.6.1 y el Algoritmo 3.1.1 son: que se usaun �arbol temporal (T1) para alma
enar las 
ajas generadas a partir de las sele

ionadas del�arbol de trabajo (T0) y que la regla para sele

ionar 
ajas del �arbol de trabajo est�a basadaen Primero el Mejor pf�(X). Aquellas 
ajas que tengan un valor igual de pf�(X) sealma
enan siguiendo un orden no de
re
iente del valor de F (X) y si tienen el mismo valorde F (X) en un orden de
re
iente 
on respe
to a la edad de las 
ajas. Mediante el uso deun �arbol temporal nos aseguramos que las 
ajas que se en
uentran en el �arbol temporaltienen el mismo tama~no y forma, ya que se generaron 
on la misma Regla de Divisi�on apartir de 
ajas que se en
ontraban en el �arbol de trabajo, que a su vez ten��an el mismotama~no y forma.Al igual que en el Algoritmo 3.1.1, en el Algoritmo 3.6.1 se ini
ializa: el �arbol detrabajo 
on la regi�on de b�usqueda, el �arbol �nal 
on 
onjunto va
��o y el l��mite superior delm��nimo global 
on el l��mite superior de la evalua
i�on de la fun
i�on de in
lusi�on sobre todaleo�miro.ualm.es
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i�on Global basado en Intervalos 
on Restri
-
iones Computa
ionales.1 fun
t MemLim(S; F; �; T0; T1; Q;Nm)2 f� = F (S) L��mite superior de f�3 T0 := fSg �Arbol de trabajo4 T1 := f;g �Arbol temporal5 Q := f;g �Arbol Final6 while (T0 6= f;g)7 NSele
 := 0 N�umero de 
ajas sele

ionadas de T08 while (T0 6= f;g ^ NSele
 < Nm)9 X := Sele
ionaCaja(T0) pf�(X) = maxfpf�(X i); 8X i 2 T0g10 T0 := T0 � fXg;11 NSele
 := NSele
 + 112 f� := minff�; F (m(X))g A
tualiza
i�on de f�13 if (f� = F (m(X))) Se ha mejorado el valor de f�14 T0 := TestdeCorte(T0; f�) 8Xi 2 T0; f� < F (Xi)) T0 := T0 � fXig15 T1 := TestdeCorte(T1; f�)16 Q := TestdeCorte(Q; f�)17 Divide(X;X1; :::;Xs)18 for i := 1 to s19 if (f� < F (Xi) nexti Test del Punto Medio20 if (w(Xi) < �) Q := Q+ fXig Alma
enar X i en Q21 else T1 := T1 + fXig Alma
enar X i en T122 T0 := T1 Las posibles 
ajas en T0 son eliminadas23 T1 := f;g24 return Qla regi�on de b�usqueda. El �arbol temporal se ini
ializa al 
onjunto va
��o. El bu
le interiordel algoritmo (l��nea 8) se eje
uta mientras el �arbol de trabajo tenga 
ajas y el n�umero de
ajas sele

ionadas de �el sea menor que la variable Nm. Al salir de este bu
le, las 
ajasque se en
uentren en el �arbol de trabajo son eliminadas. Enton
es, el �arbol temporal se
onvierte en el �arbol de trabajo (l��nea 22) y el nuevo �arbol temporal se ini
ializa al 
onjuntova
��o (l��nea 23). El bu
le externo (l��nea 6) se eje
uta mientras haya 
ajas en el �arbol detrabajo, es de
ir, si se alma
enaron 
ajas en el �arbol temporal durante la eje
u
i�on delbu
le interno, o lo que es lo mismo, si todas las 
ajas generadas no 
umplen la Regla deTermina
i�on ni de Elimina
i�on.En el algoritmo hay que resaltar que 
uando se mejora el valor de f� (l��nea 13), el Testde Corte se apli
a, no s�olo al �arbol de trabajo y al �nal, sino tambi�en al temporal (l��neas14, 15 y 16). leo�miro.ualm.es
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Figura 3.14: Valores de pf�(X) durante la eje
u
i�on del Algoritmo 3.6.1, realizando bise
-
i�on en todas las 
oordenadas (1DA), sin 
ono
er f� y Nm = 20.3.6.1 Resultados num�eri
osLas pruebas num�eri
as se han desarrollado en el mismo entorno de trabajo que en laSe

i�on 3.4.2, es de
ir, sobre un PC Pentium II (233 MHz y 256Mb de RAM) 
on elSistema Operativo Linux. Los programas fueron 
odi�
ados en C y se usaron las rutinasBIAS [90℄, para implementar la Aritm�eti
a de Intervalos. Se ha ampliado a treinta eln�umero de fun
iones de prueba, las 
uales se des
riben en el Ap�endi
e A. Se han podidoin
luir problemas dimensionalmente m�as 
omplejos gra
ias a que 
on el nuevo algoritmose puede estable
er las limita
iones de memoria en la resolu
i�on de los mismos. Con esteamplio n�umero de fun
iones de prueba se pretende demostrar la generalidad del nuevom�etodo.La Figura 3.14 muestra gr�a�
amente los valores de pf�(X) de las 
ajas sele

iona-das y divididas por el Algoritmo 3.6.1 para el problema Goldstein-Pri
e. En este ejem-plo se ha usado un 
riterio de termina
i�on w(X) � 10�15. Este valor de � es el m�axi-mo que se puede estable
er para un Pentium-II, ya que las 
ajas generadas al divi-dir una 
aja de este tama~no, mantienen el tama~no de la 
aja madre debido al redon-deo dire
to usado en la Aritm�eti
a Computa
ional (Se

i�on 1.2.6, p�agina 17). Para es-te experimento se ha usado un valor de Nm = 20, que permite obtener la solu
i�on[f�; f�℄ = [2:999999999999257; 3:000000000000050℄, 
on unas 5000 evalua
iones de FGP ,aproximadamente ( 3996 en X y 999 en m(X) ). El n�umero de 
ajas �nales fue de 80, deleo�miro.ualm.es
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os para el Algoritmo 3.6.1 realizando una bise

i�on de lasdos dimensiones m�as an
has de la 
aja sele

ionada a la vez, sin 
ono
er f� y � = 10�8.Probl. CPU Nm EX Ex [f�; f�℄GP 0.04 10 1101 275 [2.999993965029506, 3.000000000000092℄S10 0.21 10 2161 540 [-10.536409821845988, -10.536409816692032℄S7 0.17 10 2153 538 [-10.402940571469488, -10.402940566818650℄S5 0.24 20 3801 950 [-10.153199679953214, -10.153199679058211℄H6 1.29 40 12549 3137 [-3.322368039956182, -3.322368011415509℄H3 0.12 10 1565 391 [-3.862782202989112, -3.862782147820753℄L3 0.23 10 1141 285 [-176.541795200601854,-176.541793136744104℄L5 0.24 10 1113 278 [-176.137580072493620,-176.137578001628754℄L8 0.11 10 977 244 [0.000000000000000, 0.000000000000000℄C 0.04 10 1141 285 [-1.031628487150618, -1.031628453489877℄C3 0.24 400 9149 2287 [-0.000000000000000, 0.000000000000000℄G2 0.04 10 621 155 [-0.000000000000000, 0.000000000000001℄G10 40.76 200 145141 36285 [-0.000000000000000, 0.000000000000004℄BR2 0.07 10 1125 281 [0.000000000000000, 0.000000000000000℄RB 0.03 10 1065 266 [0.000000000000000, 0.000000000000000℄SRB 0.02 10 617 154 [0.000000000000000, 0.000000000000000℄P 0.02 10 985 246 [0.000000000000000, 0.000000000000000℄TR 0.01 10 685 171 [0.000000000000000, 0.000000000000000℄S3.1 0.04 10 1305 326 [0.000000000000000, 0.000000000000000℄MT 0.02 10 949 237 [-0.000000000000000, 0.000000000000000℄EX1 0.06 10 973 243 [-1.076182009447070, -1.076182007071511℄EX2 18.04 600 147001 36750 [0.212459791854624, 0.212459838694385℄BR 0.06 10 1137 284 [0.397887357729738, 0.397887357729745℄KW 11.76 600 110849 27712 [0.000307485694808, 0.000307485987806℄R4 0.06 10 1141 285 [-0.106891343149305, -0.106891341408143℄R8 1.60 10 5493 1373 [0.000000000000000, 0.000000000000000℄HM3 3.11 200 19965 4991 [-24.062499142799162, -24.062498884334261℄HM4 3.13 100 16033 4008 [-36.093748714198512, -36.093748326501391℄BL 0.03 10 1101 275 [0.000000000000000, 0.000000000000000℄CHI 0.08 10 1237 309 [-43.315862131678990, -43.315862072142579℄las 
uales una 
onten��a el m��nimo global.En la Tabla 3.11 se muestran los resultados de la evalua
i�on del Algoritmo 3.6.1 paralas treinta fun
iones de prueba men
ionadas y un 
riterio de termina
i�on � = 10�8. Elm�etodo de divisi�on utilizado 
onsiste en realizar una bise

i�on de las dos 
oordenadasm�as an
has de la 
aja sele

ionada. El valor de Nm se ha elegido aproximadamente, paraque al menos uno de los m��nimos globales se en
uentre en el 
onjunto de 
ajas �nales ypoder estable
er as�� los requerimientos de memoria ne
esarios para obtener al menos unasolu
i�on para 
ada una de las fun
iones de prueba utilizadas. leo�miro.ualm.es
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Figura 3.15: Eje
u
i�on de 
in
o itera
iones del Algoritmo 3.6.1 
on Nm = 40 y una Reglade Sele

i�on basada en pf�(X) (izquierda) y en el l��mite inferior de F (X) (dere
ha).A partir de los datos obtenidos puede dedu
irse que la mayor��a de fun
iones de pruebapueden resolverse 
on unos requerimientos de memoria muy peque~nos, 
omparados 
on la
antidad de memoria RAM que normalmente tiene 
ualquier 
omputador personal. Porejemplo, para la fun
i�on 5-dimensional EX2, en la que se us�o Nm = 600, el n�umerom�aximo de 
ajas en el �arbol temporal, 
on una bise

i�on de las dos dimensiones mayoresde las 
ajas sele

ionadas, es en el peor de los 
asos de: 4 
ajas generadas por 600 
ajassele

ionadas = 2400 
ajas.Con este tipo de algoritmo no s�olo se redu
e la 
antidad de memoria ne
esaria, sinoque el n�umero de evalua
iones de la fun
i�on de in
lusi�on se a
er
a al m��nimo posible.Por ejemplo, para la fun
i�on GP 
on Nm = 40 y � = 10�8, se obtuvieron las 
uatro
ajas �nales que 
ontienen el m��nimo global 
on 5296 evalua
iones totales de intervalos.El n�umero m��nimo de evalua
iones de intervalos, para obtener todas las solu
iones, es igualal n�umero de 
ajas que en 
ualquier momento de la eje
u
i�on del algoritmo 
ontienen unm��nimo global. Para el ejemplo anterior, en el que se realizaron 5296 evalua
iones, esten�umero de 
ajas fue de 111.Desde el punto de vista del usuario la sele

i�on del valor de Nm puede ha
erse deforma in
remental hasta llegar a un valor su�
ientemente grande en el que no se produz
anmejoras en el valor de f�. Un ��ndi
e 
laro de que el valor de Nm es insu�
iente es que el�arbol �nal se en
uentre va
��o.>Qu�e pasar��a si en vez de usar el mayor valor de pf�(X), se usa el menor valor deF (X) 
omo 
riterio de sele

i�on?.leo�miro.ualm.es
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a izquierda de la Figura 3.15 muestra la eje
u
i�on de 
in
o itera
iones delbu
le externo del Algoritmo 3.6.1, 
on una Regla de Sele

i�on basada en Primero el Mejorpf�(X), mientras que en la gr�a�
a de la dere
ha se ha utilizado una Regla de Sele

i�onbasada en Primero el Mejor F (X). Las 
ajas blan
as representan las 
ajas a
tivas, mientrasque las 
ajas grises representan las 
ajas eliminadas. Desde el nivel de gris os
uro al 
larolas 
ajas fueron eliminadas por el Test de Corte, el Test del Punto Medio y el nuevo 
riteriode elimina
i�on usado el Algoritmo 3.6.1, respe
tivamente. Como puede observarse en laFigura 3.15 usando una Regla de Sele

i�on basada en primero el menor valor de F (X)las 
ajas que 
onten��an el m��nimo global fueron eliminadas, lo que no o
urri�o 
uando seus�o una Regla de Sele

i�on basada en primero el mayor pf�(X).Estos mismos resultados se repitieron para varias de las fun
iones de prueba utilizadas,donde s�olo in
rementando el valor de Nm se al
anzaban los mismos resultados que 
on unaRegla de Sele

i�on basada en pf�(X). Sin embargo, para otras fun
iones, in
luso usandouna Regla de Sele

i�on basada en es
oger primero la 
aja 
on el menor valor de F (X), seobten��an los mismos resultados 
on el mismo valor de Nm.3.7 ResumenEn este 
ap��tulo se ha demostrado que una buena ele

i�on de las reglas b�asi
as de losalgoritmos de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on permite una mejora sustan
ial en los indi
ado-res de la e�
ien
ia. El nuevo par�ametro pf�(X) se ha mostrado 
omo un buen 
riteriopara determinar 
uanta regi�on de atra

i�on ha
ia un m��nimo 
ontiene una determinadasubregi�on de b�usqueda. Este par�ametro se ha utilizado para estable
er una nueva Reglade Divisi�on adaptativa, que ha aportado una mejora del 60% en tiempo de CPU, del 40%en el numero de nodos de �arbol de b�usqueda inspe

ionados y un 50% en 
uanto a losrequerimientos de memoria, para una pre
isi�on de � = 10�3 en los problemas tratados,en 
ompara
i�on 
on el m�etodo de bise

i�on tradi
ionalmente utilizado en algoritmos deOptimiza
i�on Global basados en intervalos. Este par�ametro tambi�en se ha utilizado paraestable
er una nueva Regla de Sele

i�on h��brida, que permite al
anzar r�apidamente unbuen valor del l��mite superior del m��nimo global.Tambi�en se ha mejorado la Regla de Elimina
i�on gra
ias al nuevo par�ametro pf�(X): enla primera propuesta, se ha obtenido una mejora del 80%. La segunda propuesta est�a mo-tivada por los grandes requerimientos de memoria que ne
esitan los problemas a resolver
uando son dimensionalmente grandes o se ne
esita mu
ha pre
isi�on en los resultados.La nueva Regla de Elimina
i�on, junto 
on una Regla de Sele

i�on basada en un modeloh��brido, han permitido resolver un mayor n�umero de problemas, 
on m�as pre
isi�on y 
onunos requerimientos m��nimos de memoria.
leo�miro.ualm.es
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Cap��tulo 4Algoritmos paralelos deOptimiza
i�on Global basados enAritm�eti
a de Intervalos yRami�
a
i�on y A
ota
i�onEn este 
ap��tulo se realizar�a una introdu

i�on a las arquite
turas paralelas y se des
ribir�analgunas de las 
ara
ter��sti
as m�as desta
ables de los distintos modelos, exponiendo las me-didas de rendimiento que normalmente se usan para evaluar la e�
ien
ia de los algoritmosparalelos. Se realizar�a una introdu

i�on de la metodolog��a a seguir para paralelizar algorit-mos se
uen
iales, donde uno de los problemas que pueden apare
er es el desbalan
eo de la
arga 
omputa
ional aso
iada a 
ada uno de los pro
esadores. En algunos 
asos, estos pro-blemas deben ser tratados mediante t�e
ni
as de balan
eo din�ami
o de la 
arga. Tambi�ense tendr�an en 
uenta las posibles de
isiones a tomar para la implementa
i�on de algoritmosparalelos de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on y las anomal��as que se pueden en
ontrar. Poste-riormente se des
ribir�an, de forma resumida, las implementa
iones paralelas de algoritmosde Optimiza
i�on Global basados en intervalos realizadas por otros autores. Finalmente sepropone un nuevo 
riterio de balan
eo de la 
arga en algoritmos paralelos de Optimiza-
i�on Global basados en intervalos y se presentan los resultados de las implementa
ionesparalelas realizadas, mostrando los indi
adores de e�
ien
ia de los nuevos algoritmos sobreproblemas de prueba 
omputa
ionalmente po
o 
ostosos.4.1 Algunas no
iones sobre paralelismoEl rendimiento de los 
omputadores 
onven
ionales (mono-pro
esador) se ha in
rementadosustan
ialmente en po
o tiempo, dobl�andose la fre
uen
ia del reloj en el pro
esador 
ada18 meses. El aumento de las presta
iones del pro
esador ha
e ne
esario un aumento en elrendimiento de la Aritm�eti
a Computa
ional y una disminu
i�on de los tiempos de a

esoleo�miro.ualm.es



112 4.1. ALGUNAS NOCIONES SOBRE PARALELISMOa memoria. Con estas mejoras, el n�umero de problemas resueltos mediante un 
omputador
onven
ional es mayor, pero a�un existe un gran n�umero de problemas 
omputa
ionalmente
omplejos que no pueden ser resueltos por di
hos 
omputadores, o 
uyo tiempo de resolu-
i�on sobre 
omputadores mono-pro
esador sigue siendo muy alto. Un ejemplo de este tipode problemas lo 
onstituyen los algoritmos de Optimiza
i�on Global basados en Aritm�eti
ade Intervalos y Rami�
a
i�on y A
ota
i�on, espe
ialmente en aquellos 
asos en los que sedesea obtener una solu
i�on rigurosa, prin
ipalmente 
uando las fun
iones a optimizar sonno diferen
iables.Para intentar resolver un mayor n�umero de problemas 
omplejos existen dos tipos de
omputadores de alto rendimiento, los 
omputadores ve
toriales y los 
omputadores pa-ralelos [79, 136℄. En los 
omputadores ve
toriales se obtiene una ganan
ia en velo
idadmediante el uso de varias 
adenas (\pipelines") de unidades fun
ionales en la UnidadAritm�eti
o L�ogi
a (ALU) de la Unidad Central de Pro
eso (CPU). Se entiende por \pi-peline" el desglosar las opera
iones aritm�eti
as, 
omo la obten
i�on de datos, 
ompara
i�onde exponentes, desplazamientos de mantisa, normaliza
i�on et
, y su eje
u
i�on paralela endiferentes 
omponentes de la ALU, para mu
hos datos homog�eneos (por ejemplo, la sumade los 
omponentes de dos ve
tores). Usando 
omputadores ve
toriales se pueden obte-ner ganan
ias en velo
idad 
onsiderables para mu
hos problemas, 
on las herramientasade
uadas (
ompiladores de pro
esamiento ve
torial). En general, estos 
omputadores noson ade
uados para su uso en la resolu
i�on de problemas de Optimiza
i�on Global ya que,generalmente, las fun
iones a evaluar son no lineales. No obstante, 
on los 
omputado-res ve
toriales se obtiene una gran e�
ien
ia si se realizan mu
has opera
iones lineales(opera
iones sobre ve
tores o matri
es).A partir de aqu�� se hablar�a de 
omputadores paralelos y su uso e�
iente para la re-solu
i�on de problemas 
omputa
ionalmente 
ostosos. Esta se

i�on des
ribe algunas delas no
iones fundamentales sobre las arquite
turas paralelas existentes, 
�omo evaluar elrendimiento de los algoritmos paralelos y los modelos de paraleliza
i�on de algoritmos se-
uen
iales.4.1.1 Clasi�
a
i�on de las Arquite
turas ParalelasUn 
omputador paralelo est�a 
ompuesto por un n�umero de pro
esadores, p, que 
olaboranen la resolu
i�on de un problema. El usuario espera que el tiempo de eje
u
i�on obtenido enun 
omputador paralelo 
on p pro
esadores sea 1/p ve
es el tiempo de respuesta usandoun solo pro
esador. Esta a
elera
i�on o ganan
ia de velo
idad (\speed-up") no se al
anzaen todos los 
asos, ya que la administra
i�on de los pro
esadores, as�� 
omo la 
omuni
a-
i�on entre los mismos, 
onsumen tiempo. Las medidas de rendimiento de los algoritmosparalelos ser�an tratadas en el apartado 4.1.2.Los 
omputadores paralelos se 
lasi�
an de a
uerdo a diferentes 
riterios:leo�miro.ualm.es
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lasi�
a
i�on de los 
omputadores paralelos a partir de las se
uen
ias de las instru

ionesy de los datos es debida a Flynn [53℄. Se diferen
ian las siguientes 
lases de 
omputadores:SISD (Simple Instru

i�on / Simple Dato): Este tipo de 
omputador es el 
omputadorserie est�andar seg�un Neumann. Los 
omputadores de este tipo tienen una se
uen
iasimple de instru

iones que operan sobre una se
uen
ia simple de datos. S�olo se dis-pone de una CPU. Los algoritmos usados en este tipo de 
omputadores son llamadosalgoritmos se
uen
iales. Una de las mejoras in
orporadas en los 
omputadores SISDes el paralelismo a nivel de instru

i�on (\pipeline"), lo que permite redu
ir el n�ume-ro de 
i
los de reloj ne
esarios para la eje
u
i�on de un 
onjunto de instru

iones.Ejemplos de 
omputadores SISD son los 
omputadores personales o las esta
ionesde trabajo (naturalmente 
on una sola CPU).SIMD (Simple Instru

i�on / M�ultiples Datos): Todos los elementos de pro
eso del 
om-putador paralelo realizan las mismas instru

iones de un solo programa y las eje
utansobre diferentes datos de entrada. Sobre un 
omputador paralelo del tipo SIMD 
onp = n �m elementos de pro
eso se pueden sumar dos matri
es n �m 
on una solasuma en punto 
otante por elemento de pro
eso. Por lo tanto el tiempo total pararealizar la suma de las dos matri
es, vendr�a determinado por el tiempo ne
esario pa-ra realizar una suma en punto 
otante. Los 
omputadores SIMD tienen normalmenteun gran n�umero de elementos de pro
eso, debido a su estru
tura simple, siendo re
o-no
idos normalmente 
omo sistemas de pro
esamiento paralelo masivo. Ejemplos de
omputadores SIMD son la Conne
tion Ma
hine CM-2 y los MasPar MP-1 y MP-2.MISD (M�ultiples Instru

iones / Simple Dato): Existen po
os ejemplos de esta 
lase de
omputadores en la a
tualidad. Este modelo est�a basado en la eje
u
i�on de diferentesinstru

iones (programas) sobre el mismo 
onjunto de datos. Normalmente se usan
omo sistemas tolerantes a fallos, donde debe garantizarse la respuesta del sistema,o en m�aquinas de prop�osito espe
ial, 
omo por ejemplo, para apli
ar varios �ltros defre
uen
ia a una misma se~nal.MIMD (M�ultiples Instru

iones / M�ultiples Datos): Cada uno de los pro
esadores del
omputador paralelo eje
uta su propio programa y por lo tanto pueden operar, inde-pendientemente unos de otros, sobre datos diferentes. Una m�aquina MIMD tambi�enpuede programarse para operar 
omo si pertene
iese a 
ualquiera de las otras 
ate-gor��as. Fre
uentemente se usan 
omputadores est�andar (
omputadores personales oesta
iones de trabajo) 
omo nodos individuales del 
omputador paralelo, ha
iendouso de las nuevas te
nolog��as del mer
ado. Un aspe
to importante en los 
ompu-tadores paralelos son las 
omuni
a
iones entre los nodos del mismo. La red de in-ter
onexi�on suele ser uno de los 
omponentes m�as 
aros del sistema. Ejemplos de
omputadores MIMD son el Intel Paragon, IBM SPx, el Cray T3D. leo�miro.ualm.es
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BUS

P MMP... ...Figura 4.1: Bus de datos (M = memoria; P = Pro
esador).TIPO DE ALMACENAMIENTOLos 
omputadores paralelos se pueden 
lasi�
ar dependiendo de 
omo est�e estru
turadala memoria:Memoria 
ompartida: Los pro
esadores del 
omputador paralelo 
omparten una me-moria 
entral de alma
enamiento que es a

esible por todos los pro
esadores me-diante una red de inter
onexi�on. Pueden apare
er 
on
i
tos de a

eso a memoria, enparti
ular, 
uando el n�umero de pro
esadores es alto. As��, por ejemplo, se introdu
enretardos si dos pro
esadores quieren es
ribir en la misma posi
i�on de memoria. Lared de inter
onexi�on entre los pro
esadores y la memoria puede ser un bus (Figura4.1). Tanto la memoria prin
ipal 
omo el bus tienen un an
ho de banda �jo que deberepartirse entre los distintos pro
esadores, lo que limita la es
alabilidad de este tipode sistemas. Para redu
ir el a

eso a memoria prin
ipal y mejorar el rendimiento,se introdujeron memorias 
a
hes, lo
ales a 
ada pro
esador. Un fa
tor importanteque se debe mantener en los 
omputadores paralelos de memoria 
ompartida es la
oheren
ia de 
a
he. Para permitir un mayor paralelismo en el a

eso a memoriaprin
ipal, la memoria prin
ipal puede 
onstituirse por un 
onjunto de m�odulos a losque se a

ede mediante una red de inter
onexi�on que enrute las peti
iones de los dis-tintos pro
esadores ha
ia los distintos m�odulos de memoria, 
omo por ejemplo unared 
rossbar-swit
h (Figura 4.3(a)). De esta forma, pueden realizarse varias 
omu-ni
a
iones pro
esador-memoria en paralelo. Ejemplos de 
omputadores de memoria
ompartida son el C.mmp y el NYU Ultra
omputer.Desde el punto de vista del programador, este modelo es el m�as simple, debido a quela 
omuni
a
i�on entre los distintos pro
esos paralelos se ha
e impl��
itamente 
omoresultado de las opera
iones de a

eso a memoria.Memoria distribuida: Mu
hos de los 
omputadores paralelos de hoy en d��a usan memo-ria distribuida. Cada pro
esador tiene su propia memoria lo
al, a la 
ual no puedena

eder otros pro
esadores dire
tamente. Las ventajas de este modelo frente al dememoria 
ompartida son: (i) Cada pro
esador puede usar todo el an
ho de bandapara el a

eso a su memoria lo
al. (ii) Es m�as es
alable; el tama~no del sistema s�oloest�a limitado por el tipo de red de inter
onexi�on utilizada para 
one
tar los pro
e-sadores entre s��. (iii) No hay problemas de 
oheren
ia de 
a
he. La programa
i�on deeste tipo de sistemas es m�as 
ostosa, ya que el inter
ambio de datos entre pro
esa-leo�miro.ualm.es
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e mediante el paso de mensajes, a trav�es de una red de inter
onexi�on.Las opera
iones m�as utilizadas en el paso de mensajes son enviar y re
ibir. De unaforma simple, enviar signi�
a 
rear un mensaje 
on datos lo
ales y un identi�
adordel pro
eso al que se le enviar�a di
ho mensaje. Re
ibir impli
a reservar memoria lo
alpara alma
enar los datos del mensaje transmitido. El paso de mensajes introdu
eadem�as dos tipos de sobre
arga: el produ
ido por el tiempo ne
esario para 
onstruirun mensaje y enviarlo, y el debido a que el pro
eso re
eptor debe interrumpir sueje
u
i�on para tratar el mensaje re
ibido. En este modelo, los programadores de-ben tener en 
uenta d�onde se alma
enan los datos, lo que introdu
e el 
on
epto delo
alidad, en el dise~no de algoritmos paralelos.Un 
omputador paralelo de memoria distribuida puede estar 
ompuesto por pro-
esadores heterog�eneos, que di�eran en su velo
idad de pro
eso (y en la velo
idadde las 
omuni
a
iones), y programarse mediante librer��as de paso de mensajes (porejemplo PVM [60℄ o MPI [169℄). Un ejemplo de este tipo de organiza
i�on, pare
idaa la que se ha usado en la implementa
i�on de los algoritmos paralelos dise~nados eneste trabajo, 
onsta de 
onjunto de esta
iones de trabajo 
on una red de inter
one-xi�on Ethernet o Fast-Ethernet. Su prin
ipal desventaja es la baja velo
idad de la redde inter
onexi�on, 
omparada 
on la velo
idad de 
�al
ulo de los pro
esadores [117℄.La prin
ipal diferen
ia entre un 
onjunto, o 
luster, de esta
iones de trabajo y los
omputadores paralelos, 
omo por ejemplo el SP2 de IBM, es que los �ultimos est�anprovistos una red de inter
onexi�on mu
ho m�as r�apida. En estos �ultimos tambi�en sepueden usar las rutinas de paso de mensaje de las librer��as PVM o MPI, 
on lo quese 
onsigue una alta portabilidad para este tipo de programas paralelos. Ejemplosde 
omputadores paralelos 
on memoria distribuida son la Conne
tion Ma
hine 5(CM5), el Computing Surfa
e 2 de Meiko (CS2), Paragon de Intel 
on i860, NCubey otros.Memoria Compartida-Distribuida: En este modelo la memoria est�a distribuida f��si-
amente en 
ada uno de los pro
esadores, pero existe un soporte hardware parapermitir un espa
io de dire

iones globales, e in
luso para la gesti�on de la 
ohe-ren
ia entre las 
a
hes lo
ales de 
ada nodo. Esta �losof��a auna la sen
illez de laprograma
i�on de un modelo de memoria 
ompartida y la es
alabilidad que propor-
ionan los sistemas de memoria distribuida. Los 
omputadores paralelos 
on memoria
ompartida-distribuida se pueden organizar en dos grandes bloques:Computadores NUMA (Non Uniform Memory A

ess): Con espa
io de dire

io-nes f��si
o est�ati
o, entre las que en
ontramos arquite
turas sin 
oheren
ia de
a
he, 
omo el Cray T3D 
on pro
esadores DEC-Alpha 21064, 
on 
oheren
iapar
ial de 
a
he, 
omo el Cray T3E 
on el mismo pro
esador, o 
on 
oheren
iade 
a
he CC-NUMA (Ca
he Coherent Non Uniform memory A

ess) 
omo elOrigin 2000 de SGI, 
on pro
esadores R10000.Computadores COMA (Ca
he Only Memory Ar
hite
ture): Con espa
io de di-leo�miro.ualm.es
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iones f��si
o din�ami
o, donde la memorias distribuidas son 
onvertidas en
a
hes. En este 
aso parti
ular de 
omputadores NUMA no hay jerarqu��a de me-moria en 
ada pro
esador. Esto o
urre en la KSR-1 de Kendall Square Resear
hy en la arquite
tura I-ACOMA propuesta por investigadores de la Universidadde Illinois [178℄.Simular un 
omputador de paso de mensajes 
on p pro
esadores, sobre uno de memoria
ompartida 
on el mismo n�umero de pro
esadores es f�a
il, ya que s�olo hay que dividir elespa
io de memoria 
ompartida entre los p pro
esadores. Un pro
esador env��a un mensajea otro es
ribiendo en la parti
i�on de memoria del otro pro
esador. Sin embargo, emularun 
omputador de memoria 
ompartida sobre uno de paso de mensajes es 
ostoso, ya quea

eder a la memoria de otro pro
esador requiere enviar y re
ibir mensajes.TOPOLOG�IA: RED DE INTERCONEXI�ONEl fa
tor m�as importante a tener en 
uenta en el dise~no de sistemas paralelos es el 
onjuntode enla
es que utilizan los pro
esadores, las memorias y dispositivos de Entrada/Salidapara 
omuni
arse. Estos enla
es de�nen la red de inter
onexi�on o topolog��a de una m�aqui-na, de la 
ual depender�a 
�omo los pro
esadores inter
ambian datos y a qu�e 
oste. Tanto anivel f��si
o 
omo l�ogi
o, el aumento del n�umero de pro
esadores del sistema, debe ir a
om-pa~nado de un grafo de inter
onexi�on que permita transmisiones de datos entre ellos, en untiempo razonable [150℄. En estas 
ondi
iones, normalmente es ne
esario que los algoritmosparalelos se adapten a la topolog��a de la m�aquina donde se va a realizar la eje
u
i�on. Sinembargo, la tenden
ia a
tual lleva ha
ia sistemas que tratan de realizar una simula
i�one�
iente de 
ualquier tipo de red.Matem�ati
amente una red de inter
onexi�on se puede ver 
omo un modelo de grafoG=(V,A) dirigido o no: los elementos a 
omuni
ar est�an lo
alizados en los v�erti
es (nodos)del grafo re
ursivo, poten
ialmente in�nito, y se 
omuni
an a trav�es de los ar
os (aristas).El uso pr�a
ti
o de estas estru
turas est�a limitado, tanto por restri

iones de 
ableado,
omo por prin
ipios de dise~no y fabri
a
i�on. Para tener una medida de la efe
tividad delas redes en la implementa
i�on de algoritmos paralelos e�
ientes sobre el hardware real sehan introdu
ido las siguientes de�ni
iones:Grado : N�umero de aristas por nodo. Dos nodos son ve
inos si existe una arista que los
one
ta. El grado de un nodo est�a de�nido por el n�umero de ve
inos que tiene. Paraobtener un sistema es
alable, es mejor si el n�umero de aristas por v�erti
e es una
onstante independiente del n�umero de nodos.Di�ametro : El di�ametro de una red es la distan
ia m�as larga entre dos nodos 
ualesquiera.Los di�ametros bajos, al menos logar��tmi
os 
on respe
to al n�umero de pro
esado-res, son mejores, ya que la 
omplejidad de los algoritmos paralelos que requieren
omuni
a
iones entre pares de v�erti
es arbitrarios, es menor.leo�miro.ualm.es
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De Brujin 8 NodosFigura 4.2: Topolog��as de redes est�andar en 
omputadores paralelos.An
ho : Es el m��nimo n�umero de aristas que deben ser eliminadas 
on el �n de dividir lared en dos mitades (an
ho de bise

i�on). Son mejores las redes 
on un an
ho grande,ya que permite mayores alternativas de enrutado.En los ejemplos siguientes, los enla
es entre nodos son punto a punto, es de
ir, no sonbuses que se 
omparten entre varios nodos, 
omo el mostrado en la Figura 4.1.Algunas de la topolog��as est�ati
as m�as utilizadas son las representadas en la Figura4.2, que ser�an des
ritas brevemente a 
ontinua
i�on: leo�miro.ualm.es



118 4.1. ALGUNAS NOCIONES SOBRE PARALELISMOMalla : En una malla re
tangular de n � n pro
esadores (se estable
e 
uadrada porsimpli
idad), los nodos est�an organizados en un plano (generalizando hiperplanos dedimensi�on q). Cada nodo (i; j) se 
omuni
a 
on los nodos (i � 1; j) e (i; j � 1). Elgrado de 
ada v�erti
e es 
uatro, 
onstante para 
ualquier n�umero de pro
esadores,el di�ametro es igual a 2(n � 1) y el an
ho es igual a n. Este tipo de red ha sidoutilizado en 
omputadores 
omo el Maspar MP-1 y en el Intel Paragon XP/S.Anillo : En un anillo de pro
esadores, 
ada nodo (i) tiene 
omo ve
inos a ((i+1) mod n)e ((i� 1) mod n). Tiene un grado de 2, un di�ametro de n=2 y un an
ho de 2. No hasido utilizada 
omo organiza
i�on en ning�un tipo de m�aquina paralela de prop�ositogeneral. Sin embargo es muy ade
uada en los 
�odigos de 
adena de montaje (pipeline)
on realimenta
i�on.�Arbol binario : La topolog��a de �arbol binario de nivel k utiliza 2k+1 � 1 pro
esadoresformando, 
omo su nombre indi
a, un �arbol binario. Cada nodo interior puede 
o-muni
arse 
on sus dos hijos y 
ada nodo distinto del ra��z lo puede ha
er 
on supadre. Su di�ametro es 2(k� 1) pero su an
ho, igual a 1, es muy bajo. Al igual que latopolog��a en anillo, debido a su peque~na bise

i�on, suelen o
urrir 
uellos de botellay no es usado 
omo organiza
i�on general.Hiper
ubo : Esta topolog��a 
onsta de 2k pro
esadores formando un hiper
ubo de di-mensi�on k. Si se denotan los nodos 
on los ��ndi
es 0; 1; : : : ; 2k � 1, dos v�erti
es sonadya
entes, si sus etiquetas di�eren exa
tamente en un �uni
o bit. El di�ametro de unhiper
ubo k-dimensional es k y su an
ho 2k�1. Este tipo de 
on�gura
i�on tiene undi�ametro bajo y un an
ho grande. Sus buenos resultados quedan desvirtuados porsu grado no 
onstante k, que limita su es
alabilidad. Esta de�
ien
ia se ha intentadososlayar 
on topolog��as de hiper
ubos 
one
tados en 
i
los, en los que en 
ada v�erti
ese sit�ua un anillo de pro
esadores. Se ha usado 
omo topolog��a de prop�osito general,
uando el n�umero de pro
esadores se en
uentra dentro de unos l��mites, 
omo porejemplo en la Conne
tion Ma
hine CM-200.De Brujin : Una red de Brujin est�a formada por 2k nodos. Si 
ada nodo se identi�
a porsu representa
i�on binaria bk�1bk�2 : : : b1b0, los dos nodos al
anzables dire
tamentemediante ar
os (aristas dirigidas) tienen las dire

iones siguientes: bk�2 : : : b1b0; 0 ybk�2 : : : b1b0; 1. �Esta es la red que mejor 
omportamiento muestra 
on un grado de2, y por lo tanto un fa
tor 
onstante en el n�umero de enla
es, un di�ametro k y unabise

i�on 2k=k. Los pro
esadores del Triton/1, un pro
esador paralelo desarrolladoen la Universidad de Karlsruhe, est�an 
one
tados mediante este tipo de organiza
i�on[75℄.Los dos �ultimos ejemplos de redes de inter
onexi�on, que se van a des
ribir en estase

i�on, son ejemplos de redes de inter
onexi�on que pueden re
on�gurarse din�ami
amente.Este tipo de redes, basadas en 
onmutadores de enla
es, se han usado tradi
ionalmenteleo�miro.ualm.es
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(a)Figura 4.3: (a) Crossbar swit
h. (b) Red Butter
y.para 
one
tar pro
esadores 
on m�odulos de memoria, pero tambi�en se usan para 
one
tarpro
esadores entre s�� [11℄. Los 
onmutadores se 
on�guran din�ami
amente para poder
one
tar los nodos emisor y re
eptor. De esta forma, la informa
i�on se 
omuni
a del nodoemisor al re
eptor, a trav�es de uno o m�as 
onmutadores, pudiendo realizar al mismo tiempovarias de estas 
omuni
a
iones:Crossbar swit
h : Un ejemplo se muestra en la Figura 4.3(a). En este ejemplo, el 
ross-bar se 
on�gura din�ami
amente para 
one
tar un pro
esador 
on una memoria. Si
ada pro
esador se quiere 
one
tar 
on una memoria diferente, enton
es no existen
on
i
tos de a

eso a memoria. Si dos pro
esadores quieren a

eder a la misma me-moria, uno debe bloquearse hasta que el 
rossbar se re
on�gure. Un 
rossbar tieneun di�ametro 
orto, pero una es
alabilidad muy pobre. Por ejemplo, para p pro
e-sadores y p memorias se ne
esitan p2 
onmutadores. Para a~nadir otro pro
esador yotra memoria se ne
esitan a~nadir 2p � 1 
onmutadores. Ejemplos de 
omputadoresparalelos que usan un 
rossbar swit
h son el Cray Y-MP y el Fujitsu VPP 500.Red Bayan : Es una red multietapa de 
onmutadores, que tiene el mismo n�umero deentradas y de salidas, 
on 
onmutadores de m�m. Ejemplos de redes Bayan son lasredes Omega y las redes Butter
y, ambas 
on 
onmutadores de 2�2. Un ejemplo deuna red Butter
y se muestra en la Figura 4.3(b). El di�ametro de una red Butter
yde k entradas es log2 k y se ne
esitan O(k � log2 k) 
onmutadores, por lo que en estetipo de redes, aumentar el n�umero de entradas y de salidas es menos 
ostoso que enuna red basada en un 
rossbar swit
h, pero el n�umero de 
onexiones que se puedenrealizar en paralelo es menor. Un ejemplo de 
omputador paralelo basado en una redButter
y es el BBN Butter
y.Una des
rip
i�on m�as general de los distintos tipos de redes de inter
onexi�on y su modode fun
ionamiento puede en
ontrarse en [44℄. leo�miro.ualm.es



120 4.1. ALGUNAS NOCIONES SOBRE PARALELISMO4.1.2 Medidas de rendimiento de algoritmos paralelosEl uso de un 
omputador paralelo para la resolu
i�on de un problema num�eri
o s�olo tienesentido, si el tiempo total de resolu
i�on del problema en el 
omputador paralelo se redu-
e signi�
ativamente, en 
ompara
i�on 
on el tiempo requerido para su resolu
i�on en un
omputador se
uen
ial. Ser��a deseable que el tiempo se
uen
ial del algoritmo se reduz
aalrededor de un fa
tor p, si se usan p pro
esadores para resolverlo en paralelo. Una medidapara obtener la a
elera
i�on produ
ida por el algoritmo paralelo, frente al se
uen
ial, sedenota por la ganan
ia de velo
idad o \speed-up", que se de�ne 
omo:De�ni
i�on 4.1.1 Se de�ne la ganan
ia de velo
idad o \speed-up"S(p) 
omo la rela
i�onentre el tiempo total de resolu
i�on del algoritmo en un 
omputador se
uen
ial, tse
, yel tiempo total requerido para resolverlo en un 
omputador paralelo 
on p pro
esadores,tpar(p): S(p) = tse
tpar(p)Si se 
al
ula la rela
i�on entre la ganan
ia en velo
idad obtenida y el n�umero de pro
e-sadores, se obtiene la e�
ien
ia del algoritmo:De�ni
i�on 4.1.2 La e�
ien
ia E(p) representa la ganan
ia de velo
idad por pro
esador:E(p) = S(p)pComentarios:1. Para el 
�al
ulo de la ganan
ia en velo
idad debe usarse el mejor algoritmo serie
ono
ido, por lo tanto, aquel que ne
esita un menor tse
. Fre
uentemente, el mejoralgoritmo serie no es �uni
o, o el mejor algoritmo serie no se ha implementado todav��a,por lo que su medida no es posible. Una t�e
ni
a de uso 
om�un es la de usar, 
omoalgoritmo serie, el algoritmo paralelo sobre un solo pro
esador.2. Generalmente se 
umple que 1 � S(p) � p. En algunos 
asos se 
onsigue una ga-nan
ia de velo
idad superlineal 
on S(p) > p. Para el problema de Rami�
a
i�on yA
ota
i�on que tratamos en esta tesis, esto puede deberse a que en el algoritmo seriese examinan m�as subproblemas que en el algoritmo paralelo, lo que nos ha
e pensarque el algoritmo serie puede ser mejorado. Otra de las 
ausas por las que es posibleobtener un speed-up superlineal se debe a que en la mayor��a de los 
omputadoresparalelos 
ada pro
esador tiene una peque~na memoria (
a
he) r�apida y una 
anti-dad mayor de memoria m�as lenta. Cuando un problema se eje
uta sobre un n�umerogrande de pro
esadores, mu
hos de sus datos se en
uentran en la memoria 
a
he,por lo que se redu
e el n�umero de fallos de 
a
he, de
re
iendo as�� el tiempo ne
esariode a

eso a los datos.leo�miro.ualm.es
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ara
teriza
i�on exa
ta de un algoritmo paralelo e�
iente no es f�a
il. Mu
hos fa
to-res pueden 
ontribuir a limitar la ganan
ia de la velo
idad. Un par�ametro importantees el tama~no del problema de entrada, ya que si no hay bastante 
arga 
omputa
io-nal para el n�umero de pro
esadores disponibles, la ganan
ia de velo
idad ser�a baja.Otro fa
tor importante, determinado por la 
antidad de 
�odigo se
uen
ial en losalgoritmos paralelos, se des
ribe en la Ley de Amdahl [3℄:De�ni
i�on 4.1.3 La Ley de Amdahl estable
e que la parte de 
�odigo intr��nse
amentese
uen
ial limita la ganan
ia en velo
idad de un algoritmo paralelo. Sea s la fra

i�onde opera
iones de un algoritmo paralelo que deben realizarse de forma se
uen
ial(0 � s � 1). La Ley de Amdahl estable
e que la m�axima ganan
ia en velo
idad Sm(p)que se puede 
onseguir mediante un modelo paralelo de p pro
esadores eje
utandodi
ho algoritmo es: Sm(p) � 1s+ 1�spEs de
ir, para un problema de tama~no �jo, 
ada algoritmo paralelo es ine�
ienteasint�oti
amente 
on el n�umero de pro
esadores.Otra 
ausa del aumento del tiempo de eje
u
i�on provo
ado por el 
�odigo se
uen
iales la debida al retardo que se produ
e en la a
tiva
i�on de los dem�as pro
esadores,
uando a
aba el 
�odigo se
uen
ial. Este fen�omeno se 
ono
e 
on el nombre de efe
to�arbol.4.1.3 Paraleliza
i�on de algoritmos serieCuando se aborda el problema de la paraleliza
i�on o implementa
i�on paralela de un algo-ritmo, en algunas o
asiones, el algoritmo paralelo, o la mejor solu
i�on paralela, puede sermuy diferente de la sugerida por el algoritmo serie. Para el dise~no de algoritmos paralelospuede seguirse una metodolog��a que divide la fase de dise~no en 
uatro etapas [54℄:Parti
i�on: La 
omputa
i�on a realizar y los datos ne
esarios para esta 
omputa
i�on sedividen en diversas tareas. Las diferentes estrategias a seguir pueden ser:Des
omposi
i�on de Datos : Primero se des
omponen los datos y despu�es se lesaso
ia la 
omputa
i�on ne
esaria.Des
omposi
i�on Fun
ional : Primero se des
ompone la 
omputa
i�on en diferen-tes tareas, estable
i�endose los datos que 
ada tarea tiene aso
iados.En esta etapa se ignoran aspe
tos pr�a
ti
os, tal 
omo el n�umero de pro
esadoresen la arquite
tura �nal, 
entrando la aten
i�on en re
ono
er las partes paralelas delalgoritmo. leo�miro.ualm.es
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a
i�on: Se determinan las 
omuni
a
iones ne
esarias para 
oordinar la eje
u-
i�on de las distintas tareas, de�niendo estru
turas y algoritmos de 
omuni
a
i�onade
uados. Distintas op
iones de los tipos de 
omuni
a
iones a realizar son:Lo
al/Global: En las 
omuni
a
iones lo
ales, 
ada tarea se 
omuni
a 
on un 
on-junto peque~no de otras tareas. Las 
omuni
a
iones globales impli
an que 
adatarea se 
omunique 
on otras mu
has o 
on todas las dem�as.Estru
turada/ No Estru
turada: En las 
omuni
a
iones estru
turadas, una ta-rea y sus ve
inas forman una estru
tura regular, 
omo un �arbol o una malla.En las 
omuni
a
iones no estru
turadas la representa
i�on de las 
omuni
a
ionespuede ser un grafo arbitrario.Est�ati
as/Din�ami
as: Las 
omuni
a
iones son est�ati
as 
uando las tareas que in-tervienen en una 
omuni
a
i�on no 
ambian durante el tiempo de eje
u
i�on. Lastareas que deben 
omuni
arse entre s�� mediante estru
turas de 
omuni
a
i�ondin�ami
as, se determinan por los datos 
omputados en tiempo de eje
u
i�on ypueden ser muy variables.S��n
ronas/As��n
ronas: En las 
omuni
a
iones s��n
ronas, los produ
tores (tareasque generan datos) y 
onsumidores (tareas que utilizan los datos generadospor los produ
tores) se eje
utan de una forma 
oordinada, esper�andose unosa otros para inter
ambiar datos. En las 
omuni
a
iones as��n
ronas no existeuna 
oordina
i�on entre produ
tor y 
onsumidor, ya que los produ
tores nopueden determinar 
u�ando los 
onsumidores pueden requerir datos, por lo quelos 
onsumidores tienen que pedir datos expl��
itamente a los produ
tores.Aglomera
i�on: Las tareas y las estru
turas de 
omuni
a
i�on, de�nidas en las dos pri-meras etapas del dise~no, se eval�uan respe
to a los requerimientos de fun
ionamientoy 
ostes de la implementa
i�on en una arquite
tura parti
ular. Si es ne
esario lastareas pueden 
ombinarse en tareas mayores para mejorar el rendimiento o redu
ir
ostes de desarrollo. Tambi�en hay que determinar si mere
e la pena tener datos y/o
omputa
i�on repli
ados. El n�umero de tareas obtenido en esta fase, aunque redu
ido,debe ser su�
iente para el n�umero de pro
esadores a utilizar.Proye

i�on: Cada tarea se asigna a un pro
esador intentando maximizar el uso del pro-
esador y minimizar los 
ostes de 
omuni
a
i�on. La proye

i�on puede espe
i�
arseest�ati
amente o determinarse en tiempo de eje
u
i�on, mediante estrategias de ba-lan
eo din�ami
o de la 
arga. En 
omputadores de memoria distribuida que usanpaso de mensajes, las tareas que se 
omuni
an fre
uentemente se sit�uan en pro
e-sadores 
er
anos, o in
luso en el mismo pro
esador. Por otro lado, las tareas quepueden eje
utarse en paralelo deben situarse en distintos pro
esadores para explotarsu paralelismo. Ambas de
isiones, en algunas o
asiones, entran en 
on
i
to.En la realiza
i�on de un algoritmo paralelo a partir de uno serie se pueden usar dosalternativas:leo�miro.ualm.es
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itoEste tipo de paralelismo es m�as f�a
il para el programador, porque se deja al 
ompilador quereali
e la mayor parte de la paraleliza
i�on. De esta forma, los programas existentes puedenparalelizarse 
asi sin ser 
ambiados. Existen lenguajes de programa
i�on y 
ompiladoresque permiten realizar un paralelismo impl��
ito 
omo es el 
aso del HPF (High Perfor-man
e FORTRAN). �Estos extienden los lenguajes de programa
i�on tradi
ionales, 
omo elFORTRAN 90, 
on senten
ias paralelas (por ejemplo 
on el 
omando FORALL). Desafor-tunadamente, la 
onversi�on autom�ati
a de programas se
uen
iales, a versiones paralelase�
ientes, es muy dif��
il porque el 
ompilador debe analizar y 
omprender las dependen
iasentre las distintas partes del 
�odigo se
uen
ial, para asegurar una proye

i�on e�
iente enel 
omputador paralelo. El 
ompilador debe dividir el programa se
uen
ial y analizar lasdependen
ias entre las distintas partes. El an�alisis de dependen
ias es 
ompli
ado debi-do a las estru
turas de 
ontrol 
omo bu
les, senten
ias de salto 
ondi
ional y llamadas asubrutinas, adem�as de que normalmente existen mu
has formas de es
ribir un programase
uen
ial, para una determinada apli
a
i�on. Por estos motivos, en la mayor��a de los 
asos,la interven
i�on del programador es ne
esaria.Paralelismo expl��
itoEn el modelo de paralelismo expli
ito, es el programador el en
argado de determinarlas op
iones 
on
retas en 
ada una de las etapas del dise~no de algoritmos paralelos. Unes
enario 
om�un est�a 
ompuesto por 
omputadores paralelos formados por nodos queson pro
esadores que se usan en esta
iones de trabajo de altas presta
iones, o in
luso laspropias esta
iones, 
one
tadas mediante una red de 
omuni
a
i�on r�apida. Ejemplo de estos
omputadores son el SP2 de IBM 
on nodos RS/6000 o el Cray T3E 
on nodos basadosen los Alpha de DEC. El n�umero medio de nodos est�a entre 10 y 100. En este tipo de
omputadores, las 
omuni
a
iones entre nodos se realizan normalmente mediante el uso depaso de mensajes. En 
uanto a los algoritmos, �estos se 
ara
terizan por usar normalmenteuna des
omposi
i�on de datos, donde se realiza una mez
la de grandes fases de 
�al
ulo,
on posibles inter
ambios de datos entre pro
esadores, y en algunas o
asiones, fases debalan
eo de la 
arga.4.1.4 Balan
eo de la 
argaEl objetivo de un programa paralelo es realizar una buena divisi�on del problema, parabalan
ear la 
arga 
omputa
ional entre los pro
esadores y minimizar la ne
esidad de 
o-muni
a
i�on entre pro
esos. Normalmente las t�e
ni
as de balan
eo de la 
arga han sidopropuestas para su uso en algoritmos paralelos basados en la des
omposi
i�on de datos quese eje
utan sobre 
omputadores de memoria distribuida. Esta des
omposi
i�on de datospuede realizarse de dos formas: leo�miro.ualm.es



124 4.1. ALGUNAS NOCIONES SOBRE PARALELISMOBalan
eo est�ati
o de la 
arga: Podemos hablar de una distribu
i�on de la 
arga est�ati-
a, si la 
arga 
omputa
ional del problema se puede 
ono
er antes de resolverlo.La solu
i�on m�as simple es la de dividir el problema en p subproblemas que tenganaproximadamente la misma 
arga 
omputa
ional, resolviendo 
ada uno de estos sub-problemas en 
ada pro
esador, intentando tambi�en minimizar las 
omuni
a
iones.La prin
ipal ventaja del balan
eo est�ati
o de la 
arga es que no produ
e ningunasobre
arga 
omputa
ional en tiempo de eje
u
i�on.Balan
eo din�ami
o de la 
arga: Se apli
a a problemas donde la 
arga 
omputa
ionalse 
rea y/o se destruye din�ami
amente, durante la eje
u
i�on del algoritmo parale-lo. Hay que intentar balan
ear la 
arga, es de
ir, que la 
arga 
omputa
ional de lossubproblemas tratados en 
ada pro
esador sea aproximadamente igual, evitando quehaya pro
esadores o
iosos o en espera de trabajo, mientras otros tienen mu
ho tra-bajo por realizar. Para resolver este tipo de problemas se usan estrategias din�ami
asde distribu
i�on de la 
arga 
omputa
ional. Estas estrategias produ
en un in
rementode la 
arga 
omputa
ional del programa paralelo en tiempo de 
omputa
i�on. Por estemotivo, hay que estable
er un 
ompromiso entre un balan
eo �optimo de la 
arga yla sobre
arga produ
ida por el balan
eo.Generalmente los algoritmos de balan
eo din�ami
o de la 
arga 
onsisten en 
uatro
omponentes:Medida de la 
arga: La 
arga 
omputa
ional se 
uanti�
a normalmente medianteun ��ndi
e positivo, que toma el valor 
ero 
uando un pro
esador est�a o
ioso, ein
rementa su valor, 
uando se in
rementa la 
arga 
omputa
ional. Este ��ndi
ees una estima
i�on de la 
arga 
omputa
ional y se basa en algunos par�ametrosmedibles, 
omo la 
antidad y el tama~no de las opera
iones a realizar. Debidoa que la medida de la 
arga se ha
e fre
uentemente, su 
�al
ulo debe ser muye�
iente, por lo que normalmente se usan heur��sti
as para su estima
i�on.Los problemas tratados en esta tesis est�an basados en algoritmos de Rami�-
a
i�on y A
ota
i�on, que tienen 
omo prin
ipal in
onveniente, la ne
esidad derealizar un balan
eo din�ami
o de la 
arga. Para estos algoritmos, la 
arga deun pro
esador se de�ne mediante una fun
i�on de 
arga, 
, que depende deln�umero de subproblemas lo
ales y de la 
alidad de los mismos. Si se denota porpi al pro
esador i y se usa 
omo estimador de la 
alidad de una subregi�on deb�usqueda, Xi; i = 1; � � � ; k, el valor de F (Xi), enton
es algunas de las posiblesfun
iones de la 
arga aso
iada al pro
esador pi pueden ser:
(pi) = k (4.1)
(pi) = minj=1::kfF (Xj)g (4.2)leo�miro.ualm.es
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(pi) = kXj=1(f� � F (Xj))2 (4.3)
(pi) = kXj=1 ef��F (Xj) (4.4)Inter
ambio de informa
i�on: Para tomar de
isiones sobre la ne
esidad de balan-
eo, un pro
esador tiene que 
ono
er la 
arga de los dem�as pro
esadores. Esteinter
ambio de informa
i�on puede ha
erse de forma 
entralizada o distribuida.En la versi�on distribuida, 
ada pro
esador debe tener informa
i�on de la 
argade los pro
esadores ve
inos, si se estable
e una estrategia lo
al, o una informa-
i�on de todos los pro
esadores, si se usa una estrategia global. Normalmente laestrategia global es impra
ti
able para sistemas 
on un gran n�umero de pro-
esadores. En el modelo 
entralizado un pro
esador est�a dedi
ado a re
oger ymantener la informa
i�on de la 
arga del sistema. Normalmente este pro
esadortiene la responsabilidad de tomar las de
isiones para balan
ear la 
arga en losotros pro
esadores. Las estrategias 
entralizadas obtienen un buen rendimientoen sistemas de peque~na es
ala. En sistemas de una es
ala mayor, el pro
esadordedi
ado al balan
eo de la 
arga suele ser un 
uello de botella para las 
omuni-
a
iones. Para remediar este problema se han propuesto estru
turas jer�arqui
asde este tipo de pro
esadores dedi
ados.Hay que estable
er un 
ompromiso entre tener un valor a
tualizado de la 
argade los dem�as pro
esadores y redu
ir el n�umero de 
omuni
a
iones. Las estrate-gias m�as utilizadas son las siguientes:Por demanda : Un pro
esador pregunta a los dem�as sobre su 
arga antes deini
iar una opera
i�on de balan
eo.Peri�odi
amente : Los pro
esos se inter
ambian peri�odi
amente informa
i�onsobre su 
arga.Por 
ambio de 
arga : Cuando el estado de la 
arga de un pro
esador 
ambiaun 
ierto grado, el pro
esador 
omuni
a el 
ambio a los dem�as.Adem�as de la informa
i�on de la 
arga a
tual, se pueden realizar nuevos balan-
eos de la 
arga a partir de los resultados de opera
iones de balan
eo previas.Tambi�en existen algoritmos que distribuyen la 
arga de forma aleatoria, entiempo de eje
u
i�on, sin ning�un tipo de informa
i�on sobre la 
arga del sistema.Regla de ini
ializa
i�on: Indi
a 
u�ando debe ini
ializarse una opera
i�on de balan-
eo. En esta de
isi�on se debe sopesar la ventaja de ini
ializar el balan
eo, frentea la sobre
arga 
omputa
ional que �este 
onlleva. Este tipo de de
isiones suelenser heur��sti
as, debido a que se basan en el �ultimo valor 
ono
ido de la 
ar-ga 
omputa
ional de los dem�as pro
esadores, que normalmente es impre
iso.El balan
eo de la 
arga puede ini
ializarse por un pro
esador 
on mu
ha 
ar-ga 
omputa
ional (ini
ializada por emisor), por un pro
esador 
on po
a 
argaleo�miro.ualm.es
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omputa
ional (ini
ializada por re
eptor) o peri�odi
amente. En las versionesini
ializadas por emisor y re
eptor hay que estable
er unos umbrales m�aximosy m��nimos de la 
arga 
omputa
ional, a partir de los 
uales debe ini
ializarse laopera
i�on de balan
eo. Estos umbrales depender�an de la estrategia estable
idapara el inter
ambio de informa
i�on sobre la 
arga 
omputa
ional.Opera
i�on de balan
eo: La opera
i�on de balan
eo est�a de�nida por la siguientesreglas:Regla de lo
aliza
i�on: Determina el 
onjunto de pro
esadores que van a in-tervenir en el balan
eo de la 
arga, de�niendo de esta forma el dominio debalan
eo.Regla de distribu
i�on: Determina 
�omo distribuir la 
arga en el dominio debalan
eo.Regla de sele

i�on: Determina qu�e trabajos forman la 
arga que se va a dis-tribuir.Ejemplos 
on
retos de algoritmos de balan
eo est�ati
o y din�ami
o de la 
arga puedenen
ontrarse en [110, 186℄.4.2 Algoritmos de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on paralelosLos algoritmos de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on (Bran
h and Bound) se utilizan para en
on-trar solu
iones �optimas mediante la genera
i�on de arboles de b�usqueda, donde a menudo,una b�usqueda exhaustiva en todo el �arbol es impra
ti
able. Est�an basados en una des-
omposi
i�on su
esiva del problema original en subproblemas m�as peque~nos y disjuntos,hasta en
ontrar la solu
i�on �optima, evitando visitar algunos subproblemas en los 
ualesse sabe que no se en
uentra di
ha solu
i�on. El pro
esamiento paralelo ha sido 
onsideradoampliamente 
omo una fuente adi
ional de mejora en la e�
ien
ia de la b�usqueda, ya quelos problemas que se generan durante la eje
u
i�on de los algoritmos de Rami�
a
i�on yA
ota
i�on son disjuntos y se pueden resolver simultanea e independientemente, pudi�endo-se usar un 
onjunto de pro
esadores para resolver 
on
urrentemente varios subproblemasen 
ada itera
i�on.Los algoritmos de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on di�eren de otras apli
a
iones de la Cien
iay la Ingenier��a en que:� Los 
onjuntos de datos son irregulares y de distinto tama~no.� La 
arga de trabajo generada no es uniforme.� En algoritmos paralelos de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on el trabajo realizado puede de-pender del n�umero de pro
esadores que se usen.Por estos motivos la programa
i�on se 
onvierte en un trabajo pre
iso en el que hayque tener en 
uenta las siguientes posibilidades:leo�miro.ualm.es
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arga de la b�usqueda: Los algoritmos de b�usqueda paralelos tienen sobre
argasdebido a diferentes motivos. �Estas in
luyen sobre
argas en las 
omuni
a
iones ytiempos o
iosos debido a desbalan
eo de la 
arga y a 
on
i
tos de a

eso a memoria,si se usan estru
turas de datos 
ompartidas. As��, si las implementa
iones paralelasy se
uen
iales del algoritmo realizan la misma 
antidad de trabajo, es normal quela ganan
ia en velo
idad para p pro
esadores S(p) < p. Sin embargo, la 
antidad detrabajo realizada en la implementa
i�on paralela a menudo di�ere de la realizada porla versi�on se
uen
ial, prin
ipalmente, porque se exploran diferentes partes del �arbolde b�usqueda T .De�ni
i�on 4.2.1 Sea W el trabajo realizado por el algoritmo de b�usqueda se
uen
ialy Wp el realizado por la versi�on paralela 
on p pro
esadores. Se de�ne el fa
torde sobre
arga de la b�usqueda del sistema paralelo 
omo la rela
i�on entre el trabajorealizado por la versi�on paralela y la se
uen
ial, o Wp/W [65℄.As��, el l��mite superior de S(p) viene dado por p �W=Wp. En la pr�a
ti
a, la ganan
iade velo
idad puede ser menor, debido a otras sobre
argas de la paraleliza
i�on. Enla mayor��a de los algoritmos de b�usqueda paralelos el fa
tor de sobre
arga de lab�usqueda es mayor de uno. Sin embargo, en algunos 
asos es menor que uno, dandolugar a ganan
ias de velo
idad superlineales. Si el fa
tor de sobre
arga es menorque uno, en media, enton
es el algoritmo serie no es el m�as r�apido para resolver elproblema.De
isi�on entre 
omuni
a
i�on y 
omputa
i�on: En los algoritmos de Rami�
a
i�on yA
ota
i�on paralelos hay que tomar la de
isi�on 
l�asi
a entre 
omuni
a
i�on y 
ompu-ta
i�on. Como se men
ion�o anteriormente la sobre
arga de la b�usqueda para mu
hosalgoritmos es mayor que uno, lo que impli
a que la implementa
i�on paralela realizam�as trabajo que la se
uen
ial. Se puede redu
ir la sobre
arga de la b�usqueda paraestas implementa
iones a 
osta de in
rementar las 
omuni
a
iones y vi
eversa. Porejemplo, si la regi�on de b�usqueda se divide est�ati
amente entre los pro
esadores yestos realizan una b�usqueda independiente, por lo tanto sin 
omuni
a
iones, estosrealizaran en 
onjunto una b�usqueda mayor que en la versi�on se
uen
ial del algo-ritmo. Esta sobre
arga de la b�usqueda puede redu
irse, en mayor o menor medida,dependiendo de las 
omuni
a
iones realizadas entre pro
esadores. Si en los algorit-mos de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on paralelos, los pro
esadores se dedi
an a bus
ar endistintas ramas de T , un par�ametro importante a 
omuni
ar es la mejora en
ontradaen el l��mite superior de la solu
i�on, f�. Este inter
ambio de informa
i�on permitir�a am�as pro
esadores ha
er uso de la Regla de Elimina
i�on y redu
ir as�� la sobre
argade la b�usqueda, pero aumentando la sobre
arga de las 
omuni
a
iones.Es
alabilidad y algoritmos es
alables: La ganan
ia de velo
idad no se in
rementalinealmente 
on el n�umero de pro
esadores si se usa la versi�on paralela para resolverun problema de tama~no �jo. En estos 
asos, la l��nea de ganan
ia de velo
idad tiendeleo�miro.ualm.es



128 4.2. ALGORITMOS DE RAMIFICACI �ON Y ACOTACI �ON PARALELOSa saturarse. Este fen�omeno es 
ierto para todos los sistemas paralelos y es des
ritomediante la Ley de Amdahl (De�ni
i�on 4.1.3, p�agina 121).Para mu
hos algoritmos paralelos, si se in
rementa el tama~no del problema, W , 
onun n�umero �jo de pro
esadores, p, enton
es la e�
ien
ia se in
rementa, aproxim�ando-se a uno, porque la sobre
arga total del pro
eso paralelo 
re
e menos que W . Paraestos algoritmos paralelos la e�
ien
ia puede mantenerse a un determinado valor (en-tre 0 y 1) 
on el in
remento del n�umero de pro
esadores, si el tama~no del problematambi�en se in
rementa. Estos algoritmos son 
ali�
ados 
omo es
alables en [65℄. Elpor
entaje en el que el tama~no del problema debe 
re
er, 
on respe
to al n�umero depro
esadores, para mantener la E�
ien
ia �ja, determina el grado de es
alabilidad delos algoritmos paralelos y est�a determinado por la fun
i�on de isoe�
ien
ia [93, 94℄.Como el reparto del trabajo entre los pro
esadores es una parte importante del algo-ritmo de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on paralelo, el modo de alma
enamiento de la estru
turade datos D, que 
ontiene los subproblemas a
tivos, es un par�ametro a 
onsiderar. Otropar�ametro a determinar es 
u�ando se a

ede a la estru
tura de datos D. Este a

eso puedeha
erse en momentos arbitrarios durante la eje
u
i�on, o los pro
esadores deben esperarseunos a otros, es de
ir, el algoritmo puede ser s��n
rono o as��n
rono. La taxonom��a presentadaen [32℄ est�a basada en estos par�ametros. En [39℄ se 
onsideran otros par�ametros adi
io-nales, 
omo la unidad de trabajo y la posibilidad de interrumpir un pro
esador durantesu eje
u
i�on. A 
ontinua
i�on se ha
e una des
rip
i�on m�as detallada de estos par�ametros,siguiendo las referen
ias anteriormente men
ionadas.Memoria 
ompartida versus distribuida: Hay que estable
er 
�omo se alma
enan lossubproblemas a
tivos. Los extremos de la posible ele

i�on son el modelo de memoria
ompartida, denominado SDOM (Shared Data-Obje
t Model) en [32℄ y el modelode memoria distribuida, denominado DDM (Distributed Data Model) por los mis-mos autores. Este par�ametro est�a estre
hamente rela
ionado 
on la ele

i�on de unaarquite
tura parti
ular (Se

i�on 4.1.1, p�agina 114).� En el modelo distribuido, 
ada pro
esador mantiene su propia estru
tura dedatos lo
al Di. Los pro
esadores se 
omuni
an mediante inter
ambios de sub-problemas entre las estru
turas de datos lo
ales, que se organizan 
omo listasordenadas de problemas. Cuando se sele

iona un nodo del sub�arbol de b�usque-da lo
al, �este se obtiene de la estru
tura de datos lo
al Di y los generados apartir de �el son alma
enados en Di. La simpli
idad de este modelo puede darlugar a pensar que los algoritmos paralelos de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on son, eneste 
aso, sen
illos: 
ada pro
esador realiza una b�usqueda se
uen
ial en partesdiferentes y disjuntas del �arbol de b�usqueda T . Sin embargo, no se 
ono
e deantemano la estru
tura de T , y 
omo los problemas son generados y sele

iona-dos de un modo no prede
ible, en los algoritmos de Rami�
a
i�on y A
ota
i�onparalelos apare
en irregularidades durante la b�usqueda. Es probable que el al-goritmo distribuido produz
a una sobre
arga en la b�usqueda, si se 
ompara 
onleo�miro.ualm.es
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uen
ial, ya que una regi�on de T , que no se 
onsidere en el 
asose
uen
ial, puede ser asignada a un pro
esador para su evalua
i�on. Adem�as,un pro
esador puede quedarse sin trabajo al quedarse su estru
tura de datoslo
al va
��a. Las medidas a tomar para evitar estos problemas est�an basadas ent�e
ni
as de balan
eo din�ami
o de la 
arga (v�ease la Se

i�on 4.1.4), donde la
arga 
omputa
ional debe redistribuirse de forma equitativa entre los pro
esa-dores. Esta 
arga 
omputa
ional puede de�nirse de varias formas, pero siempreteniendo en 
uenta los subproblemas alma
enados en las estru
turas de datoslo
ales, Di. Varios experimentos han mostrado que este balan
eo de la 
arga de-be basarse en una fun
i�on heur��sti
a h (Se

i�on 1.5.1, p�agina 27), de forma quese tenga en 
uenta la 
alidad o 
oste de los subproblemas [1, 4, 61, 87, 93, 109℄.� En el modelo de memoria 
ompartida existe una sola estru
tura de datos D,que 
ontiene el 
onjunto de nodos a
tivos de T , alma
enados 
omo una listaordenada de problemas. En este 
aso no se tiene en 
uenta la estru
tura del�arbol de b�usqueda, evitando as�� los problemas inherentes a la irregularidaddel mismo. Los pro
esadores deben 
omuni
arse a trav�es de la estru
tura dedatos global, D [104℄. En todo momento los pro
esadores mantienen D en unestado 
onsistente 
on todos los subproblemas a
tivos. La ventaja es 
lara:
omo D 
ontiene todos los subproblemas a resolver, los pro
esadores puedentrabajar sobre los subproblemas m�as prometedores. De este modo se realizaun balan
eo de la 
arga 
ualitativo y 
uantitativo. La desventaja es que lospro
esadores tienen que realizar a

esos fre
uentes a la estru
tura de datos D,que se en
uentra en la memoria 
ompartida. El a

eso a esta estru
tura dedatos se 
onvierte en un 
uello de botella, 
uando el n�umero de pro
esadoreses su�
ientemente grande.Por lo anteriormente men
ionado, los algoritmos de b�usqueda tienen 
omo estru
turade alma
enamiento l�ogi
a las estru
turas de datos globales. �Estas se usan normal-mente en m�aquinas de memoria 
ompartida. Implementa
iones dire
tas de estast�e
ni
as de b�usqueda en 
omputadores basados en paso de mensajes, dan a menu-do 
omo resultado un aumento de los 
ostes de 
omuni
a
i�on para a

eder a lasestru
turas de datos 
ompartidas. Para redu
ir las 
omuni
a
iones pueden usarseestru
turas de datos distribuidas, pero estas estru
turas pueden produ
ir un in
re-mento en la sobre
arga de la b�usqueda. Los 
omputadores de memoria 
ompartida noson muy es
alables, parti
ularmente si todos los pro
esadores tienen la misma a

e-sibilidad a toda la memoria global. Por este motivo, la mayor��a de los 
omputadoresde memoria 
ompartida est�an basados en una arquite
tura de memoria distribuida,
on hardware espe
ial para soportar un dire

ionamiento global, 
omo por ejem-plo el Cray T3D [33℄. Aunque el a

eso a las memorias remotas est�a soportado porhardware, su 
oste ex
ede el 
oste de un a

eso a memoria lo
al en dos ordenes demagnitud, por lo que, in
luso en estos sistemas, las estru
turas de datos ne
esariaspara 
omputadores basados en paso de mensajes son �utiles. leo�miro.ualm.es
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omo los extremos de un amplioespe
tro, existiendo otros modelos intermedios. Por ejemplo, los pro
esadores puedendividirse en grupos, donde 
ada grupo se 
omporta de a
uerdo al modelo de memoria
ompartida y entre grupos se apli
a el modelo de memoria distribuida.Unidad de trabajo: Otro par�ametro a elegir es la unidad de trabajo. Hasta ahora seha asumido impl��
itamente que D, global o lo
al, era a
tualizada 
ada vez que unsubproblema ha sido evaluado. Tambi�en puede permit��rsele a un pro
esador realizaruna b�usqueda limitada a partir de un subproblema, es de
ir, generar un sub�arbolde po
os niveles a partir del nodo sele

ionado del �arbol de b�usqueda, y s�olo en-ton
es a
tualizar D 
on los nodos hojas de ese sub�arbol. De esta forma de
re
e lane
esidad de realizar 
omuni
a
iones, pero al mismo tiempo de
re
e la 
alidad delos datos alma
enados en D. �Este es otro ejemplo de de
isi�on entre 
omputa
i�on y
omuni
a
i�on.Modo de sin
roniza
i�on: Un pro
esador tiene dos op
iones 
uando 
ompleta su unidadde trabajo: esperar a que los dem�as pro
esadores tambi�en 
ompleten su unidad detrabajo, o 
ontinuar sobre otra unidad de trabajo. Esperar a los dem�as pro
esadorespuede ser favorable, espe
ialmente en un modelo de memoria 
ompartida, ya quelos problemas sele

ionados por los pro
esadores en 
ada itera
i�on son los mejores,debido a que un pro
esador tiene un 
ono
imiento 
ompleto sobre el estado delproblema a la hora de sele

ionar una nueva unidad de trabajo. De esta forma lasimplementa
iones s��n
ronas limitan la 
antidad de trabajo inne
esario que se puedarealizar, pero tambi�en produ
e estados de espera en los pro
esadores. En el 
asoas��n
rono, un pro
esador puede no tener 
ono
imiento de la informa
i�on generadapor otro pro
esador. �Esto puede dar lugar a resolver subproblemas 
uya resolu
i�onno ser��a ne
esaria en un modelo s��n
rono. Por otro lado, las ventajas que ofre
e son:un mayor poten
ial de ganan
ia de velo
idad que el modelo s��n
rono, se solapan
omuni
a
i�on y 
omputa
i�on y no hay puntos de sin
roniza
i�on para a

eder a laestru
tura de datos.Modo de interrup
i�on: Para habilitar el uso de la informa
i�on generada por otros pro-
esadores, un pro
esador tiene que dete
tar la a
tualiza
i�on deD. Existen dos modosb�asi
os en los que un pro
esador se da 
uenta de una a
tualiza
i�on: el pro
esador
hequea D en intervalos regulares de tiempo (normalmente en modelos SDOM) o esinterrumpido 
uando D es a
tualizada (normalmente en modelos DDM). Si se re
ibeuna interrup
i�on, el pro
esador deja de trabajar sobre la unidad de trabajo a
tual,
hequea D y de
ide si 
ontin�ua trabajando sobre la unidad de trabajo a
tual, o sirealiza otra tarea que supuestamente es m�as apropiada. En el �ultimo 
aso, la unidadde trabajo a
tual se alma
ena en D.La ele

i�on de estos par�ametros no es siempre f�a
il. Los par�ametros dependen de fa
to-res 
omo el tipo de problema, es de
ir, la espe
i�
a
i�on de las reglas b�asi
as de Rami�
a
i�onleo�miro.ualm.es
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ota
i�on, del ejemplo 
on
reto del problema (el tama~no del 
onjunto de nodos a
tivospuede variar mu
ho) y la arquite
tura utilizada, ya que no todas las arquite
turas soportanunas espe
i�
a
iones arbitrarias de los par�ametros, los proto
olos de 
omuni
a
i�on puedenser r�apidos o lentos, et
.4.2.1 Anomal��as de los algoritmos de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on paralelosLa naturaleza heur��sti
a de los Algoritmos de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on apare
e 
uandoen la sele

i�on del siguiente subproblema a tratar hay que de
idir, entre varios 
on lamisma prioridad, 
u�al tiene mayor probabilidad de ser un 
amino 
r��ti
o m��nimo. Variossubproblemas pueden tener la misma prioridad, por ejemplo, el mismo l��mite inferior, sise 
onsidera una regla de sele

i�on de Primero el Mejor. Debido a la naturaleza de losproblemas, es dif��
il, si no imposible, el prede
ir qu�e dire

i�on de la b�usqueda se debetomar para redu
ir, tanto 
omo sea posible, el trabajo a realizar. A mediados de los 80,varios autores se dieron 
uenta de la existen
ia de anomal��as en la ganan
ia de velo
idaddebidas a la Regla de Sele

i�on utilizada, 
uando exist��an varios problemas 
on el mismol��mite inferior, igual a f� [97, 98℄ (Notas hist�ori
as pueden verse en [147℄). De he
ho, Foxet al. en los 70 ya hab��an observado que in
luso en el 
aso de un solo pro
esador, 
uandovarios nodos tienen el mismo l��mite inferior, algunas estrategias Primero el Mejor no son�optimas [55℄.De�ni
i�on 4.2.2 Se de�ne I(p) 
omo el n�umero de itera
iones llevadas a 
abo 
on p pro-
esadores en un problema de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on. Se de�ne la ganan
ia de velo
idad
on respe
to al n�umero de itera
iones realizado SI(p) = I(1)=I(p) [32℄.Generalizando, 
uando se usa un modelo de 
omuni
a
i�on s��n
rono, la ganan
ia de ve-lo
idad SI(p) est�a determinada solamente por la di�
ultad del problema (tama~no y formade T ), ya que usando un modelo s��n
rono la eje
u
i�on est�a 
ompletamente de�nida. Enla pr�a
ti
a, 
uando se usan varios pro
esadores, normalmente son inevitables situa
ionesdel tipo 1 < SI(p) < p, 
omo se vio anteriormente, prin
ipalmente 
uando el n�umero depro
esadores es grande respe
to a la di�
ultad del problema. Las anomal��as de la ganan
iade velo
idad son de dos tipos: Anomal��as A
eleratorias, donde SI(p) > p y Anomal��as De-trimentales, donde SI(p) < 1 [97, 98, 106℄. Es obvio que se desea preservar las anomal��asa
eleratorias y evitar las detrimentales. Dentro de los subproblemas 
on el mismo l��miteinferior, pueden existir unos que est�en m�as 
er
a de la solu
i�on que otros. Por lo tanto, siel algoritmo paralelo explora los mejores subproblemas primero se obtendr�an anomal��asa
eleratorias y vi
eversa.Estas anomal��as han sido te�ori
a y extensivamente estudiadas para algoritmos paralelosde Rami�
a
i�on y A
ota
i�on s��n
ronos [10, 97, 98, 99, 55, 105, 106, 114℄. El 
aso as��n
ronose ha tratado en [29, 30, 38℄, siempre en el modelo SDOM, debido a las di�
ultades quepresenta el estudio del 
aso as��n
rono en un modelo DDM. leo�miro.ualm.es
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iones para prevenir anomal��as detrimentalesEstas 
ondi
iones apare
en en algoritmos que usan una estrategia de sele

i�on Primeroel Mejor, para en
ontrar una �uni
a solu
i�on �optima. En [97, 98℄ se demostr�o, que paraalgoritmos de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on paralelos s��n
ronos, el n�umero de itera
iones rea-lizadas por el algoritmo se
uen
ial no se in
rementaba en la versi�on paralela, 
on p > 1,si la fun
i�on de a
ota
i�on (De�ni
i�on 1.5.1, p�agina 27) li(v) 6= f�, no siendo v un nodosolu
i�on [106℄. Adem�as, la fun
i�on de prioridad heur��sti
a h, que estable
e la ordena
i�onde los subproblemas en la estru
tura de datos D para su pro
esamiento, debe 
umplir que:1. h(v) 6= h(v0) si v 6= v0; v; v0 2 V .2. h(v) � h(v0), si v0 es des
endiente de v.Es de
ir, si la fun
i�on de prioridad heur��sti
a h es inye
tiva y adem�as es 
onsistente 
onla fun
i�on de a
ota
i�on li ( h(v1) � h(v2)) li(v1) � li(v2); 8v1; v2 2 V ).Si existen rela
iones de dominan
ia, �estas deben ser 
onsistentes 
on la fun
i�on de prio-ridad heur��sti
a h (De�ni
i�on 1.5.6, p�agina 31). Bajo estas 
ondi
iones los nodos divididospor el algoritmo se
uen
ial, tambi�en llamados nodos primarios, no pueden ser eliminadospor un test de dominan
ia [38℄. El uso de una regla de prioridad heur��sti
a no ambigua esuna 
ondi
i�on su�
iente, ya que garantiza que al menos un nodo primario es des
ompuestoen 
ada itera
i�on de la eje
u
i�on del algoritmo s��n
rono, y que una vez que todos los nodosprimarios son des
ompuestos o eliminados, la eje
u
i�on s��n
rona termina. La demostra
i�onpara el 
aso s��n
rono puede en
ontrarse en [106℄.En [114℄ se de�nen reglas del tipo FIFO, LIFO y Consistentes para ordenar los nodos
on el mismo valor de la fun
i�on de prioridad h, demostrando que la regla FIFO espr�a
ti
a y te�ori
amente menos propensa a 
ualquier tipo de anomal��as de los algoritmosparalelos s��n
ronos, usando la regla de sele

i�on Primero el Mejor.Condi
iones para preservar anomal��as a
eleratoriasLas anomal��as a
eleratorias son una 
onse
uen
ia del he
ho de que los algoritmos de Rami-�
a
i�on y A
ota
i�on paralelos pueden ser m�as e�
ientes en sus sele

iones heur��sti
as, yaque des
omponen simult�aneamente varios subproblemas en 
ada itera
i�on y por lo tantoel �arbol de b�usqueda generado es menor que el del algoritmo se
uen
ial. Esto s�olo puedeo
urrir si se eliminan algunos de los nodos primarios. En [105, 106℄ se muestra que lasanomal��as de tipo a
eleratorio o
urren en los siguientes 
asos:� Cuando se usa una Regla de Sele

i�on en an
hura o en profundidad.� Para la Regla de Sele

i�on Primero el Mejor, 
uando varios nodos tienen el mismovalor de la fun
i�on de prioridad heur��sti
a, es de
ir, 
uando la fun
i�on de priori-dad heur��sti
a h no es 
ompletamente 
onsistente 
on la fun
i�on de a
ota
i�on li.La fun
i�on h es 
ompletamente 
onsistente 
on li, si f(v1) < f(v2) ) li(v1) <li(v2); 8v1; v2 2 V .leo�miro.ualm.es
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ondi
iones para prevenir anomal��as detrimentales, el que la fun
i�onh sea 
ompletamente 
onsistente 
on la fun
i�on li puede dar lugar tambi�en a anomal��asdetrimentales. En ejemplos pr�a
ti
os las anomal��as detrimentales pueden estar es
ondidasdetr�as de anomal��as a
eleratorias.A~nadir m�as pro
esadores puede dar lugar a en
ontrar m�as r�apidamente un mejor l��mi-te superior de la solu
i�on (f�) y por lo tanto evitar la evalua
i�on de subproblemas quepodr��an evaluarse sin la utiliza
i�on de estos nuevos pro
esadores. Se asume impl��
itamen-te que si el problema en 
uesti�on es su�
ientemente grande, el n�umero de subproblemasa
tivos es su�
iente para mantener o
upados a los pro
esadores en todo momento [25℄. Re-sultados sobre anomal��as mostraron que �arboles de b�usqueda densos 
on 
aminos 
r��ti
osm��nimos 
ortos produ
��an mejores rendimientos, usando algoritmos paralelos, que para�arboles po
o densos 
on 
aminos 
r��ti
os m��nimos largos [97℄. An�alisis te�ori
os y expe-rimentales han demostrado que las anomal��as son raras 
uando se bus
an las solu
iones�optimas usando una Regla de Sele

i�on Primero el Mejor y el problema es su�
ientementegrande, por ejemplo, para el problema de la Mo
hila [97, 31℄, el problema del Viajante deComer
io [141, 147, 149℄, el problema de Cobertura de V�erti
es [183℄, para los problemas:de la Mo
hila, Programa
i�on Entera y Cobertura de V�erti
es [184℄ y para problemas deAsigna
i�on Cuadr�ati
a [107, 137, 160℄.4.3 Paraleliza
iones existentes de algoritmosde Optimiza
i�on Global basados en intervalosEn esta se

i�on se des
ribir�an los m�etodos de paraleliza
i�on usados en los po
os algorit-mos paralelos de Optimiza
i�on Global basados en intervalos y Rami�
a
i�on y A
ota
i�onexistentes y sus resultados:4.3.1 Henriksen y MadsenEl problema de tener varias listas de trabajo distribuidas desapare
e si se usa una estra-tegia maestro-es
lavo, donde todas la 
ajas est�an alma
enadas en la lista de trabajo delpro
esador maestro, al igual que f�. En este modelo, implementado por Henriksen y Mad-sen [73, 74℄, el pro
esador maestro env��a 
ajas a los pro
esadores es
lavos y re
oge de �estoslos resultados (v�ease la Figura 4.4). Ini
ialmente la regi�on de b�usqueda S se divide en p�1
ajas, siendo p � 1 el n�umero de pro
esadores es
lavos. No existe 
omuni
a
iones entrelos pro
esadores es
lavos. Debido a esto, las mejoras de f�, obtenidas por un pro
esadores
lavo, se 
omuni
an a los dem�as pro
esadores es
lavos mediante el pro
esador maestro.Una desventaja de este m�etodo es que el pro
esador maestro tiene mu
ho trabajo paragestionar las peti
iones y devolu
iones de resultados de los pro
esadores es
lavos. Las
omuni
a
iones 
on el pro
esador maestro pueden llegar a ser un 
uello de botella, si eln�umero de pro
esadores es
lavos 
re
e por en
ima de un umbral. Otro in
onveniente es quela longitud m�axima de la lista est�a determinada por la memoria del pro
esador maestro;leo�miro.ualm.es
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Figura 4.4: Esquema del m�etodo maestro-es
lavo.la memoria de los pro
esadores es
lavos 
asi no se usa. Henriksen y Madsen apli
aronuna estrategia de sele

i�on basada en una B�usqueda en Profundidad seg�un el tama~node las 
ajas, ya que sus requerimientos de memoria son menores que otras estrategias. Elpro
esador es
lavo se queda 
on una de las 
ajas generadas, resultado de la ultima divisi�ony env��a la otra al pro
esador maestro, 
on lo que se redu
en las 
omuni
a
iones, ya ques�olo debe pedir 
ajas al pro
esador maestro 
uando las dos 
ajas generadas se eliminan.Para obtener una buena e�
ien
ia usando una B�usqueda en Profundidad hay que 
ono
erde antemano un buen f�. En su algoritmo, Henriksen y Madsen usan el m��nimo global,f�, para ini
ializar f�, pero este valor normalmente se des
ono
e antes de eje
utar elalgoritmo. Henriksen y Madsen proponen usar un m�etodo de Optimiza
i�on Lo
al paraobtener una buena estima
i�on ini
ial de f�.En [73℄ se 
omparan los resultados num�eri
os para dos fun
iones de prueba, 
on elmismo algoritmo, pero 
on distintas reglas de sele

i�on: usando una b�usqueda basada enPrimero el Mejor F (X) y una B�usqueda en Profundidad. Los resultados de la B�usquedaen Profundidad siempre fueron mejores, obteniendo una ganan
ia de velo
idad de 28 y16.5 
on 1+32 pro
esadores, para 
ada una de las fun
iones, mientras que usando unab�usqueda basada en Primero el Mejor F (X) se obtuvieron unas ganan
ias de velo
idad de16 y 3, para las mismas fun
iones. Henriksen y Madsen argumentan que si se 
ono
e f�,la B�usqueda en Profundidad es mejor debido prin
ipalmente a que el tiempo de gesti�on dela lista de trabajo es menor.4.3.2 Eriksson y Lindstr�omEriskson y Lindstr�om proponen diferentes estrategias des
entralizadas de balan
eo din�ami-
o, ini
ializadas por emisor y re
eptor, teniendo en 
uenta la 
antidad y la 
alidad de las
ajas que migran. Los experimentos se realizaron sobre un Intel iPSC/2 [49℄, donde losleo�miro.ualm.es
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esadores se organizaron formando un anillo. En 
ada pro
esador se eje
utaron dospro
esos: un organizador y un es
lavo. El pro
eso es
lavo s�olo pide y re
ibe 
ajas del or-ganizador para su evalua
i�on. El pro
eso organizador usa una estrategia de sele

i�on dela lista de trabajo basada en Primero el Mejor F (X). Adem�as, el pro
eso organizadorest�a en
argado del balan
eo de la 
arga y de dete
tar la termina
i�on del algoritmo parale-lo. Si se en
uentra un mejor f�, el pro
eso es
lavo lo 
omuni
a a todos los dem�as pro
esoses
lavos de los otros pro
esadores.Existen varias implementa
iones, dependiendo de si el organizador pide o da 
ajas :Organizador-Pide: El organizador pide 
ajas de un sub
onjunto de nodos 
uando notiene 
ajas o le quedan po
as. Este esquema est�a dirigido por la 
antidad de 
ajas enla lista de trabajo lo
al. Si alg�un pro
esador se queda sin 
ajas, env��a una peti
i�onde 
ajas al siguiente en el anillo. Las peti
iones son reenviadas ha
ia adelante porlos pro
esadores, in
orporando la peti
i�on de 
ada nuevo pro
esador, que tampo
otenga 
ajas. En su implementa
i�on un pro
esador 
on bastante trabajo no env��a las
ajas por el anillo, sino dire
tamente al nodo que pidi�o trabajo y a los que en el
amino del mensaje tampo
o ten��an 
ajas. Esta 
onexi�on dire
ta se realiza gra
iasa que se us�o una red de 
omuni
a
iones 
ut-through [44℄.Organizador-Da: El organizador manda 
ajas a nodos 
on menos 
arga, sin peti
i�onprevia de los nodos re
eptores. El organizador debe tener alguna informa
i�on de la
arga del sistema. Este esquema est�a dirigido por la 
alidad de las 
ajas en la listade trabajo lo
al. En el modelo Organizador-Da, se usaron los siguientes esquemas:Distribu
i�on aleatoria: Si el n�umero de 
ajas en la lista lo
al ex
ede un determi-nado umbral �jo, el pro
eso organizador env��a la 
aja m�as prometedora de lalista a otro pro
esador elegido aleatoriamente.Distribu
i�on aleatoria adaptativa: Intenta mejorar la anterior. El re
eptor in-forma al emisor si la 
aja re
ibida se inserta al prin
ipio de su lista o no (siahora es la m�as prometedora o no). Si el emisor re
ibe un mensaje a�rmativo,de
rementa su umbral 
on lo que distribuye 
ajas m�as fre
uentemente. Si re
ibeun mensaje negativo, in
rementa di
ho umbral.H��brido: Es una mez
la de los dos anteriores.En la fun
i�on 
on peor 
omportamiento de las seis de prueba, la e�
ien
ia presentadapor Eriksson y Lindstr�om est�a por en
ima del 60% hasta 16 pro
esadores. Para otrasfun
iones la e�
ien
ia est�a por en
ima del 80% hasta 32 pro
esadores. Para 64 pro
esadoresel 
omportamiento es variable 
on la fun
i�on y 
on el tipo de esquema usado, siendo ladistribu
i�on aleatoria adaptativa la que aport�o mejores resultados. leo�miro.ualm.es
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ler
Moore, Hansen y Le
ler
 usaron una estrategia pare
ida a la la Eriksson y Lindstr�om,donde todos los pro
esadores eje
utaban el mismo programa, pero usaban un 
onjunto deesta
iones de trabajo 
one
tadas mediante una red Ethernet [122℄. Cuando un pro
esadorse queda sin 
ajas en su lista de trabajo, se elige otro pro
esador aleatoriamente, paramandarle una peti
i�on de 
ajas y si este 
ontesta que no puede mandar ninguna, se mandael mismo mensaje al que tiene un ��ndi
e de pro
esador siguiente. Un pro
esador 
on 
ajasque re
ibe una peti
i�on, devuelve la mitad de su lista de trabajo, pero nun
a un n�umeromayor que un umbral estable
ido, para evitar mensajes largos. Este balan
eo de la 
argaest�a dirigido por la 
antidad de 
ajas en la lista de trabajo y no por su 
alidad. El m�etodode sele

i�on utilizado se basa en una B�usqueda en An
hura. Para la fun
i�on de prueba enla que se mostraron resultados de e�
ien
ia se al
anz�o una ganan
ia de velo
idad de 170
on 32 pro
esadores, pero esto fue debido a que el algoritmo se
uen
ial era ine�
iente.En un art��
ulo posterior de Le
ler
 [103℄, usando un algoritmo se
uen
ial muy pare
idoal de Moore et al [122℄, pero apli
ando una estrategia Primero el Mejor F (X) y un balan
eodirigido por la 
alidad de las 
ajas, se obtuvo una mejora de un 78% en la resolu
i�on delproblema anterior, 
omparado 
on los resultados obtenidos 
on el algoritmo de Moore etal [122℄. La resolu
i�on de este problema en la nueva versi�on paralela del algoritmo s�oloal
anz�o la mitad de la ganan
ia de velo
idad lineal.4.3.4 BernerSonja Berner [8℄ intenta 
ombinar en su algoritmo las ventajas de los modelos 
entralizadoy distribuido (v�ease la Figura 4.5). En esta implementa
i�on, 
ada pro
esador tiene supropia lista de trabajo y usa una estrategia Primero el Mejor F (X) para sele

ionar 
ajasde la lista de trabajo. Al 
ontrario que en el modelo distribuido, se elige un pro
esador paraa
tuar 
omo mediador 
entralizado. Este pro
esador no trabaja sobre las 
ajas, sino queespera peti
iones de los dem�as pro
esadores para enviarles 
ajas. El mediador 
entralizadoestable
e un umbral, max, que 
ambia din�ami
amente dependiendo del tama~no de su listade trabajo y de las peti
iones re
ibidas. Este umbral se usa para asegurarse que no se quedasin 
ajas y para no alma
enar demasiadas. Los pro
esadores 
on un n�umero de 
ajas mayorque max env��an algunas de ellas al mediador 
entralizado. Se eligen la segunda, 
uarta,et
, de la lista de trabajo para ser enviadas. La lista se en
uentra ordenada por los valoresno de
re
ientes de F (X). De esta forma se mandan 
ajas prometedoras pero tambi�en semantienen 
ajas prometedoras en la lista de trabajo. Si un pro
esador en
uentra un valormejor de f� debe 
omuni
arlo a los dem�as pro
esadores. Adem�as de estas 
omuni
a
ioneshay que sumar las debidas a la a
tualiza
i�on por parte del mediador 
entralizado de lavariable max, que deben 
ono
er los dem�as pro
esadores.La idea del mediador 
entralizado fue tomada de Smith y S
hnabel [168℄, donde seus�o para paralelizar un m�etodo 
l�asi
o de Optimiza
i�on Global. En [168℄ se probarontambi�en otros modelos de balan
eo de la 
arga, obteni�endose los mejores resultados 
onleo�miro.ualm.es
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Figura 4.5: Estru
tura de 
omuni
a
i�on 
on un mediador 
entralizado.el modelo basado en el mediador 
entralizado.En esta estrategia el mediador 
entralizado realiza menos trabajo que el pro
esador quea
t�ua 
omo maestro en una estrategia maestro-es
lavo, adem�as de aprove
har la memoriade los dem�as pro
esadores. Comparada 
on una estrategia distribuida, 
uando un pro
e-sador se queda sin trabajo, no existe la ne
esidad de pedir 
ajas a varios pro
esadores. Elprin
ipal in
onveniente es que el mediador 
entralizado no realiza 
�omputo, s�olo 
ontrol,pero esta p�erdida de 
�omputo se ve 
ompensada por la redu

i�on de las 
omuni
a
iones.El algoritmo anterior es una simpli�
a
i�on del algoritmo real usado por Berner en elque introdu
e las siguientes mejoras:� En la fase ini
ial, donde 
ada pro
esador obtiene su subregi�on de b�usqueda a partir dela regi�on ini
ial, 
ada pro
esador ini
ializa una b�usqueda lo
al desde el punto mediode su 
aja 
on lo que se obtiene un mejor valor de f�, por lo que se des
artar�an m�as
ajas gra
ias al Test del Punto Medio y de Corte. Despu�es de obtener un buen f�, serealiza un balan
eo de la 
arga s��n
rono para realizar una buena distribu
i�on de las
ajas. Esto mejora el algoritmo para fun
iones 
on un tiempo de eje
u
i�on alto, perono para aquellas menos 
ostosas, ya que el obtener un buen f� no se ve 
ompensadopor el tiempo ne
esario para realizar la b�usqueda lo
al y el balan
eo s��n
rono.� Para obtener un buen balan
eo, en 
uanto a la 
alidad de las 
ajas, y mantener unnivel relativamente bajo en las 
omuni
a
iones, 
uando un pro
esador en
uentra unmejor valor de f� lo 
omuni
a a los dem�as pro
esadores, junto 
on el valor F (X)de su mejor 
aja. Normalmente, los pro
esadores que en
uentran mejores valores def� tienen mejores 
ajas, por lo que otro pro
esador que re
iba esta informa
i�on yleo�miro.ualm.es
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alidad de sus 
ajas es su�
ientemente baja, respe
to a la del pro
esadoremisor, le pedir�a 
ajas para mejorar la 
alidad de su lista de trabajo.� Algunas ve
es el mediador 
entralizado puede tener menos 
ajas que peti
iones. De-bido a que el trabajo ne
esario para investigar 
ompletamente una 
aja no se 
ono
ede antemano, Berner propone que el mediador 
entralizado divida algunas 
ajas, envez de dejar a los pro
esadores esperando.El algoritmo implementado por Berner se eje
ut�o sobre una Conne
tion Ma
hine CM5
on 32 pro
esadores. En su trabajo, Berner us�o un amplio n�umero de problemas de pruebaque 
lasi�
�o en tres 
ategor��as: peque~nos (tse
 < 100 sg), medianos (100 sg � tse
 < 1000sg) y grandes (1000 sg � tse
 < 17000 sg). Para los problemas grandes se observ�o que laganan
ia de velo
idad 
re
e 
on la 
omplejidad de los problemas usados, al
anzando paraalgunos problemas una ganan
ia de velo
idad superlineal. Para los problemas medianos,
on 16 pro
esadores, s�olo dos problemas de los siete examinados no al
anzaron una ga-nan
ia de velo
idad superlineal. Para 32 pro
esadores la e�
ien
ia obtenida estaba entreel 43% y el 115%. En 
uatro de los siete problemas se al
anz�o una ganan
ia de velo
idadsuperlineal. Para problemas peque~nos, la e�
ien
ia no fue tan buena. En el peor de los
asos se obtuvo una e�
ien
ia del 18% 
on 32 pro
esadores, pero el tiempo se
uen
ial deeste problema era de 4.7 sg.La prin
ipal 
on
lusi�on de Berner es que los problemas 
on un solo m��nimo global sonpo
o paralelizables, prin
ipalmente 
uando las 
ajas que no 
ontienen el m��nimo globalpueden eliminarse r�apidamente. Por otro lado, si existen al menos p m��nimos globales y�estos se en
uentran en 
ajas distintas, 
uando el nivel del �arbol de b�usqueda es peque~no,enton
es es posible realizar una buena paraleliza
i�on, ya que el n�umero de 
ajas es su�
ientepara mantener a todos los pro
esadores o
upados.4.4 Nuevo 
riterio de balan
eo de la 
arga en algoritmosparalelos de Optimiza
i�on Global basados en intervalosLas implementa
iones paralelas que han sido 
omentadas en este 
ap��tulo, se podr��an
ara
terizar globalmente porque la heur��sti
a utilizada para obtener un buen balan
eode la 
arga 
omputa
ional se basa en la evalua
i�on de los valores del limite inferior de lafun
i�on de in
lusi�on en 
ualquier intervalo X (F (X)). Este valor ha sido utilizado 
omo unestimador de la 
arga 
omputa
ional aso
iada a 
ualquier hoja del �arbol de subproblemas.Adem�as, la mayor��a de las implementa
iones ha
en uso de dispositivos a
eleradores tales
omo el test de monoton��a, el test de 
on
avidad, o el M�etodo de intervalos de Newton,
on lo 
ual se restringe el 
onjunto de posible fun
iones sobre las que puede ser apli
ado,al 
onjunto de fun
iones diferen
iables.Los resultados experimentales del Cap��tulo 3 han mostrado que el par�ametro pf�(X)es un buen estimador de la 
antidad de regi�on de atra

i�on ha
ia un m��nimo que 
ontieneuna determinada 
aja X, el 
ual est�a dire
tamente rela
ionado 
on el trabajo que hay queleo�miro.ualm.es
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ha 
aja. Por este motivo, en esta tesis se propone 
omo estimador de la 
arga
omputa
ional de una 
aja X, el valor del produ
to w(X) �pf�(X) [12, 14℄. Este estimadortiene tambi�en en 
uenta el tama~no de la 
aja, siguiendo la heur��sti
a de que habr�a querealizar m�as trabajo 
omputa
ional sobre las 
ajas grandes 
on un valor de pf�(X) alto,que en las 
ajas peque~nas, que se en
uentren 
er
a del 
riterio de termina
i�on, y 
on unvalor peque~no de pf�(X).En los algoritmos de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on, la primera de
isi�on a 
onsiderar es
�omo y 
on qu�e problemas se ini
ializan 
ada uno de los EP . En [72℄ los m�etodos deini
ializa
i�on estudiados fueron:Ra��z : La ra��z del �arbol de b�usqueda se asigna a un solo EP, que 
omienza la eje
u
i�ondel algoritmo de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on. Los subproblemas generados a partirde la ra��z del �arbol de b�usqueda se distribuyen a los otros EPs, de a
uerdo 
onel esquema de balan
eo de la 
arga apli
ado en el algoritmo. Los otros EPs, alre
ibir los subproblemas, a
t�uan de igual forma. Despu�es de un tiempo, todos losEPs deben tener subproblemas en los que trabajar. La ventaja de esta estrategiaes que no hay que introdu
ir en el algoritmo un 
�odigo espe
���
o para la etapa deini
ializa
i�on. El prin
ipal in
onveniente es que mu
hos de los EPs est�an o
iosos, enespera de subproblemas.Enumerativa : Cada EP 
omienza la eje
u
i�on del algoritmo partiendo del problematotal, es de
ir, de la ra��z de �arbol, hasta obtener al menos p subproblemas en sulista de trabajo. Enton
es 
ada EP i; i = 1; : : : ; p; 
ontin�ua trabajando sobre elsubproblema Xi, eliminando los dem�as. Si se 
rearon k subproblemas, 
on k > p,el EP i 
ontinuar�a trabajando sobre los problemas X l : (l mod p) = i � 1. Laprin
ipal ventaja del m�etodo enumerativo frente al ra��z es que no se realiza ning�untipo de 
omuni
a
i�on entre los EPs. Sin embargo, se realiza un trabajo redundante,porque todos los EPs pro
esan los mismos subproblemas, realizando una evalua
i�onid�enti
a.Sele
tiva : Este m�etodo evita las desventajas de la ini
ializa
i�on enumerativa. Al 
ontra-rio que la ini
ializa
i�on enumerativa, en vez de generar todo el �arbol de b�usquedahasta una 
ierta profundidad, 
ada EP genera s�olo una rama del �arbol. Los 
ami-nos del �arbol de b�usqueda que 
ada EP toma son distintos y se dirigen ha
ia elsubproblema apropiado para ini
ializar el EP 
orrespondiente. Cada EP tiene unn�umero que lo identi�
a, EPid. Si denotamos por nEP al n�umero de EPs que enun momento dado toman el mismo 
amino en el �arbol de b�usqueda y size el n�umerode subproblemas generados en 
ada divisi�on, enton
es el elemento de pro
eso EPidsele

iona el subproblema denotado por g, 
on:g = ((EPid � 1) mod size) + 1 (4.5)leo�miro.ualm.es
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i�on, se a
tualizan las variables siguiendo las e
ua
iones:delta = � 1; g � (nEP mod size)0; en otro 
asoEPid = dEPid=sizeenEP = bnEP=size
+ delta (4.6)La etapa de ini
ializa
i�on termina 
uando size � nEP . Enton
es, 
ada EP tomaun n�umero de subproblemas igual a bsize=nEP 
. El �ultimo EP toma el resto de lossubproblemas. La ventaja de una ini
ializa
i�on sele
tiva frente a la enumerativa esque el trabajo redundante es menor. Sin embargo, los EPs no se ini
ializan 
on losmejores subproblemas, ya que unas ramas del �arbol se generan independientementede las otras. Por este motivo, un EP puede quedarse sin trabajo r�apidamente alterminar la fase de ini
ializa
i�on, si sus subproblemas ini
iales son eliminados 
uandose re
ibe un mejor valor de f�, generado en otro EP .Dire
ta : Este modo de ini
ializa
i�on evita la 
onstru

i�on expl��
ita del �arbol de b�usque-da. Debido a que 
ada EP debe ini
ializarse 
on un subproblema distinto, todos lossubproblemas ini
iales se toman dire
tamente de una 
ierta profundidad del �arbol deb�usqueda, en vez de 
omenzar la b�usqueda por la ra��z. Esta profundidad se elije deforma que el n�umero de subproblemas en esta profundidad sea mayor que el n�umerode EPs. De esta forma, 
ada EP genera dire
tamente un subproblema 
omo m��ni-mo. Si existen m�as subproblemas que EPs, enton
es algunos EPs deben tener m�asde un subproblema ini
ial para asegurar la 
orre
ta eje
u
i�on del algoritmo. Estaestrategia tiene, 
omo en los dos m�etodos anteriores, la ventaja de que no se realizan
omuni
a
iones en la etapa de ini
ializa
i�on, pero adem�as 
ada EP no realiza untrabajo redundante. Sin embargo, al igual que en la ini
ializa
i�on sele
tiva, 
ada EPno trabaja sobre los mejores subproblemas ini
iales.Los an�alisis y experimentos realizados en [72℄ demuestran que el m�etodo de ini
iali-za
i�on dire
ta aporta mejores resultados. Su prin
ipal in
onveniente es que algunos EPspueden quedarse o
iosos, debido a la elimina
i�on de sus problemas ini
iales, hasta que elbalan
eo de la 
arga din�ami
o les permita obtener nuevos subproblemas. El n�umero desubproblemas ini
iales eliminados depender�a del problema 
on
reto a tratar y del n�ume-ro de EPs, por lo que no se puede estable
er que la ini
ializa
i�on dire
ta sea la mejorestrategia en el 
aso general.A 
ontinua
i�on se des
riben y analizan los tres modelos de balan
eo de la 
arga 
om-puta
ional que se proponen en este trabajo, los 
uales de�nen las tres implementa
ionesparalelas del problema de Optimiza
i�on Global mediante Rami�
a
i�on y A
ota
i�on que seestudian en esta tesis y que ha
en uso de una estrategia de ini
ializa
i�on dire
ta.leo�miro.ualm.es
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oEn el modelo est�ati
o 
ada EP apli
a el Algoritmo 3.1.1 (p�agina 63) 
on una Regla deDivisi�on basada en realizar una bise

i�on de todas las 
oordenadas a la vez, a sus 
ajasini
iales. Los EPs s�olo inter
ambian las mejoras obtenidas en el valor de f�. Este modelode balan
eo de la 
arga se ha implementado para resaltar la insu�
ien
ia de un modelo debalan
eo est�ati
o en los problemas de prueba usados.4.4.2 Modelo semi-est�ati
oEl modelo semi-est�ati
o est�a basado en la idea del mediador 
entralizado. En este modelose pueden distinguir dos etapas a partir de la ini
ializa
i�on dire
ta:Primera etapa:En esta etapa se persiguen dos objetivos: por un lado, en
ontrar un buen l��mite superiordel m��nimo de la fun
i�on en la regi�on de b�usqueda (f�) y por otro lado, dividir la regi�on deb�usqueda de una manera e�
iente, para poder realizar posteriormente un buen balan
eode la 
arga. Para llevar a 
abo estos objetivos, 
ada pro
esador es
lavo apli
a una Regla deSele

i�on H��brida (Se

i�on 3.5.2, p�agina 99) s�olo en las 
ajas ini
iales; las 
ajas generadasa partir de las 
ajas ini
iales no se tratan en esta etapa. Si 
ada EP tiene m�as de una
aja ini
ial, es posible que se elimine alguna de las 
ajas ini
iales, si en la b�usqueda enprofundidad realizada sobre otra 
aja ini
ial se ha en
ontrado un valor de f�, que permitaapli
ar la Regla de Elimina
i�on. Por este motivo, de entre las 
ajas ini
iales se elige primerola que 
onsideramos m�as prometedora, es de
ir, la que tiene un mayor valor de pf�(X),ya que w(X) es igual para todas, permitiendo as�� obtener una mejora de f� r�apidamente.En la Figura 4.6 se muestra un ejemplo de eje
u
i�on de esta primera etapa para lafun
i�on Goldstein-Pri
e. En todas las gr�a�
as presentadas, el n�umero de EPs es �jo eigual a 
uatro. La prin
ipal diferen
ia entre las gr�a�
as es el n�umero de 
ajas ini
iales,asignadas a 
ada EP , sobre las que se realiza una b�usqueda en profundidad. Con estasgr�a�
as se pretende resaltar 
�omo el nivel de divisi�on del espa
io de b�usqueda depende deln�umero de 
ajas ini
iales y 
�omo se realiza una mayor divisi�on de las zonas de atra

i�onha
ia m��nimos globales y lo
ales, 
uanto mayor es el n�umero de 
ajas ini
iales. La prin
ipaldesventaja de aumentar el n�umero de 
ajas ini
iales es que la sobre
arga de la b�usquedatambi�en aumenta. Por lo tanto, hay que estable
er un n�umero de 
ajas ini
iales, su�
ientepara realizar una buena divisi�on del espa
io de b�usqueda, pero que a la vez no in
rementedemasiado la sobre
arga de la b�usqueda.En la gr�a�
a superior izquierda se han estable
ido los niveles de grises que indi
an elvalor aproximado de pf�(X) en 
ada 
aja. Las 
ajas re
hazadas no han sido dibujadas. Enel gr�a�
o superior dere
ho 
ada uno de los 
uatro EPs se ini
ializa 
on el n�umero m��nimode 
ajas posibles. Si se realiza una bise

i�on de todas las 
oordenadas a la vez, el valorleo�miro.ualm.es
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ajas ini
iales vendr�a determinado por la rela
i�on:2nl � p; (4.7)donde l representa el nivel del �arbol de b�usqueda al
anzado y n la dimensi�on del problema.Para el 
aso de la fun
i�on bidimensional Goldstein-Pri
e y 
uatro pro
esadores es
lavos,el n�umero de 
ajas ini
iales es 
laramente de 
uatro. Como puede observase en la gr�a�
asuperior dere
ha de la Figura 4.6, el uso del n�umero m��nimo de 
ajas ini
iales puededar lugar a desbalan
eo de la 
arga en esta etapa, por lo que usar un n�umero mayor de
ajas ini
iales pare
e a
onsejable. Este desbalan
eo se produ
e porque las b�usquedas enprofundidad realizadas sobre las 
ajas ini
iales lo
alizadas en la parte inferior del espa
iode b�usqueda, 
onvergen ha
ia el m��nimo global, mientras que las b�usquedas en profundidadrealizadas sobre las 
ajas ini
iales de la mitad superior del espa
io de b�usqueda no lleganni siquiera a al
anzar el 
riterio de termina
i�on, que para los ejemplos mostrados en laFigura 4.6 es de � = 10�2.En la gr�a�
a inferior izquierda se ha aumentado el n�umero de 
ajas ini
iales por EPa 
uatro. Cuando el n�umero de 
ajas ini
iales es mayor que el n�umero de EPs, se utilizauna distribu
i�on de datos 
��
li
a por �las de las 
ajas ini
iales. Este aumento de 
ajasini
iales permite una mejor divisi�on de la regi�on de atra

i�on al m��nimo global y realizaralgunas divisiones sobre regiones de atra

i�on a m��nimos lo
ales.En la gr�a�
a inferior dere
ha, el numero de 
ajas ini
iales se ha in
rementado a die
is�eispor EP . Como puede observarse, la divisi�on del espa
io de b�usqueda es a�un mejor.A partir de estos experimentos, se ha de
idido que si el n�umero m��nimo de 
ajasini
iales se al
anza para un nivel del �arbol de b�usqueda l (e
ua
i�on (4.7)), enton
es seusar�a un valor del nivel del �arbol de b�usqueda lini, 
on:lini = l + 2 (4.8)La primera etapa a
aba una vez que los pro
esadores es
lavos terminan las b�usquedasen profundidad sobre sus 
ajas ini
iales y mandan las sub
ajas generadas al mediador
entralizado.En otras implementa
iones, 
omo las realizadas por Henriksen y Madsen [73, 74℄ yBerner [8℄, se obtiene un buen valor de f� mediante un m�etodo de Optimiza
i�on Lo
al.La ventaja de b�usqueda en profundidad basada en el valor de pf�, utilizada en esta etapa,
omparada 
on los m�etodos de Optimiza
i�on Lo
al basados en evalua
iones puntuales dela fun
i�on objetivo, es, que adem�as de en
ontrar un buen valor de f�, permite avanzar enla eje
u
i�on del algoritmo de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on, realizando una buena parti
i�ondel �arbol de b�usqueda, que posteriormente permite realizar un buen balan
eo de la 
arga.Segunda Etapa.En la segunda etapa, el mediador 
entralizado, despu�es de re
ibir las sub
ajas de todos loses
lavos, ha
e una estima
i�on de la 
arga de trabajo total:leo�miro.ualm.es
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0.0  pf*<0.1<

0.1  pf*<0.2<

0.2  pf*<0.3<

0.4  pf*<

0.3  pf*<0.4<

Figura 4.6: Primera etapa del modelo semi-est�ati
o sobre la fun
i�on GP, para 4 es
lavos,1, 4 y 16 
ajas ini
iales por es
lavo y � = 10�2.CTt =Xi pf�(Xi) � w(Xi); 8Xi 2 T: (4.9)A partir de la 
arga total estimada, el mediador 
entralizado distribuye un 
onjunto de
ajas 
on una 
arga 
omputa
ional aproximadamente igual a CTt=p, entre los pro
esadoreses
lavos. Este 
onjunto de 
ajas se estable
e asign�andole al pro
esador es
lavo 
on menorleo�miro.ualm.es
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arga asignada, la 
aja 
on una 
arga tal, que haga que la 
arga total de ese pro
esadorse aproxime lo m�as posible a CTt=p, realiz�andose un balan
eo de la 
arga 
uantitativo y
ualitativo. Esto se repite mientras queden 
ajas sin asignar.Cuando los pro
esadores es
lavos re
iben las nuevas 
ajas, apli
an el Algoritmo 3.1.1sobre las 
ajas re
ibidas. Suponiendo que en la etapa ini
ial se ha en
ontrado el mejorvalor de f�, el m�etodo de sele

i�on usado en la segunda etapa no va a variar el n�umerode evalua
iones de la fun
i�on de in
lusi�on. En esta etapa se 
ontinuar�a usando una Reglade Sele

i�on H��brida, ya que simpli�
a la implementa
i�on del algoritmo y al estar basadaen una b�usqueda en profundidad, tambi�en simpli�
a la gesti�on de las estru
tura de datoslo
al, redu
iendo as�� el tiempo de eje
u
i�on en 
ada pro
esador es
lavo.El algoritmo paralelo termina 
uando todos los pro
esadores es
lavos env��an al pro
e-sador 
entral sus 
ajas �nales. Por lo tanto, en este modelo s�olo se ha
e una redistribu
i�ondin�ami
a de la 
arga.4.4.3 Modelo din�ami
oEl modelo din�ami
o es similar al modelo semi-est�ati
o, pero ahora en vez de apli
ar unasola vez la estrategia din�ami
a de balan
eo de la 
arga, �esta se realiza las ve
es que elmediador 
entralizado ne
esite. En este modelo, siempre se apli
a el Algoritmo 3.1.1 
onuna Regla de Sele

i�on H��brida. El n�umero de 
ajas ini
iales por EP se determina dela misma forma que en el modelo semi-est�ati
o. Cuando un pro
esador es
lavo no tienem�as 
ajas en su estru
tura de datos lo
al, se lo 
omuni
a al mediador 
entralizado. Si elmediador 
entralizado tampo
o tiene 
ajas para servir, pide 
ajas a los dem�as pro
esadoreses
lavos. Los pro
esadores es
lavos que tienen 
ajas para pro
esar, mandar�an al mediador
entralizado la segunda, 
uarta, et
, que est�an ordenadas por w(X) � pf�(X). Una vezque el mediador 
entralizado re
ibe las 
ajas, da a los pro
esadores es
lavos en espera detrabajo, un 
onjunto de 
ajas 
on una 
arga aproximadamente igual a CTt=(p � 1). La
arga total se ha dividido entre p � 1 y no entre p, porque se supone que al menos unpro
esador tiene 
ajas para pro
esar y de esta manera la 
arga de trabajo que se mandaa 
ada pro
esador es
lavo, en espera, es mayor. Este valor permane
e 
onstante hasta queel pro
esador 
entral tenga que volver a pedir m�as 
ajas.El programa termina 
uando, ni el mediador 
entralizado, ni los pro
esadores es
la-vos tienen 
ajas para pro
esar y el mediador 
entralizado re
oge las 
ajas �nales de lospro
esadores es
lavos.Las prin
ipales diferen
ias entre los modelos presentados son:1. El modelo est�ati
o es un modelo distribuido mientras que los modelos semi-est�ati
oy din�ami
o son 
entralizados.2. En el modelo est�ati
o, la sobre
arga debida a las 
omuni
a
iones se produ
e s�olo porla 
omuni
a
i�on de la mejora del valor de f�, pero existe un fuerte desbalan
eo dela 
arga, mientras que el modelo din�ami
o tiene una mayor sobre
arga debido a las
omuni
a
iones, 
on un alto grado de balan
eo de la 
arga.leo�miro.ualm.es
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o puede 
lasi�
arse 
omo una mez
la del modelo est�ati
o ydel din�ami
o.4.4.4 Resultados num�eri
osLos modelos est�ati
o, semi-est�ati
o y din�ami
o, del algoritmo paralelo de Optimiza
i�onGlobal basado en intervalos, han sido implementados usando la librer��a de paso de mensa-jes PVM-3.4.0-1, sobre un multi
omputador de memoria distribuida llamado CAESARG[B.2.2℄[117℄, 
on 1 + p elementos de pro
eso, que 
onsta de los siguientes 
omponentes:� Hub Fast Ethernet� M�aquina Front-End{ Pentium-II 233 MHz{ 256 Mb RAM{ 4Gb UltraWide SCSI HDD{ Tarjeta 10/100 Fast Ethernet� Siete nodos{ Pentium-MMX 200 MHz{ 32 Mb RAM{ Tarjeta 10/100 Fast Ethernet{ Sin HDDSe ha utilizado esta m�aquina paralela, de bajas presta
iones, si se 
ompara, por ejem-plo, 
on una Origin 2000, basada en el mi
ropro
esador R10000, o un Cray T3E, basadoen el mi
ropro
esador Alpha 21064, porque el paquete BIAS [90℄, que propor
iona lassubrutinas para realizar opera
iones de Aritm�eti
a de Intervalos, utilizado en las imple-menta
iones, s�olo est�a disponible para los mi
ropro
esadores IBM RS/6000, Spar
 680x0 yPC 80386 o superior (
on 
opro
esador). Para los mi
ropro
esadores anteriores, el paqueteBIAS propor
iona las subrutinas ensamblador que permiten el inter
ambio entre los modosde redondeo espe
i�
ados en el est�andar IEEE-754. Otros 
omputadores paralelos, 
omopor ejemplo el Cray T3D, aunque est�an basados en la normativa IEEE-754, no permitenal usuario el inter
ambio entre los distintos modos de redondeo [B.4.2℄. Tambi�en existenmi
ropro
esadores 
on un formato espe
i�
o para representar los datos, propor
ionadopor el fabri
ante. Los ejemplos m�as representativos de estos 
omputadores son: los Cray:X-MP, Y-MP, C-90 y T-90, los IBM: /370 y 3090, y el DEC VAX [B.4.1℄.El prin
ipal in
onveniente del multi
omputador CAESARG es la baja velo
idad de lared de 
omuni
a
iones y que el an
ho de banda de la red es 
ompartido por todos lospro
esadores. Debido al peque~no n�umero de EPs de que dispone, se de
idi�o utilizar unaimplementa
i�on del balan
eo de la 
arga 
entralizada. leo�miro.ualm.es



146 4.4. NUEVO CRITERIO DE BALANCEO DE LA CARGA EN ALGORITMOSPARALELOS DE OPTIMIZACI�ON GLOBAL BASADOS EN INTERVALOSEn las implementa
iones de los algoritmos se ha intentado redu
ir la sobre
arga delas 
omuni
a
iones a 
osta de in
rementar la sobre
arga de la b�usqueda. Para ello se hautilizado un modelo de 
omuni
a
i�on as��n
rono y en los modos de balan
eo semi-est�ati
o ydin�ami
o, no se realizan 
omuni
a
iones hasta que se termine la b�usqueda en profundidadrealizada sobre la 
aja sele

ionada. Esto �ultimo es debido a que en las etapas ini
iales delalgoritmo, es normal que 
asi todos los pro
esadores en
uentren mejoras de f�, las 
ualesdeben 
omuni
arse a los otros pro
esadores es
lavos. La sobre
arga de la b�usqueda que sepuede produ
ir por una b�usqueda en profundidad inne
esaria, realizando una bise

i�on entodas las dimensiones, ser�a menor o igual a:2n(lmax� lini); (4.10)donde lini es el nivel del �arbol de b�usqueda al
anzado en la fase de ini
ializa
i�on dire
ta,que est�a determinado por las e
ua
iones (4.8) y (4.7), y lmax es el n�umero m�aximo deniveles del �arbol que se puede al
anzar y est�a determinado por:w(X)=2lmax � � (4.11)Para la fun
i�on Goldstein-Pri
e sobre la regi�on de b�usqueda [�2; 2℄2, y � = 10�3, lmax = 12.Para 
uatro pro
esadores, lini = 3, por lo que se evaluar��an 36 
ajas 
omo mu
ho, antesde 
omuni
ar, o 
hequear la posible re
ep
i�on, de una mejora de f�.Debido al modo de 
omuni
a
i�on as��n
rono utilizado, que ha
e que la eje
u
i�on delalgoritmo paralelo sea no determinista, en las Tablas 4.1 a 4.3 y en la Figura 4.7 semuestran la media de los valores obtenidos en 
in
o eje
u
iones de las distintas versiones delalgoritmo paralelo, para el tiempo de CPU 
onsumido, ganan
ia en velo
idad, desbalan
eo(DBL), n�umero de evalua
iones de F (X) y de F (m(X)), para un valor de � = 10�3. Losproblemas de prueba utilizados fueron: GP, H3, L3 y C, que se detallan en el ap�endi
e A.Debido al bajo 
oste 
omputa
ional requerido para ha
er una evalua
i�on de estas fun
iones,lo que las ha
e inapropiadas para su resolu
i�on en paralelo, se multipli
�o por 
ien el tiempone
esario para la evalua
i�on de 
ada una de las fun
iones de in
lusi�on. A�un as��, los tiemposde evalua
i�on de las 
uatro fun
iones que se usan en este tesis 
omo fun
iones de prueba,se en
uentran en el intervalo [10�4; 10�2℄ segundos, obtenidos en un Pentium-MMX 200MHz.La medida de desbalan
eo usada se de�ne 
omo:DBL = (Imax � Iav)=Iav 2 [0; p� 1℄; (4.12)donde Ii es el n�umero de evalua
iones de la fun
i�on de in
lusi�on, he
has por el EPi,es de
ir, el n�umero de nodos visitados del �arbol de b�usqueda, Imax = maxfIig y Iav =Pi Ii=m; 1 � i � m.En la Tabla 4.1 y la gr�a�
a de la Figura 4.7 que muestra la ganan
ia de velo
idadpara el modelo est�ati
o, puede observarse que para la fun
i�on tri-dimensional H3, 
onun solo m��nimo global, una distribu
i�on est�ati
a de la 
arga es absolutamente ine�
iente,leo�miro.ualm.es



CAP�ITULO 4. ALGORITMOS PARALELOS DE OPTIMIZACI�ON GLOBAL BASADOS ENARITM�ETICA DE INTERVALOS Y RAMIFICACI �ON Y ACOTACI �ON 147Tabla 4.1: Resultados num�eri
os para el m�etodo est�ati
o � = 10�3.p 1 3 5 7Tiempo de CPU (sg.)GP 135.93 73.55 93.16 39.41H3 1162.24 1155.72 1155.45 1147.26L3 487.84 271.47 157.96 110.54C 21.42 10.18 10.17 10.08Ganan
ia de velo
idadGP 1.00 1.85 1.46 3.45H3 1.00 1.01 1.01 1.01L3 1.00 1.80 3.09 4.41C 1.00 2.10 2.11 2.13DBLGP 0.000 0.607 2.470 1.094H3 0.000 1.980 3.964 5.946L3 0.000 0.655 0.617 0.550C 0.000 0.416 1.337 2.253Evalua
iones de F (X)GP 169209 169403 169289 169396H3 283409 283678 283798 283944L3 32765 32764 32760 32760C 33413 33412 33667 33661Evalua
iones de F (m(X))GP 42302 42349 42318 42345H3 35426 35458 35473 35492L3 8191 8190 8186 8186C 8353 8352 8412 8411obteni�endose un valor del desbalan
eo de la 
arga 
er
ano al m�aximo posible. Sin embargo,para la fun
i�on bidimensional L3, 
on nueve m��nimos globales, que est�an bien distribuidosen la regi�on de b�usqueda, una distribu
i�on est�ati
a de la 
arga permite obtener unosresultados que no son demasiado ine�
ientes.En la Tabla 4.2 y la Figura 4.7, se muestran los resultados para el algoritmo 
on unbalan
eo de la 
arga semi-est�ati
o. Se han diferen
iado los valores del desbalan
eo de la
arga para la primera y segunda etapa. Comparando los resultados obtenidos 
on los delmodelo est�ati
o, puede observarse que existe una sobre
arga en la b�usqueda ligeramentemayor en el modelo semi-est�ati
o, produ
ida por el uso de una Regla de Sele

i�on H��brida,frente a una Regla de Sele

i�on basada en Primero el Mejor F (X) del modelo est�ati
o,y porque en el modelo semi-est�ati
o no se 
omuni
a la mejora de f� hasta terminar unab�usqueda en profundidad. Los resultados obtenidos 
on el modelo semi-est�ati
o pruebanque un solo balan
eo din�ami
o de la 
arga basado en el nuevo estimador de la 
argaleo�miro.ualm.es



148 4.4. NUEVO CRITERIO DE BALANCEO DE LA CARGA EN ALGORITMOSPARALELOS DE OPTIMIZACI�ON GLOBAL BASADOS EN INTERVALOSTabla 4.2: Resultados num�eri
os para el m�etodo semi-est�ati
o. � = 10�3p 1 3 5 7Tiempo de CPU (sg.)GP 158.27 58.36 33.18 23.44H3 1262.12 478.92 325.43 320.88L3 488.85 172.92 134.70 86.21C 24.93 11.81 6.63 5.25Ganan
ia de velo
idadGP 1.00 2.71 4.77 6.75H3 1.00 2.64 3.88 3.93L3 1.00 2.83 3.63 5.67C 1.00 2.11 3.76 4.75DBLGP 0.000 0.076-0.098 0.004-0.038 0.008-0.025H3 0.000 0.075-0.138 0.084-0.299 0.274-0.774L3 0.000 0.130-0.037 0.191-0.333 0.096-0.186C 0.000 0.190-0.421 0.021-0.307 0.027-0.463Evalua
iones de F (X)GP 169213 169280 171413 171457H3 283409 283888 283968 284048L3 32765 33080 35392 35360C 33449 33500 36360 36376Evalua
iones de F (m(X))GP 42303 42304 41829 41840H3 35426 35422 35432 35442L3 8191 8254 7824 7816C 8362 8359 8066 8070
omputa
ional, permite mejorar, no s�olo el balan
eo de la 
arga y la ganan
ia de velo
idaddel algoritmo paralelo, sino tambi�en la e�
ien
ia del algoritmo, en 
uanto al tiempo deCPU requerido. Para la resolu
i�on de los problema tratados en este trabajo, las mejorasos
ilan entre un 22% para la fun
i�on L3 y un 72% para la fun
i�on H3.N�otese que en la Figura 4.7 la es
ala para el desbalan
eo es diferente en 
ada gr�a�
a,de
re
iendo signi�
ativamente desde el modelo est�ati
o al din�ami
o.En la Tabla 4.3 y la Figura 4.7 se muestran los resultados para el algoritmo queapli
a un modelo din�ami
o de balan
eo de la 
arga. Puede observarse que la sobre
argade la b�usqueda del modelo din�ami
o y la obtenida en el modelo semi-est�ati
o son muypare
idas. Tambi�en se observa que el desbalan
eo de la 
arga est�a por debajo de 3 � 10�2para los problemas de prueba utilizados. Con una sobre
arga en la b�usqueda baja y unbuen balan
eo de la 
arga 
omputa
ional, la ganan
ia de velo
idad del modelo din�ami
os�olo puede estar limitada si existen sobre
argas importantes en las 
omuni
a
iones. Losleo�miro.ualm.es
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os para el m�etodo din�ami
o. � = 10�3p 1 3 5 7Tiempo de CPU (sg.)GP 127.44 43.76 25.92 18.43H3 1149.80 384.95 230.56 164.60L3 487.98 164.70 104.32 74.10C 20.50 6.94 4.51 3.20Ganan
ia de velo
idadGP 1.00 2.91 4.92 6.92H3 1.00 2.99 4.99 6.99L3 1.00 2.96 4.68 6.58C 1.00 2.95 4.55 6.41DBLGP 0.000 0.021 0.006 0.007H3 0.000 0.001 0.007 0.007L3 0.000 0.022 0.021 0.023C 0.000 0.001 0.010 0.012Evalua
iones de F (X)GP 169213 169280 171415 171457H3 283409 283888 283950 284020L3 32765 33082 35392 35360C 33449 33528 36363 36376Evalua
iones de F (m(X))GP 42303 42304 41829 41840H3 35426 35422 35429 35438L3 8191 8254 7824 7816C 8362 8366 8066 8070resultados muestran en para las fun
iones de prueba, la ganan
ia de velo
idad est�a muy
er
a del n�umero de pro
esadores es
lavos utilizados, observ�andose un peque~no de
rementode la ganan
ia de velo
idad, 
onforme se in
rementa el n�umero de pro
esadores es
lavos,para las fun
iones L3 y C. En 
uanto a la mejora del tiempo de CPU requerido para laresolu
i�on de los problema tratados, 
omparado 
on el m�etodo semi-est�ati
o, se en
uentraentre un 14% para la fun
i�on L3 y un 49% para la fun
i�on H3 y 
omparado 
on el modeloest�ati
o las mejoras os
ilan entre un 33% y un 86%.Una evalua
i�on global de los resultados de ganan
ia de velo
idad y de desbalan
eopara los tres m�etodos, muestra que la versi�on semi-est�ati
a mejora el balan
eo de la 
argay la ganan
ia de velo
idad de la versi�on est�ati
a, pero la versi�on din�ami
a obtiene mejo-res resultados 
on valores de desbalan
eo diez ve
es menores que los semi-est�ati
os. Porlo tanto, se puede 
on
luir que el m�etodo de balan
eo din�ami
o es impres
indible paraobtener buenos resultados de e�
ien
ia en los algoritmos de Optimiza
i�on Global basadosleo�miro.ualm.es
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Figura 4.7: Resultados num�eri
os de la ganan
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arga.
leo�miro.ualm.es



CAP�ITULO 4. ALGORITMOS PARALELOS DE OPTIMIZACI�ON GLOBAL BASADOS ENARITM�ETICA DE INTERVALOS Y RAMIFICACI �ON Y ACOTACI �ON 151en intervalos. Tambi�en hay que resaltar que la sobre
arga de la b�usqueda obtenida en losmodelos semi-est�ati
o y din�ami
o es muy baja. Por otro lado, el nuevo estimador de la
arga 
omputa
ional propuesto, permite realizar buenas de
isiones para obtener un buenbalan
eo de la 
arga en este tipo de algoritmos paralelos.4.5 ResumenEn este 
ap��tulo se ha resaltado la di�
ultad de desarrollar algoritmos paralelos, prin-
ipalmente 
uando requieren estrategias de balan
eo din�ami
as. No solo hay que teneren 
uenta las 
ara
ter��sti
as de la arquite
tura que �nalmente se va a utilizar, sino quetambi�en hay que tomar de
isiones sobre el tipo de implementa
i�on que se va a realizar,donde las posibles op
iones normalmente entran en 
on
i
to. Si adem�as hay que realizarun balan
eo din�ami
o de la 
arga, el n�umero de par�ametros que hay que adaptar a lasexigen
ias de un problema 
on
reto aumenta, aumentando as�� la di�
ultad de en
ontrarun algoritmo paralelo �optimo.En los algoritmos de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on paralelos, hay que intentar realizar unbuen balan
eo de la 
arga, redu
iendo el n�umero de 
omuni
a
iones. Un fa
tor importantees la utiliza
i�on de un buen estimador de la 
arga 
omputa
ional de un determinado proble-ma. El estimador propuesto en este 
ap��tulo permite obtener un buen balan
eo de la 
argay unos buenos indi
adores de la e�
ien
ia en algoritmos de Optimiza
i�on Global paralelosbasados en intervalos, sobre un 
onjunto de problemas de prueba, 
omputa
ionalmentepo
o 
ostosos.

leo�miro.ualm.es
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Con
lusiones y prin
ipalesaporta
ionesEn esta tesis se ha realizado un estudio de los algoritmos de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on yde los m�etodos de Optimiza
i�on Global basados en intervalos.El 
on
epto de algoritmo de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on est�a basado en unas reglasb�asi
as de a
tua
i�on: Sele

i�on, A
ota
i�on, Divisi�on, Elimina
i�on y Termina
i�on. Estasreglas b�asi
as fueron des
ritas en la se

i�on 1.5 de forma general ya que los algoritmos deRami�
a
i�on y A
ota
i�on pueden apli
arse a un gran n�umero de problemas.Los algoritmos de Optimiza
i�on Global basados en intervalos ha
en uso de las t�e
ni
asde Rami�
a
i�on y A
ota
i�on para la b�usqueda inteligente de un m��nimo en el dominio delproblema. La base de estos algoritmos es el uso de una Regla de A
ota
i�on basada en laobten
i�on de una fun
i�on de in
lusi�on por medio de la Aritm�eti
a de Intervalos. El usode unas buenas reglas de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on para el problema a resolver ha
en quela e�
ien
ia de tales algoritmos se in
remente sustan
ialmente. Los problemas tratados enesta tesis han sido:� En
ontrar la m��nima ra��z en fun
iones unidimensionales.� En
ontrar el m��nimo de una fun
i�on n-dimensional, generalmente no lineal, 
on la�uni
a restri

i�on de tener l��mites impl��
itos en la regi�on de b�usqueda.Para ambos 
asos se han propuesto nuevas reglas de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on que hanpermitido la mejora de estos algoritmos.Para el problema de en
ontrar la m��nima ra��z en fun
iones unidimensionales se hanpropuesto unas nuevas reglas de Sele

i�on y Elimina
i�on. La nueva Regla de Elimina
i�onest�a basada en una nueva estrategia denominada el Test del Punto Negativo. Estas reglas
ooperan para obtener solamente la m��nima ra��z de una fun
i�on unidimensional, o deun 
onjunto de fun
iones unidimensionales, 
on algoritmos simples, rigurosos y r�apidos.Tambi�en se ha demostrado que una reordena
i�on de la se
uen
ia l�ogi
a de los pro
esos que
omponen el algoritmo, permite a
elerar el pro
eso de 
onvergen
ia, es de
ir, in
rementala e�
ien
ia 
omputa
ional del m�etodo.Para el problema general de en
ontrar el m��nimo de una fun
i�on n-dimensional se hanpresentado las reglas de Rami�
a
i�on y A
ota
i�on de uso m�as 
om�un en los algoritmosleo�miro.ualm.es
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tuales. Tambi�en se ha presentado un nuevo par�ametro, pf�(X), que se ha mostrado
omo un buen estimador del grado de proximidad, de 
ualquier subintervalo de la regi�onde b�usqueda, a la regi�on de atra

i�on ha
ia un m��nimo. Bas�andonos en el par�ametropf�(X), se han propuesto las siguientes modi�
a
iones de las reglas de Rami�
a
i�on yA
ota
i�on en algoritmos de Optimiza
i�on Global basada en intervalos:� Regla de Divisi�on: El m�etodo m�as 
om�un de divisi�on es la bise

i�on de una o varias
oordenadas del espa
io de b�usqueda. Una vez estable
ido el tipo de divisi�on, �estapermane
e �ja durante toda la eje
u
i�on del algoritmo. Nuestra propuesta de Reglade Divisi�on adapta el nivel de divisi�on a realizar sobre la subregi�on de b�usqueda X,dependiendo del valor del par�ametro pf�(X). Comparando el nuevo tipo de divi-si�on din�ami
o 
on otros est�ati
os, los resultados obtenidos fueron siempre mejores y
uanto mayor era la pre
isi�on requerida en las solu
iones, mayores fueron las mejorasobtenidas 
on la nueva propuesta.� Regla de Sele

i�on: Se ha presentado una nueva Regla de Sele

i�on H��brida basadaen el par�ametro pf�(X), que permite obtener en las primeras etapas del algoritmoel mejor valor del l��mite superior del m��nimo global. Este he
ho redu
e el 
osto
omputa
ional del algoritmo, debido a que el 
ono
imiento del mejor valor del l��mitesuperior, permite eliminar de la lista de trabajo un mayor n�umero de subintervalos,que no ser�an evaluados. Cuando se al
anza este valor, el tipo de Regla de Sele

i�onutilizada no 
ambiar�a el n�umero de evalua
iones de la fun
i�on de in
lusi�on, ya ques�olo se sele

ionar�an los nodos 
r��ti
os del �arbol de b�usqueda. Con el m�etodo usualde sele

i�on, este l��mite superior normalmente no es 
ono
ido hasta llegar a las fases�nales del algoritmo.� Regla de Elimina
i�on: Los algoritmos de Optimiza
i�on Global basados en intervalosse 
ara
terizan prin
ipalmente por la rigurosidad de los resultados obtenidos. Lasnuevas reglas de elimina
i�on propuestas permiten redu
ir 
onsiderablemente el 
osto
omputa
ional del algoritmo, pero a 
osta de perder esta rigurosidad.La primera Regla de Elimina
i�on propuesta est�a basada en el valor del par�ametropf�(X) para la subregi�on a
tual y el de sus as
endentes. Esta Regla de Elimina
i�onha permitido una mejora del 80% en los problemas tratados, sin la perdida de ningunode los m��nimos globales.La segunda propuesta de Regla de Elimina
i�on est�a motivada por la imposibilidadde resolver algunos problemas que requieren enormes 
antidades de memoria. Conla nueva regla no solo se han resuelto problemas de mayores dimensiones sino quese ha podido al
anzar una mayor pre
isi�on en las solu
iones, 
on un 
oste muybajo en 
uanto a la memoria requerida (
asi despre
iable). Con la nueva Regla deElimina
i�on no solo se redu
en los requerimientos de memoria, sino que tambi�en sedisminuye 
onsiderablemente el n�umero de evalua
iones de la fun
i�on de in
lusi�on,a
er
�andose este valor al m��nimo posible, en la mayor��a de los 
asos.leo�miro.ualm.es



CONCLUSIONES Y PRINCIPALES APORTACIONES 155Tambi�en se ha abordado el problema de la Optimiza
i�on Global basada en intervalosdesde una perspe
tiva paralela. Tras una revisi�on de las estrategias existentes en la para-leliza
i�on de algoritmos de Optimiza
i�on Global basados en intervalos, donde el balan
eodin�ami
o est�a determinado por la 
antidad de las subregiones de b�usqueda, Xi, que 
adapro
esador tiene pendientes para su pro
esamiento y en la 
alidad de las mismas, medidapor el valor de F (Xi), se ha presentado un nuevo estimador de la 
arga 
omputa
ional quepuede 
ontener una determinada subregi�on de b�usqueda y se ha utilizado una b�usquedabasada en un modelo de sele

i�on h��brido, que adem�as de permitir en
ontrar r�apidamenteun buen l��mite superior del m��nimo de la fun
i�on, tambi�en realiza una buena parti
i�ondel espa
io de b�usqueda. Ambas propuestas permiten obtener un balan
eo de la 
argam�as equitativo en los algoritmos paralelos de Optimiza
i�on Global basada en intervalos.Nuestras propuestas paralelas han sido evaluadas sobre un sistema basado en una arqui-te
tura de memoria distribuida 
on pro
esadores Pentium, 
on una red de inter
onexi�onFast-Ethernet, que ha sido desarrollado por el grupo de investiga
i�on \Super
omputa-
i�on-Algoritmos" del Departamento de Arquite
tura de Computadores y Ele
tr�oni
a de laUniversidad de Almer��a.Consideramos que el trabajo realizado en esta tesis es un primer paso de entrada al
omplejo mundo de la Optimiza
i�on Global y sus apli
a
iones. Mu
hos aspe
tos te�ori
osy pr�a
ti
os, tanto en la vertiente se
uen
ial 
omo en la paralela, deber�an ser abordadosen el futuro. Sin ser exhaustivos, nuestro inter�es a 
orto plazo se 
entrar�a en los siguientesaspe
tos:� In
lusi�on de los a
eleradores tradi
ionales basados en la evalua
i�on del gradiente,mediante diferen
ia
i�on autom�ati
a o expresiones anal��ti
as, en nuestras propuestasalgor��tmi
as.� Tambi�en se in
luir�an expresiones que permiten obtener mejores fun
iones de in-
lusi�on, 
omo las basadas en la pendiente (slope forms) y las 
entradas (
enteredforms).� Desde el punto de vista del paralelismo, el an�alisis de modelos distribuidos puedeampliar las perspe
tivas de implementa
i�on de los algoritmos tratados en esta te-sis. Adem�as, los m�etodos propuestos deber�an evaluarse sobre m�aquinas de memoria
ompartida-distribuida.� Por �ultimo, forman parte de los proye
tos de futuro, el tratamiento de apli
a
ionesreales 
ient���
as o industriales, mediante los m�etodos propuestos en esta tesis, loque permitir�a dar 
onsisten
ia a las nuevas versiones de los algoritmos, que se handise~nado para poder abordar problemas extremadamente 
omplejos desde un puntode vista 
omputa
ional.
leo�miro.ualm.es
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Ap�endi
e AFun
iones test.Goldstein-Pri
e (GP) [177℄:E
ua
i�on de la fun
i�on:fGP (x) =[1 + (x1 + x2 + 1)2(19 � 14x1 + 3x21 � 14x2 + 6x1x2 + 3x22)℄�[30 + (2x1 � 3x2)2(18� 32x1 + 12x21 + 48x2 � 36x1x2 + 27x22)℄Dominio (S): �2 � xi � 2; i = 1; 2An
hura del rango real: w(f(S)) ' 106M��nimo global: f� = 3; x� = (0;�1)T
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Fun
i�on de in
lusi�on:FGP (X) =(1 + (Y1 + 1)2(19� 14Y1 + 3Y 21 ))�(30 + Y 22 (18� 16Y2 + 3Y 22 ))
on Y1 = X1 +X2; Y2 = 2X1 � 3X2 leo�miro.ualm.es



158 CONCLUSIONES Y PRINCIPALES APORTACIONESShekel 5 (S5) [177℄:E
ua
i�on de la fun
i�on: fS5(x) = � 5Xi=1 1(x� ai)(x� ai)T + 
iCoe�
ientes: i ai 
i1 (4.0,4.0,4.0,4.0) 0.12 (1.0,1.0,1.0,1.0) 0.23 (8.0,8.0,8.0,8.0) 0.24 (6.0,6.0,6.0,6.0) 0.45 (3.0,7.0,3.0,7.0) 0.4Dominio (S): 0 � xi � 10; i = 1; ::; 4An
hura del rango real: w(f(S)) ' 10M��nimo global: f� = �10:15319967x� = (4:0000371; 4:0001332; 4:0000371; 4:0001332)TObserva
i�on: Los 5 m��nimos lo
ales 
on f u �1=
i est�an aproximadamente en ai.Shekel 7 (S7) [177℄:E
ua
i�on de la fun
i�on: fS7(x) = � 7Xi=1 1(x� ai)(x� ai)T + 
iCoe�
ientes: i ai 
i1 (4.0,4.0,4.0,4.0) 0.12 (1.0,1.0,1.0,1.0) 0.23 (8.0,8.0,8.0,8.0) 0.24 (6.0,6.0,6.0,6.0) 0.45 (3.0,7.0,3.0,7.0) 0.46 (2.0,9.0,2.0,9.0) 0.67 (5.0,5.0,3.0,3.0) 0.3leo�miro.ualm.es



CONCLUSIONES Y PRINCIPALES APORTACIONES 159Dominio (S): 0 � xi � 10; i = 1; ::; 4An
hura del rango real: w(f(S)) ' 10M��nimo global: f� = �10:40294056x� = (4:0005729; 4:0006893; 3:999489; 3:9996061)TObserva
i�on: Los 7 m��nimos lo
ales 
on f u �1=
i est�an aproximadamente en ai.Shekel 10 (S10) [177℄:E
ua
i�on de la fun
i�on: fS7(x) = � 10Xi=1 1(x� ai)(x� ai)T + 
iCoe�
ientes: i ai 
i1 (4.0,4.0,4.0,4.0) 0.12 (1.0,1.0,1.0,1.0) 0.23 (8.0,8.0,8.0,8.0) 0.24 (6.0,6.0,6.0,6.0) 0.45 (3.0,7.0,3.0,7.0) 0.46 (2.0,9.0,2.0,9.0) 0.67 (5.0,5.0,3.0,3.0) 0.38 (8.0,1.0,8.0,1.0) 0.79 (6.0,2.0,6.0,2.0) 0.510 (7.0,3.6,7.0,3.6) 0.5Dominio (S): 0 � xi � 10; i = 1; ::; 4An
hura del rango real: w(f(S)) ' 10M��nimo global: f� = �10:53640981x� = (4:000746; 4:00059; 3:999663; 3:999509)TObserva
i�on: Los 10 m��nimos lo
ales 
on f u �1=
i est�an aproximadamente en ai.Hartman 3 (H3) [177℄:E
ua
i�on de la fun
i�on:fH3(x) = � 4Xi=1 
i exp24� 3Xj=1 �ij(xj � pij)235 leo�miro.ualm.es



160 CONCLUSIONES Y PRINCIPALES APORTACIONESCoe�
ientes: i �i 
i pi1 (3.0,10.0,30.0) 1.0 (0.36890,0.11700,0.26730)2 (0.1,10.0,35.0) 1.2 (0.46990,0.43870,0.74700)3 (3.0,10.0,30.0) 3.0 (0.10910,0.87320,0.55470)4 (0.1,10.0,35.0) 3.2 (0.03815,0.57430,0.88280)Dominio (S): 0 � xi � 1; i = 1; ::; 3An
hura del rango real: w(f(S)) ' 3:9M��nimo global: f� = �3:86278214x� = (0:1146143; 0:55564988; 0:85254695)THartman 6 (H6) [177℄:E
ua
i�on de la fun
i�on:fH6(x) = � 4Xi=1 
i exp24� 6Xj=1 �ij(xj � pij)235Coe�
ientes:i �i 
i pi1 (10.00, 3.00,17.00, 3.50, 1.70, 8.00) 1.0 (0.1312,0.1696,0.5569,0.0124,0.8283,0.5886)2 ( 0.05,10.00,17.00, 0.10, 0.80,14.00) 1.2 (0.2329,0.4135,0.8307,0.3736,0.1004,0.9991)3 ( 3.00, 3.50, 1.70,10.00,17.00, 8.00) 3.0 (0.2348,0.1451,0.3522,0.2883,0.3047,0.6650)4 (17.00, 8.00, 0.05,10.00, 0.10,14.00) 3.2 (0.4047,0.8828,0.8732,0.5743,0.1091,0.0381)Dominio (S): 0 � xi � 1; i = 1; ::; 6An
hura del rango real: w(f(S)) ' 3:3M��nimo global:f� = �3:32236801x� = (0:2016895; 0:1500106; 0:4768739; 0:2753324; 0:31165161; 0:65730053)TLevy No. 3 (L3) [185℄:E
ua
i�on de la fun
i�on:fL3(x) = 5Xi=1 i 
os((i+ 1)x1 + i) 5Xj=1 j 
os((j + 1)x2 + j)leo�miro.ualm.es
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Dominio (S): �10 � xi � 10; i = 1; 2An
hura del rango real: w(f(S)) ' 380Existen 9 m��nimos globales 
on:f� = �176:54179313
X� =

8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:
(4.97647760, 4.85805687)T(4.97647760, {1.42512842)T(4.97647760, {7.70831373)T({1.30670770, 4.85805687)T({1.30670770, {1.42512842)T({1.30670770, {7.70831373)T({7.58989301, 4.85805687)T({7.58989301, {1.42512842)T({7.58989301, {7.70831373)TLevy No. 5 (L5) [185℄:E
ua
i�on de la fun
i�on:fL5(x) = 5Xi=1 i 
os((i+ 1)x1 + i) 5Xj=1 j 
os((j + 1)x2 + j)+ (x1 + 1:42513)2 + (x2) + 0:80032)2Dominio (S): �10 � xi � 10; i = 1; 2An
hura del rango real: w(f(S)) ' 460M��nimo global: f� = �176:137578; x� = (�1:306853;�1:424845)T leo�miro.ualm.es
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Levy 5

Levy No. 8 (L8) [185℄:E
ua
i�on de la fun
i�on:fL8(x) = sin2(�y1) + 2Xi=1(yi � 1)2(1 + 10 sin2(�yi+1))+ (y3 � 1)2
on yi = 1 + (xi � 1)=4Dominio (S): �10 � xi � 10; i = 1; 2An
hura del rango real: w(f(S)) ' 160M��nimo global: f� = 0; x� = (1; 1; 1)TSix Hump Camel Ba
k (C) [177℄:E
ua
i�on de la fun
i�on:fC(x) = 4x21 � 2:1x41 + 13x61 + x1x2 � 4x22 + 4x42Dominio (S): �5 � xi � 5; i = 1; 2An
hura del rango real: w(f(S)) ' 6400Existen dos m��nimos globales 
on:f� = �1:03162845X� = (( 0.08984201,{0.71265640)T({0.08984201, 0.71265640)Tleo�miro.ualm.es
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Fun
i�on de in
lusi�on:FC(X) =(4Y1 � 2:1Y 21 + 13Y 31 ) +X1X2 + 4(Y2(Y2 � 1))
on Y1 = X21 ; Y2 = X22Three Hump Camel Ba
k (C3) [41℄:
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E
ua
i�on de la fun
i�on:fC3(x) = 2x21 � 1:05x41 + 16x61 + x1x2 + x22Dominio (S): �5 � xi � 5; i = 1; 2 leo�miro.ualm.es



164 CONCLUSIONES Y PRINCIPALES APORTACIONESAn
hura del rango real: w(f(S)) ' 2000M��nimo global: f� = 0; x� = (0; 0)TGriewank 2 (G2) [177℄:E
ua
i�on de la fun
i�on: fG2(x) = x21 + x22200 � 
os(x1) � 
os( x2p2) + 1Dominio (S): �100 � xi � 100; i = 1; 2An
hura del rango real: w(f(S)) ' 100M��nimo global: f� = 0; x� = (0; 0)T
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Observa
i�on: Existen aproximadamente 500 m��nimos lo
ales en la regi�on de b�usqueda.Griewank 10 (G10) [177℄:E
ua
i�on de la fun
i�on: fG10(x) = 10Xi=1 x2i4000 � 10Yi=1 
os( xip2) + 1Dominio (S): �600 � xi � 600; i = 1; : : : ; 10An
hura del rango real: w(f(S)) ' 900M��nimo global: f� = 0; x� = (0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0)TObserva
i�on: Existen varios miles de m��nimos lo
ales en la regi�on de b�usqueda.leo�miro.ualm.es



CONCLUSIONES Y PRINCIPALES APORTACIONES 165Branin 2 (BR2) [41℄:E
ua
i�on de la fun
i�on:fBR2(x) = �1� 2x2 + 120 sin(4�x2)� x1�2 +�x2 � 12 sin(2�x1)�2
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Dominio (S): �10 � xi � 10; i = 1; 2An
hura del rango real: w(f(S)) ' 1100Existen 5 m��nimos globales 
on:f� = 0X� =8>>>>>><>>>>>>:(1, 0)T(0.148696, 0.402086)T(0.402537, 0.287408)T(1.59746, {0.287408)T(1.85130, {0.402086)TRosenbro
k (RB) [41℄:E
ua
i�on de la fun
i�on: fRB(x) = 100(x21 � x2)2 + (x1 � 1)2Dominio (S): �2 � xi � 8; i = 1; 2An
hura del rango real: w(f(S)) ' 4 � 105M��nimo global: f� = 0; x� = (1; 1)T leo�miro.ualm.es
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Simpli�ed Rosenbro
k (SRB) [41℄:E
ua
i�on de la fun
i�on: fRB(x) = 12(x21 � x2)2 + (x1 � 1)2Dominio (S): �2 � xi � 8; i = 1; 2An
hura del rango real: w(f(S)) ' 2200M��nimo global: f� = 0; x� = (1; 1)T
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Observa
i�on: Se ha redu
ido la pendiente del valle de la fun
i�on RB.leo�miro.ualm.es
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e (P) [42℄:E
ua
i�on de la fun
i�on: fP (x) = (2x31x2 � x32)2 + (6x1 � x22 + x2)2Dominio (S): �10 � xi � 10; i = 1; 2An
hura del rango real: w(f(S)) ' 4:4 � 108Existen 3 m��nimos globales 
on:f� = 0X� = 8><>:(0, 0)T(2, 4)T(1.464352, {2.506012)T
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Fun
i�on de in
lusi�on:FP (X) = �X2 �2X31 �X22��2 + (X2 (1�X2) + 6X1)2Tre

ani (TR) [41℄:E
ua
i�on de la fun
i�on: fTR(x) = x41 + 4x31 + 4x21 + x22Dominio (S): �5 � xi � 5; i = 1; 2An
hura del rango real: w(f(S)) ' 1500 leo�miro.ualm.es



168 CONCLUSIONES Y PRINCIPALES APORTACIONES

-3
-2.5

-2
-1.5

-1
-0.5

0
0.5

1 -2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

0

5

10

15

Eje X

Eje Y

E
je

 Z

Treccani

Existen 2 m��nimos globales 
on: f� = 0X� = ((0, 0)T(-2, 0)TFun
i�on de in
lusi�on: FTR(X) = X21 (X1 + 2)2 +X22Observa
i�on: (-1,0) y (-2,0) son dos puntos de "silla de montar".S
hwefel No. 3.1 (S3.1) [185℄:E
ua
i�on de la fun
i�on: fS3:1(x) = 3Xi=1 h�x1 � x2i �2 + (xi � 1)2iDominio (S): �10 � xi � 10; i = 1; ::; 3An
hura del rango real: w(f(S)) ' 3:7 � 104M��nimo global: f� = 0; x� = (1; 1; 1)TMatyas (MT) [185℄:E
ua
i�on de la fun
i�on: fMT (x) = 0:26(x21 + x22)� 0:48x1x2leo�miro.ualm.es
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hura del rango real: w(f(S)) ' 100M��nimo global: f� = 0; x� = (0; 0)T
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Fun
i�on de in
lusi�on:FMT (X) = 0:26(X1 �X2)2 + 0:04X1X2EX1 (EX1) [35℄:
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E
ua
i�on de la fun
i�on:fEX1(x) = 0:1((1 � x1)2 + sin(10x1)) + (11� x2)2 + sin(10x2)Dominio (S): [0:0; 2:0℄ � [10:0; 12:0℄An
hura del rango real: w(f(S)) ' 4M��nimo global: f� = �1:076182; x� = (1:0976052; 11:14966027)T leo�miro.ualm.es



170 CONCLUSIONES Y PRINCIPALES APORTACIONESEX2 (EX2) [35℄:E
ua
i�on de la fun
i�on:fEX2(x) = 6Xi=1 ????fi ��x1 + x2!x3i + i�!ix4 � x5!x3i ��????2Dominio (S): [0:0; 1:0℄2 � [1:1; 1:3℄ � [0:0; 1:0℄2Coe�
ientes:fi = (5:0 � 5:0i; 3:0� 2:0i; 1:5� 0:5i; 1:2� 0:2i; 1:1 � 0:1i)wi = �i20 ; i = 1; : : : ; 6M��nimo global: Seg�un los autores f� � 0:212 Con nuestros algoritmos se han obtenidolos siguientes valores: f� = 0:212459838694341x� = (0:606295463259812;0:556762695328871;1:131807708718409;0:750201387128982;0:621900754986200)TFun
i�on de in
lusi�on:FEX2(X) = 6Xi=1  yrei � X1 + X2!X3i !!2 + yimi � !iX4 � X5!X3i !!2
yrei = (5:0; 3:0; 2:0; 1:5; 1:2; 1:1)yimi = (�5:0; �2:0; �1:0; �0:5; �0:2; �0:1)wi = (0:05�; 0:1�; 0:15�; 0:2�; 0:25�; 0:3�)Observa
i�on:El termino j � j2 para n�umeros 
omplejos puede 
al
ularse simplemente 
omola suma de los 
uadrados de los t�erminos real e imaginario.Branin (BR) [177℄:E
ua
i�on de la fun
i�on:fBR(x) = �x2 � 5:14�2x21 + 5�x1 � 6�2 + 10�1� 18�� 
os(x1) + 10leo�miro.ualm.es
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hura del rango real: w(f(S)) ' 300Existen 3 m��nimos globales 
on:f� = 0:397887X� = 8><>:(-3.14159, 12.275)T(3.14159, 2.275)T(9.42478, 2.475)T
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Kowalik (KW) [185℄:E
ua
i�on de la fun
i�on: fKW (x) = 11Xi=1 �ai � x1 b2i + bix2b2i + bix3 + x4�2
Coe�
ientes: leo�miro.ualm.es



172 CONCLUSIONES Y PRINCIPALES APORTACIONESi ai 1=bi1 0.1957 0.252 0.1947 0.503 0.1735 1.004 0.1600 2.005 0.0844 4.006 0.0627 6.007 0.0456 8.008 0.0342 10.009 0.0323 12.0010 0.0235 14.0011 0.0246 16.00Dominio (S): 0 � xi � 0:42; i = 1; ::; 4An
hura del rango real: w(f(S)) ' 36M��nimo global:f� = 3:074859878 � 10�4x� = (0:192833452982; 0:19083623878; 0:12311729627; 0:13576598998)TRatz No. 4 (R4) [158℄:
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E
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i�on de la fun
i�on:fR4(x) = sin(x21 + 2x22) exp(�x21 � x22)Dominio (S): �3 � xi � 3; i = 1; 2An
hura del rango real: w(f(S)) ' 0:6leo�miro.ualm.es
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on:f� = �0:10689134X� = ((0.0, -1.4575221047)T(0.0, 1.4575221047)TRatz No. 8 (R8) [158℄:E
ua
i�on de la fun
i�on:fR8(x) =  sin2��x1 + 34 �+ 8Xi=1 �xi � 14 �2�1 + 10 sin2��xi+1 + 34 ��!2
Dominio (S): [�10; 10℄9An
hura del rango real: w(f(S)) ' 4:4 � 105M��nimo global: f� = 0:0x� = (1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; [�10; 10℄)TObserva
i�on: Existen in�nitos m��nimos globales ya que X�9 = [�10; 10℄.Henriksen-Madsen No. 3 (HM3) [74, 7℄:E
ua
i�on de la fun
i�on: fHM3(x) = � 2Xi=1 5Xj=1 j sin((j + 1)xi + j)Dominio (S): �10 � xi � 10; i = 1; 2An
hura del rango real: w(f(S)) ' 50 leo�miro.ualm.es
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Henriksen-Madsen 3

Existen 9 m��nimos globales 
on:f� = �24:06249888
X� =

8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:
( {6.77457614, {0.491390836)T( {0.491390836, 5.79179447)T( 5.79179447, {0.491390836)T( {0.491390836,{0.491390836)T( {0.491390836,{6.77457614)T( {6.77457614, {6.77457614)T( 5.79179447, {6.77457614)T( {6.77457614, 5.79179447)T( 5.79179447, 5.79179447)THenriksen-Madsen No. 4 (HM4) [74, 7℄:E
ua
i�on de la fun
i�on: fHM4(x) = � 3Xi=1 5Xj=1 j sin((j + 1)xi + j)Dominio (S): �10 � xi � 10; i = 1; ::3An
hura del rango real: w(f(S)) ' 80M��nimo global: f� = �36:09374832; x� = (0:4913908; 0:4913908; 0:4913908)Tleo�miro.ualm.es
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ua
i�on de la fun
i�on:fBL(x) = (1:5� x1 + x1x2)2 + (2:25 � x1 + x1x22)2+ (2:625 � x1 + x1x32)2Dominio (S): �4:5 � xi � 4:5; i = 1; 2An
hura del rango real: w(f(S)) ' 1:8 � 105M��nimo global:f� = 0; x� = (3; 0:5)T
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Fun
i�on de in
lusi�on:FBL(X) = (1:5 +X1(X2 � 1))2 + �2:25 +X1(X22 � 1)�2+ �2:625 +X1(X32 � 1)�2Chi
hinadze (CHI) [42℄:E
ua
i�on de la fun
i�on:fCHI(x) =x21 � 12x1 + 11 + 10 
os(�2x1)+ 8 sin(5�x1)� 1p5 exp ��x2 � 12�22 !Dominio (S): �30:0 � xi � 30:0; i = 1; 2An
hura del rango real: w(f(S)) ' 1300M��nimo global:f� = �43:315862; x� = (5:90133; 0:5)T leo�miro.ualm.es
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Ap�endi
e BDire

iones de inter�es en InternetB.1 Aritm�eti
a de IntervalosB.1.1. Errores de la Aritm�eti
a Computa
ional:http://www.math.psu.edu/dna/455.f96/disasters.htmlB.1.2. Interval Computations:http://
s.utep.edu/interval-
omp/main.htmlB.1.3. Interval Methods:http://solon.
ma.univie.a
.at/�neum/interval.htmlB.2 Arquite
turas y Algoritmos ParalelosB.2.1. Parallel Ar
hite
tures and Algorithms :http://miro.ualm.es/parallel.htmlB.2.2. Network of workstations :http://miro.ualm.es/
aesarg.htmlB.3 Diferen
ia
i�on Autom�ati
aB.3.1. Automati
 Di�erentiation:http://solon.
ma.univie.a
.at/�neum/glopt/related.html#autodi�B.4 IEEE-754B.4.1. IEEE-754 status:http://www.
s.berkeley.edu/�wkahan/ieee754status/B.4.2. Cray Assembler for MPP:http://www.
iemat.es:8080/library/t3e/2510 2.2/8319 leo�miro.ualm.es
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i�on GlobalB.5.1. A Survey of GO Methods:http://www.
s.sandia.gov/opt/survey/B.5.2. Global (and Lo
al) Optimization:http://solon.
ma.univie.a
.at/�neum/glopt.htmlB.5.3. De
ision Tree for Optimization Software:http://plato.la.asu.edu/guide.htmlB.5.4. List of Useful Optimization Software:http://u
su.
olorado.edu/�xu/software.htmlB.5.5. Continuous GO Software: A Brief Reviewhttp://plato.la.asu.edu/gom.htmlB.5.6. The Optimization Te
hnology Center:http://www-
.m
s.anl.gov/home/ot
/B.5.7. Global Optimization Page:http://
ad.bu.edu/go/B.5.8. Mathemati
al Optimization:http://
sep1.phy.ornl.gov/mo/mo.htmlB.5.9. Mi
hael Tri
k's Operations Resear
h Page:http://mat.gsia.
mu.edu/index.htmlB.5.10. Links to Global Optimization:http://miro.ualm.es/optimization.htmlB.6 Problemas de 
orte 
on 
eroB.6.1. Numeri
al methods for �nding roots :http://daisy.uwaterloo.
a/�kghare/numeri
/index.htmlB.7 Problemas de Optimiza
i�on CombinatoriaB.7.1. TSPBIB Home Page :http://www.ing.unlp.edu.ar/
etad/mos/TSPBIBhome.html
leo�miro.ualm.es
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